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Alle  Rechte  vorbehalten. 


Vorrede  zur  ersten  Auflage. 


Bei  der  Bearbeitung  der  vorliegenden  Schrift  habe  ich  ge- 
sucht, neben  der  Forderung  wissenschaftlicher  Strenge  vor  allen 
Dingen  der  didaktischen  Forderung  möglichster  Fasslichkeit  zu 
genügen. 

In  Betreff  der  speciellen  Ausflihrung  bemerke  ich,  dass  ich 
mich  bemüht  habe,  die  Einsicht  in  den  Gang  der  analytischen 
Untersuchung  durch  graphische  Darstellungen  zu  erleichtem, 
und  femer,  dass  ich  bei  schwierigen  oder  wichtigen  Stellen  die 
Entwickelung  der  allgemeinen  Theorie  durch  Erörterung  emes 
speciellen  Falles  eingeleitet  habe. 

Die  grosse  Anzahl  von  Beispielen  und  Anwendungen  in 
jedem  Capitel,  sowie  die  gelegentlichen  Bemerkungen  sind  zu- 
nächst für  solche  Leser  bestimmt,  welche  durch  Selbst-Studium 
sich  in  der  Wissenschaft  weiter  ausbilden  und  mehr  befestigen 
wollen;  indess  dürften  sie  auch  dem  Lehrer  ein  Mittel  bieten, 
um  seine  Schüler  zur  freien  Selbstthätigkeit  anzuregen. 

In  Betreff  der  äussei-en  Ausstattung  ist  die  Verlagshandlung 
sowohl  wie  die  Dmckerei  allen  meinen  Wünschen  bereitwillig 
entgegengekommen. 

Hannover,  den  I.  August  1862. 

M.  Stegemann. 


Vorrede  zur  fünften  Auflage. 


Als  der  Unterzeichnete  den  Auftrag  erhielt,  die  neue  Auf- 
lage dieses  Werkes  herauszugeben,  ahnte  er  noch  nicht,  dass 
Aendenmgen  in  so  weitem  Um&nge  nothwendig  sein  würden. 
Erst  bei  der  Bearbeitung  überzeugte  er  sich  davon,  dass  sehr 
viele  Lücken  auszufüllen  und  zahlreiche  Irrthmner,  die  sich  in 
den  früheren  Auflagen  finden,  richtig  zu  stellen  waren. 

Neben  den  angedeuteten  Mängeln  besass  aber  das  Buch  von 
iStegemann  doch  auch  grosse  Vorzüge,  welche  namentlich  in 
der  leicht  fasslichen  Darstellung  liegen,  und  welche  durch  den 
verhältnissmässig  schnell  erfolgten  Absatz  von  vier  Auflagen 
bestätigt  worden  sind. 

Der  Herausgeber  hat  sich  bemüht,  diese  Vorzüge  nach 
Möglichkeit  beizubehalten,  ohne  die  wissenschaftliche  Strenge  und 
Gründlichkeit  ausser  Acht  zu  lassen.  Das  Buch  hat  demnach 
den  Zweck,  den  Anfänger,  —  mag  er  nun  an  der  Universität, 
an  der  technischen  Hochschule  oder  an  irgend  einer  anderen 
Bildungs- Anstalt  studiren,  an  der  höhere  Mathematik  getrieben 
wird,  —  auf  möglichst  bequeme  Weise  mit  den  wichtigsten 
Sätzen  und  Aufgaben  der  Differential  -  Kechnung  vertraut  zu 
machen.  Auch  zum  Selbst-Studium  ist  das  Buch  seiner  ganzen 
Anlage  nach  geeignet. 

Für  die  Abgrenzung  des  Stoffes  waren  dem  Herausgeber 
im  Grossen  und  Ganzen  seine  eigenen  Vorträge  an  der  tech- 
mschen  Hochschule  in  Hannover  massgebend.  Da  die  für  diese 
Vorträge  verfügbare  Zeit  eine  beschränkte  ist,  so  war  dadurch 
auch  für  den  Umfang  des  Buches  ein  Rahmen  gegeben,  so  dass 


VI  Vorrede. 

der  Inhalt  nicht  so  erschöpfend  sem  konnte  wie  z.  B.  bei  Lehr- 
büchern der  DiflFerential-Rechnung  hervorragender  französischer 
Mathematiker. 

Aber  diese  Beschränkung  ist  vielleicht  gerade  ein  wesent- 
licher Vorzug,  weil  die  Fülle  des  Stoffes  den  Anfänger  häufig 
mehi'  verwirrt  und  abschreckt,  als  fördert.  Der  vorliegende 
Leitfaden  soll  daher  eine  feste  und  sichere  Grundlage  bieten, 
welche  dem  Techniker  genügen,  dem  Mathematiker  aber  eine 
nützliche  Vorbereitung  zu  weitergehenden  Studien  sein  wird. 

Als  Anhang  ist  eine  Tabelle  der  wichtigsten  Formehi  hin- 
zugefügt, welche  einerseits  die  Anwendungen  sehr  erleichtert, 
andererseits  aber  ein  duich  langjährige  Erfahrung  erprobtes 
Hülfsmittel  bei  Eepetitionen  ist. 

Dem  Herrn  Verleger  spricht  der  Herausgeber  hierdurch 
seinen  verbindlichsten  Dank  aus  für  das  Hebenswüi'dige  Entgegen- 
kommen, das  allen  seinen  Wünschen  entgegengebracht  worden  ist. 

Hannover,  im  Juli  1887. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  2;ur  sechsten  Auflage. 


Die  freundliche  Aufnahme,  welche  die  fünfte  Auflage  in 
weiten  Kreisen  gefunden  hat,  war  für  den  Herausgeber  ein  An- 
trieb, bei  der  Bearbeitung  der  neuen  Auflage  mit  grösster  Sorg- 
falt die  hervorgetretenen  Mängel  zu  beseitigen  und  die  vor- 
handenen Lücken  auszufüllen.  Den  Herren  Lampe,  von  Man- 
goldt,  Franz  Meyer,  Runge  und  Voss,  welche  dabei  den 
Herausgeber  durch  werthvolle  Winke  unterstützt  haben,  sei 
hierdurch  der  verbindlichste  Dank  ausgesprochen. 

Durch  die  angedeuteten  Verbesserungen  hat  das  Buch  an 
Umfang  und  Inhalt  wesentlich  zugenommen ;  namentlich  sind  die 
geometrischen  Anwendungen  vermehrt  worden,  auch  hat  eine 
kurzgefasste  Darstellung  der  Determinanten-Theorie  Aufiiahme 
gefunden.  Die  Figuren  sind  sämmtlich  neu  gezeichnet  worden, 
ihre  Zahl  ist  von  66  auf  154  gewachsen. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  das  Buch  auch  vielfach  von 
Stiidirenden  der  Mathematik  an  den  Universitäten  benutzt  wor- 
den ist,  schien  es  zweckmässig,  noch  mehr  Gewicht  auf  wissen- 
schaftliche Strenge  zu  legen,  als  es  in  den  früheren  Auflagen 
geschehen  war.  Da  aber  die  elementare  Art  der  Behandlung 
darunter  nicht  leiden  sollte,  so  war  es  nicht  immer  ganz  leicht, 
den  richtigen  Mittelweg  zu  finden. 

Durch  die  mühsame  Umarbeitung  und  die  erhebliche  Er- 
weiterung des  Buches  ist  die  Drucklegung  etwas  verzögert 
worden.    Der  Herausgeber  ist  der  Verlagsbuchhandlung  für  die 
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Nachsicht,  die  ihm  dabei  gewahil;  worden,  und  für  das  bereit- 
willige Entgegenkommen,  das  er  bei  allen  seinen  Wünschen 
gefonden  hat,  zn  aufrichtigem  Danke  verpflichtet. 

Schliesslich  sei  noch  mit  bestem  Danke  die  gütige  Mitwirkung 
des  Hemi  Petzold  bei  dem  Lesen  der  Correctur  hervorgehoben. 

Hannover,  den  15.  November  1892. 

L.  Kiepert. 


Vorrede  zur  siebenten  Auflage. 


Schon  bei  der  Heransgabe  der  ffinften  und  sechsten  Auflage 
waren  die  erforderlichen  Aendenmgen  so  grundlegend  und  um- 
fassend, dass  von  dem  Stegemann'schen  Grundrisse  nur  äusserst 
wenig  äbrig  geblieben  ist.  Deshalb  ist  es  nicht  mehr  gerecht- 
fertigt, Stegemann  als  Verfasser  des  Buches  zu  bezeichnen.  Die 
neue  Auflage  erscheint  viehnehr  unter  dem  Namen  des  Unter- 
zeichneten, der  die  vollständige  Umarbeitung  des  Stegemann^schen 
Leitfadens  ausgeffihrt  hat.  Da  die  siebente  Auflage  der  sechsten 
in  sehr  kurzer  Zeit  gefolgt  ist,  so  unterscheidet  sie  sich  von 
dieser  nur  an  wenigen  Stellen.  Doch  hat  der  Verfasser  die  Ver- 
besserungsvorschläge, die  ihm  von  befreundeter  Seite  zugegangen 
sind,  nach  Möglichkeit  berücksichtigt  und  benutzt  diese  Gelegen- 
heit, um  allen  Fachgenossen  für  die  gütige  Empfehlung  des 
Buches  und  für  die  freundschaftliche  Unterstützung  durch  wohl- 
wollende Rathschläge  den  aufiichtigsten  Dank  auszusprechen. 

Insbesondere  dankt  er  auch  den  Hennen  Franz  Meyer  und 
Petzold  für  die  förderliche  Mitwii-kung  beim  Lesen  der  Correctur 
und  der  Verlagsbuchhandlung  fiir  die  opferfreudige  Gewährung 
aller  bei  der  schwierigen  Dnicklegung  hervortretenden  Wünsche. 

Hannover,  den  21.  Mai  1895. 

L.  Kiepert. 


Inhalts  -  Verzeichniss. 


Einleitung.  g^.^^ 

;^    1.    Begriff  und  EiBtheilang  der  Functionen 1 

§    2,    Geometrische  Darstellung  der  Functionen 12 

?i    3.    Functionen  von  mehreren  Vei'Änderlichen 15 

^    4.    Begriii'  der  Grenze 16 

ij    ö.    Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlich  Grosse 21 

^     (i.    Ueber  die  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen       ...  25 

$    T.    VerBchiedene  Ordnungen  der  unendlich  kleinen  Grössen    .    .  27 

ij    8.    Begriff  der  Stetigkeit 36 

Hülfssätse  aus  der  algebraischen  Analysis. 

§    0.    Der  binomische  Lehrsatz  für  positive,  ganzzablige  Exponenten  51 

§  10.    Geometrische  Progressionen 58 

§  11.    Erklärung  der  Zahl  e 60 

Differential  -  Rechnung. 

Erster  Theil. 
Functionen  von  einer  tmabhängigen   Veränderlichen. 

I.  Abschnitt. 

Erkllrung  und  Bildung  der  DHfereniial-Quotienten. 

§  12.    Bildung  der  Differential -Quotienten  einer  stetigen  Function 

y-/(x) 68 

§  13.    Geometrische  Deutung  des  Differential-Quotienten 72 

^  14.    Einige  Lehrsätze  über  Differential-Quotienten 75 

§  15.    Differentiation  der  ganzen  rationalen  Functionen    .....  77 

§  16.    Uebungs-Beispiele 80 

§  17.    Differentiation   einer    Potenz    mit    negativem,    ganzzahligen 

Exponenten 81 

§  18.    Differentaation  der  logarithmischen  Function /(a:)  =  log  j:    .    .  82 


X 1 1  Inhalts  -  Verzeiclinis& 

§  19.    Difierentiation  der  trigonometrischen  FuQctioQensLiij:  and  COS  JT  $4 

§20.    Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen  tgx  und  ctg JF  85 

§  21.    Differentiation  der  Producte  und  Quotienten  von  Functionen  87 

II.  Abschnitt. 

Functionen  von  Functionon. 

§  22.    Differentiation  einer  Function  von  der  Form/»      ....  1*8 

§  23.    üebungs  Aufgaben 101 

§  24.    Differentiation  inverser  Functionen,  insbesondere  der  cyklo- 

metrischen  Functionen  und  der  Function  a^ H),) 

§  25.    Üebuugs-Belspiele 107 

III.  Abschnitt. 

AbloHungon  und  DHIerentlalo  MHwrer  Ordnung. 

§26.    Ermittelung  von /i'*^(j^^ IIS 

§  27.    Uebungs-Beispiele IIK 

IV.  Abschnitt. 

Herleitung  und  Anwendungen  der  Taylor^sclien  und  der  Mac-Laurin'sdwn  ReHie. 

§  28.    Entwickelung  einer  ganzen  rationalen  Fimction  /(x-^h)  nach 

steigenden  Potenzen  von  h 12*J 

§  29.    Anwendung  auf  den  binomischen  Lehrsatz  füi*  positive,  gauz- 

zahlige  Exponenten lüT 

§  30.  Verallgemeinerung  der  gegebenen  Entwickelungs-Methode  .  12^ 
§  31.    Bestimmung   des  Restgliedes   der   Tay /or 'sehen  Reihe  nach 

Lagrange 131 

§  32.    Die  3/af-iattrm'sche  oder  i^ftirltng'sche  Reihe 14n) 

§  33.    Entwickelung  der  Functionen  e^  und  a^ 14ü 

§  34.    Entwickelung  der  Functionen  sinjr  und  cosa? 143 

§  35.    Berechnung  von  Tafeln  für  die  Functionen  .sinx  und  cosj  .  14(j 

§  36.    Andere  Formen  des  Restgliedas 149 

§  37.     Der  allgemeine  binomische  Lehrsatz 15*j 

§  38.    Der  Logarithmus im 

§  39.    Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen ITo 

§  40.    Partes  proportionales 177 

§  41.    Methode  der  xmbestimmten  Coefiicienten 11^ 

§  42.    Entwickelung  der  Function  arctga:  nach  steigenden  Potenzen 

von  a? löl 

§  43.    Berechnung  der  Zahl  n  durch  Anwendung  der  Entwickelung 

von  arctga:  .         182 

§  44.    Entwickelung  der  Function  arcsinar  nach  steigenden  Potenzen 

von  X 187 


Inhalts  -Yexzeichiuss.  Xl  ll 
Y.  Abschnitt. 

^  45.    Erklärungen  und  vorberdtende  Beispiele 189 

§  4^.    Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern 193 

.$  47.    Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern 207 

;^  48.    Bedingte  und  anbedingte  Convergenz 212 

$  49.    Multiplication  der  Reihen 216 

r^  50.    Convergenz  der  Potenzreihen 219 

s  51.    Convergenz  der  periodischen  Reihen 220 

VI.  Abschnitt. 

MaxiiMi  0114  MhiiRHi  von  «iMckelteii  FinicHomii  einer  Verinderldien. 

§  52.    Bedingungen,  unter  denen  ein  Maximum  oder  Minimum  ein- 
treten kann 226 

§  53.    Aufgaben 232 

§  54.    Entscheidung  über  das  Eintreten  eines  Maximums  oder  Mini- 
mums durch  Untersuchung  der  höheren  Ableitungen   .    .    .  237 

^  55.    Anwendungen 243 

$  56.    Vereinfachungen  der  Rechnung,  wenn  f'\x)  eine  gebrochene 

Function  ist 247 

>^  57.    VerschiedeneAufgaben  aus  der  Theorie  der  Maximaimd  Minima  249 

VIl.  Abschnitt. 
Bestimmung  von  AiüMcIcen,  weiclm  an  der  Creme  eine  der  uniMStimmten  Formen 

?,  •    0.00,  00  — OD,  0*,  00*,  1«  liaben. 

?}  58.    Ausdrücke  von  der  Form  ^ 273 

S  59.    Üebungs-Beispiele 279 


s 


oo 


ji  60.    Ausdrücke  von  der  Form  — 283 

S  61.    Uebungs-Beispiele 285 

S  62.    Ausdrücke  von  der  Form  0 .  oo 288 

$  63.    Üebungs-Beispiele 289 

§  64.    Ausdrücke  von  der  Form  oo  —  oo 290 

§  65.    Uebungs-Beispiele 291 

§  66.    Ausdrücke  von  der  Form  0®,  oo^,  1°° 293 

§  67.    Uebungs-Beispiele 294 

§  68.    Zusammentreffen  unbestimmter  Formen 297 

Vlll.  Abschnitt. 

Difforoniiatfon  der  nicirt  oniwicicelten  Functionen. 

$  69.    Differentiation  einer  Function  von  der  Form  F{u,  v)     ...  300 
§  70.    Herleitung  der  allgemeinen  Regel  für  die  Differentiation  der 

nicht  entwickelten  Functionen 305 


^iy  luhalU-VorzeichDiss. 

§  71.    Uebungs-Beispiele 30^ 

§  72.    Ableitungen  höherer  Ordnung 3lu 

§  73.    Uebungs-Beispiele 310 

§  74.    Anwendung  auf  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  von 

nicht  entwickelten  Functionen  einer  Veränderlichen      .    .     .  31) 

§  75.    Uebungs-Beispiele 315 

IX.  Abschnitt. 

Vertaiischung  der  AbhlngigkeH  der  veränderlichen  Grüssen. 

§  76.    Bildung  der  Grössen  p  und  q,  wenn  x  und  y  Functionen  von 

t  sind 3b 

§  77.    Uebungs-Beispiele 321 

§  78.  Behandlung  des  Falles,  in  weichem  y  die  unabhängige  Ver- 
änderliche wird .  325 

§  79.    Uebungs-Beispiele 32i 

X.  Abschnitt. 

Untersuchung  von  Curven,  die  auf  ein  rechtwinidiges  Coordtnaten-System 

bezogen  sind. 

§  80.     Tangenten  und  Normalen 32?J 

§  81.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 330 

§  82.    Asymptoten  einer  Curve 349 

§  83.    Anwendungen  auf'  einzelne  Curven 359 

§  84.    Concavität,  Uonvexität,  Wendepunkte o<^S 

§  85.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 373 

§  86.    Berühning  (oder  Osculation)  «<*'•  Ordnung 379 

§  87.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 381 

§  88.    Krümmung  der  Curven 387 

§  89.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 390 

§  90.    Die  KrümmungsmittelpunktB-Curven  oder  Evoluten     ,     .     .  4O0 

§  91.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 405 

Xr.  Abschnitt. 

Untersuchung  von  Curven,  die  auf  el.i  Polarcoordinaten-System  bezogen  sind. 

§  92.    Tangenten  und  Noimalen 417 

§  93.     Anwendungen  auf  einzelne  Curven -121 

§  94.    Krümmungskreis  und  Krümmungsmitt-elpunkts-Curven     .     .  43J 

§  95.    Anwendungen  auf  einzelne  Curven 431 

XII.  Abschnitt. 

Theorie  der  Determiranten. 

§  96.    Einleitung  in  die  Determinanten-Theorie 4^6 

%  97.    Bildung  einer  Determinante  n<^  Ordnung  aus  n-  Elementen  438 


luhaltä-Vcrzeichniäs.  ^^ 

Seit« 

§    98.    Einige  Satze  aas  der  Permatationslehre 439 

§    99.    £igenscliafien  der  DeterminanteQ 443 

§  100.    Zerlegung  der  Determinanten 447 

§  101.    Anwendung  auf  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen 

mit  n  Unbekannten 452 

§  102.    Vereinfachungen  bei  Ausrechnung  der  Determinanten     .     .  454 

§  103.    Multiplication  der  Determinanten 457 

>i  104.    Homogene,  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten   .    .  400 

§  105.     Anwendungen  auf  einzelne  Aufgaben 461 


» 


Zweiter  Theil. 

FiuDLCtioxien  von  mehreren  unabhängigen  Veränderlichen. 

XIII.  Abschnitt. 

DHIerentiaUoii  der  Functionen  von  mehreren  ton  einander  unabhängigen 

Verinderiichen. 

§  106.     Differentiation  einer  Function  von  zwei  von  einander  un- 

abhängigen  Veränderlichen 467 

§  107.     Aufgaben 471 

S  108.     DifiiBrentiation  der  Functionen  von  mehreren  von  einander 

unabhängigen  Veränderlichen 472 

§109.    Wiederholte   Differentiation   einer  Function   von  mehreren 

Veränderlichen 476 

§  1 10.     üebungs- Aufgaben 479 

$  111.    Vollständige  Differentiale  höherer  Ordnung 480 

§  112.    Nicht  entwickelte  Functionen  einer  Veränderlichen,  gegeben 

durch  simultane  Gleichungen 487 

XIV.  Abschnitt. 

Anwendungen  auf  die  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes. 

§  113.    Bestimmung  der  Tangenten  und  der  Normalebenen  bei  einer 

Curve  im  Räume 490 

§  114.    Uebungs-Aufgaben 493 

§  115.    Tangenten  und  Tangential-Ebenen  an  eine  beliebige  krumme 

Fläche 497 

§  116.    Uebungs-Aufgaben 502 

§  117.    Theorie  der  Umhüllungscurven  oder  Enveloppen     ....  503 

§  118.    Uebungs-Aufgaben 508 

§  119.    Doppelpunkte  und  isolirte  Punkte 515 

§  120.    Uebungs-Aufgaben 520 

§  121.    Mehrfache  Punkte 65^4 

§  122.    Spitzen  oder  Eückkehrpunkte 526 


X.VI  Inhalts -VerzeichnJss. 

XV.  Abscfamtt 
HerieHung  und  Anwendungen  der  Taytor^tchen  Reihe  fllr  Functionen  ve« 

VeranderllCnen.  Seite 
§  123.    Die  Tay/or'sche  Beihe  ftlr  Functionen  von .  mehreren  Ver- 
änderlichen        531 

§  124.    Homogene  Functionen 535 

§  125.    Maxima  und  Minima  der  Functionen   von   zwei   von    ein- 
ander unabhängigen  Veränderlichen 543 

§  126.    Geometrische  Deutung  der  vorhergehenden  Untersuchungen  557 
§  127.    Maxima  und   Minima  der  Functionen  von  drei  oder  mehr 

unabhängigen  Veränderlichen 561 

§  128.    Aufgaben 567 

§  129.    Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen 573 

§  130.    Aufgaben 577 

XVI.  Abschnitt. 

Theorie  der  complexen  Grtfsson. 

§  131.    Erklärung  der  complexen  Grössen 587 

§  132.    Einige  Sätze  über  complexe  Grössen.    Moivre^eche  Formeln  59U 

§  133.    Geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen   ....  593 

§  134.    Vier  Sätze  über  die  absoluten  Beträge 59^ 

§  135.    Unendliche  Reihen  mit  complexen  Güedem 600 

§  136.    Functionen  einer  complexen  Veränderlichen 602 

§  137.    Zusammenhang  der  Exponentiul-Function  mit  den  trigono- 
metrischen Functionen 60l 

§  138.    Logarithmen  der  complexen  Grössen 609 

§  139.    Zusammenhang  der  Functionen  ix  und  arctgd; 610 

§  140.    Auftreten  complexer  Wurzeln  einer  Gleichung 611 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln  aus  der  Difierential-Bechnung      .    61! 


Einleitung. 


§1. 

Begriff  und  Eintheilung  der  Functionen. 

Erklärung.  Eine  Grösse  heisst  variabel  oder  veränderlich, 
trenn  sie  im  Verlaufe  derselben  Unterstichunff  nach  und  nach 
cerschiedene  Werthe  annehmen  darf;  eine  Grösse  heisst  dagegen 
constant  oder  unveränderlich^  wenn  sie  im  Verlaufe  derselben 
Untersuchung  denselben  Werth  beibehält 

Die  unveränderlichen  Grössen  werden  gewöhnlich  mit  den 
ersten  Buchstaben  des  Alphabets,  also  mit 

">  ")  ^j  •  •  •) 
oder  mit 

oder  mit 

bezeichnet.  Zum  Unterschiede  davon  werden  die  veränderlichen 
Grössen  gewöhnlich  mit  den  letzten  Buchstaben  des  Alphabets, 
also  mit 

^1  y»  ^y 
oder  mit 


M,  v,  w, 


oder  mit  den  ar,  y.  z  entspreclienden  giiechischen  Buchstaben 

bezeichnet. 

Man  kann  den  Werth  einer  (veränderlichen  oder  unver- 
änderlichen) Grösse  auch  durch  die  Lage  eines  Punktes  auf  einer 
j^eraden  Linie  geometrisch  darstellen,   wenn  auf  derselben  ein 
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2  §  1.    Begriff  und  Eintheiiung  der  Functionen. 

fester  Punkt  0  als  Anfangspunkt  gegeben  ist.     Sind  z.  B.  in 
Figur  1  die  Strecken 

Fig.  I.  OA  =  a,     OP  =  a:,   OB  —  J, 

_2 A £ S. so  entsprechen  die  Punkte  A,  P,  B  den 

Werthen  a,  :r,  b.  Die  Masseinheit, 
durch  welche  dabei  die  Strecken  gemessen  sind,  ist  beliebig; 
dagegen  muss  man  festsetzen,  dass  die  Punkte  auf  der  einm 
Seite  des  Anfangspunktes  0,  z.  B.  auf  der  rechten  Seite  von  0, 
positiven  Zahlwerthen  entsprechen;  dann  müssen  alle  Pankte. 
welche  negativen  Zahlwerthen  entsprechen,  auf  der  anderen  Seite 
von  0  liegen,  während  0  selbst  dem  Werthe  Null  entspricht. 

Gewöhnlich  denkt  man  sich  x  in  der  Weise  veränderlich, 
dass  X  alle  Werthe  zwischen  zwei  constanten  Werthen  a  und  b 
annehmen  kann.  Der  Punkt  P,  welcher  x  entspricht,  durchlauft 
dann  in  Figur  1  die  Strecke  von  A  bis  B.  Deshalb  sagt  man 
in  diesem  Falle:  y,Die  veränderliche  Grösse  x  durchläuft  das 
Intervall  von  a  bis  4."  Wenn  man  eine  unendlich  grosse,  d.  h. 
unbegrenzt  wachsende  Zahl  mit  oo  bezeichnet,  und  a  gleich  —  oc 
und  b  gleich  +  oo  wird,  so  darf  die  Veränderliche  x  alle  Werthe 
zwischen  — oo  und  +oo  annehmen,  so  dass  der  Punkt  P 
die  ganze   unbegrenzte  gerade  Linie  durchläuft. 

Wenn  man  zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen  x  und  y 
eine  Gleichung  aufstellt,  so  sind  diese  beiden  Grössen  dadurch 
in  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  gebracht,  und  zwar  so,  dass 
die  eine  Grösse,  z.  B.  y,  nur  einen  oder  mehrere  ganz  bestimmte 
Werthe  haben  kann,  sobald  der  Werth  der  anderen  veränder- 
lichen Grösse  x  gegeben  ist.    Es  sei  z.  B. 

(1.)  y  =  x^  +  3x  —  2, 

dann  wird  y  =  +  8,    wenn  x  =  —  5, 

y  =  +  2,  „  :r  =  —  4, 

y  =  —  2,  „  x  =  —  S, 

y  =  —  4,  „  x  =  —  2y 

y  =  —  4,  „  x  =  —  l, 

y  =  — 2,  „  a:=       0, 

y=  +  2,  „  a:=  +  l, 

y  =  +  8,  „  x=  +2, 
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Hätte  man  in  der  Gleichung  (1.)  beliebige  Werthe  für  y  ange- 
kommen, so  wären  dadnrch  die  entsprechenden  Werthe  von  x  eben- 
kUs  bestimmt  gewesen.  Weil  aber  die  Gleichung  (1.)  in  Bezug 
luf  T  vom  zweiten  Grade  ist,  so  entsprechen  jedem  beliebigen 
IFerthe  von  y  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Werthe  von  t.    So 

ind  z.  B.  dem  WerÜie 

y=  +  2 
lie  beiden  Werthe 

ar  =  +  1,     .r  =  —  4 

raigeordnet.  Die  veränderliche  Grösse  r,  deren  Werthe  man 
^liebig  annimmt,  nennt  man  „die  unabhängige  Veränderliche 
der  das  Argument^ ;  die  andere  veränderliche  Grösse  y  dagegen 
kennt  man  „die  abhängige  Veränderliche  oder  eine  Hinction  der 
irsteren". 

In  der  Gleichung  (1.)  wurde  also  zuerst  x  als  die  unabhängige 
Veränderliche  und  y  als  eine  von  x  abhängige  Veränderliche, 
l.  h.  als  eine  Function  von  x  betrachtet. 

Gewöhnlich  ist  das  Gesetz  der  Abhängigkeit  zwischen  einer 
Function  y  und  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  durch  eine 
jleichung  zwischen  x  und  y  gegeben.  Ganz  allgemein  kann  man 
iber  den  Begrüf  der  Function  in  folgender  Weise  erklären: 

EiTie  veränderliche  Grösse  y  heisst  eine  Function  einer  anderen 
'er  ander  Hohen  Grösse  x  in  dem  Intervalle  von  x  =^  a  bis  x  =  b, 
cenn  jedem  Werthe  von  x  in  diesem  Intervalle  ei?i  Werth  (oder 
nehrere  Werthe)  von  y  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zu- 
geordnet  sind. 

So  ist  z.  B.  der  Umfang  eines  Kreises  eine  Function  von  dem 
lalbmesser  des  Kreises.  Dasselbe  gilt  vom  Flächeninhalt  des 
Jreis^.    Diese  Functionen  können  auch  durch  die  Gleichungen 

y  =  2x7r,     y  =  x^tt 

largestellt  werden. 

Ebenso  sind  Oberfläche  und  Volumen  einer  Kugel  Functionen 
fon  dem  Halbmesser  der  Kugel,  welche  bezw.  durch  die  Glei- 
chungen 

4:X^7r 
y  =  4:X^7r,  y  = 


3 


dargestellt  werden. 


1* 


4  §  1.  Begriff  and  EintheOnng  der  Functionexi. 

Bei  diesen  Beispielen  war  der  Halbmesser  als  eine  veränder-i 
liehe  Grösse  betrachtet  worden.    Lässt  man  aber  den  Halbffless€rl 
unveränderlich,  so  kann  man  z.  B.  auch  die  Sehne,  das  Segment 
und  den  Sector  des  Kreises  als  Functionen  des  zogehörigen  Centn- 
winkeis  ansehen. 

Femei*  ist  die  Intensität  des  Lichtes  eine  Function  von  der 
Entfernung  des  leuchtenden  Punktes ;  die  Spannkraft  des  Dampfes 
ist  eine  Function  der  Temperatur  desselben ;  die  Geschwindigkeit 
eines  fallenden  Körpei-s  ist  eine  Function  der  Fallzeit;  die 
Schwingungsdauer  bei  einem  Pendel  ist  eine  Function  seiner! 
Länge,  u.  s.  w. 

Wie  oben  schon  erwähnt  wurde,  kann  man  die  Abhängigkeit 
einer  Function  von  der  unabhängigen  Veränderlichen  häufig  durch 
eine  Gleichung  ausdrücken.  Demnach  sind  z.  B.  folgende  Aa^- 
drücke  Functionen  von  x: 

y  =  a:2  +  3a:  —  2,      y  =  4x^ —  7x^  +  2x —  l  1, 

_2a:  — 1  _  1        Sx  +  4: 

^  "  x  +  3'  ^^  X       x^+x' 


j X  -\-  Va^  —  X 

y  =  V7,  y= '- 


X  —  "j/a^  '■ —  x^ 


y  =  smx,  y  =:  cosx, 

y  =  tga:,  y  =  ctgx,  » 

y  =  log^:,  y  =  log  (sin  a;), 

y  =  a^  y  =  b^  +  *-', 

y  =  a*  +  i  COS  X  —  ex*", 

Ist  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y  durch  eine  nach  v 
aufgelöste  Gleichung  gegeben,  wie  das  in  den  soeben  erwähnteu 
Beispielen  geschehen  ist,  so  nennt  man  y  eine  entwickelte  (oder 
explicite)  Function  von  x. 

Ist  dagegen  die  Gleichung  z^vischen  x  und  y  nicht  nach  y 
aufgelöst,  so  nennt  man  y  eine  unentwickelte  (oder  impltcit^i 
Function  von  x.    Durch  jede  der  Gleichungen 

xf  —  3cV  +  {2x^  —  b)y  —  x^  =  0, 
y2  —  ^xy  +  ^x^  —  7x  +  S  =^  0, 
yz  —  (»Qg^  -f  a:**  +  7  =  0 

ist  z.  B.  y  als  unentunckelte  Function  von  x  gegeben. 
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^  In  vielen  Fällen  ist  es  möglich,  y  als  eine  entwickelte 
Fimction  von  x  darzustellen,  obgleich  y  zunächst  als  eine  un- 
entwickelte  Function  von  x  gegeben  ist.    Aus 

^8  —  4:ry  +  4ä*  —  7a:  +  3  =  0 
folgt  z.  B. 

and  ans 
folgt 


y  =  2t  ±  yix  —  S] 


y*  —  COSa:  +  a:"  4-  7  =  0 


y  =  -j/c0S;r  —  a:*  —  7. 

Will  man  andeuten,  dass  y  eine  enttcicielte  Function  von  x 
ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 

y=/(a),    oder   y  =  F{x),    oder   y  =  y(r),   oder   y  =  0{x). 

Hat  man  es  mit  mehreren  Functionen  zu  thun,  die  man 
Ton  einander  unterscheiden  will,  so  geschieht  dies  durch  Indices, 
indem  man  schreibt 

/i(^)>  M^%  AiF\  — 

Will  man  andeuten,  dass  y  eine  unentwickelte  Function  von 
T  ist,  so  schreibt  man  gewöhnlich 

/(^>y)  =  0,   oder   jF(r,  y)  =  0,   oder   (pix,y)=:0. 

Man  denkt  sich  dabei  die  Gleichung  zwischen  x  udd  y  so 
umgeformt,  dass  auf  der  rechten  Seite  nur  0  stehen  bleibt. 

Aus  den  angeftihrten  Beispielen  erkennt  man  auch,  wie 
schon  obai  gelegentlich  bemerkt  wurde,  dass  jedem  Werthe  der 
anabhängigen  Veränderlichen  x  nicht  immer  nur  ein  Werth  der 
B'nnction  y  entspricht,  sondern  dass  häufig  jedem  Werthe  von 
z  mehrere  Werthe  von  y  zugeordnet  sind.  Demnach  muss  man 
eindeutige  und  mehrdeutige  Functionen  unterscheiden. 

In  einer  Gleichung  zwischen  x  und  y  wurde  bisher  x  als 
diejenige  Veränderliche  angesehen,  deren  Wei*th  man  beliebig 
annehmen  durfte.  Mit  demselben  Rechte  kann  man  aber  auch 
y  als  die  unabhängige  und  x  als  die  abhängige  Veränderliche 
betrachten.   (Vergl.  das  Beispiel  auf  S.  3.)   Das  giebt  den  Satz : 

Wefm  y  durch  eine  Gleichung  als  eine  entvnckelte  oder  un- 
^vcickelte  FUnctio7i  von  x  gegeben  istj  so  ist  auch  umgekehrt  x  eine 


6  §  1.   Begriff  und  Eintheilung  der  Fimctioiien. 

Ihnctian  von  y,  oder  mit  anderen  Worten:  Die  durch  eiu4 
Gleichung  gegebene  Abhängigkeit  zwischen  zwei  veränderlichen 
Grössen  x  und  y  ist  eine  gegenseitige. 

Daraus  ergiebt  sich  auch  die  Erklärung  solchei*  Functionen, 
welche  aus  bereits  bekannten  Functionen  ^^durch  Umkehrung" 
hervorgehen,  indem  man  das  Argument  zur  Function  und  die 
Function  zum  Argumente  macht. 

Es  sei  z.  B. 

(2.)  y  =  4', 

dann  kann  auch  x  als  eine  Function  von  y  betrachtet  werden, 
und  zwar  wird  diese  Function  der  „Logarithmus*'  von  y  mit 
der  Basis  b  genannt    Dies  giebt  die  Gleichung 

(2a.)  a:  =  logy; 

das  stimmt  übei*ein  mit  der  gewöhnlichen  Erklärung:  Der 
Logarithmus  einer  Zahl  y  ist  der  Exponent,  zu  dem  die  Sa^is 
b  erhoben  werden  musSy  damit  man  y  erhält. 

Die  Gleichungen  (2.)  und  (2a.)  sagen  also  dem  Sinne  nach 
genau  dasselbe  aus. 

Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Gleichung 

(3.)  y  =  sina:. 

Es  sei  aber  hier  zunächst  dai^auf  hingewiesen,  dass  man  in 
der  Analysis  bei  den  trigonometrischen  Functionen 

siujc,    cosar,    tg:r,    ctgjc 

unter  x  nicht  reinen  Winkel  in  Graden,  Minuten  und  Secunden, 
sondern  das  Verhältniss  des  dem  Centriwinkel  entsprechenden 
Kreisbogens  zum  Halbmesser  des  Kreises  versteht  Macht  man 
den  Halbmesser  der  Einheit  gleich,  so  ist  :r  geradezu  die  Länge 
des  Kreisbogens.  Einem  Winkel  von  860®  entspricht  also  der 
Bogen  27r,  nämlich  der  Umfang  des  ganzen  Kreises  mit  dem 
Halbmesser  1,  einem  Winkel  von  1^  entspricht  daher  der  Bogen 

und  einem  Winkel  von  a^  entspricht  der  Bogen 

an 


180 


=  u  .  0,017  453  29. 


§  1.    Begriff  nnd  Emtheilmig  der  FancUoneD. 


In  Figm*  2  sei  deshalb 
MA=MB=^  1, 
dann  entspricht  dem  Gentriwinkel 
aMB  oder  u  der  Bogen 


Fig.  2. 


AB=^x  = 


an 

180" 


a:=:arct«y, 
z  =  arc  ctg  y 


Dies  Yoraosgeschickt,  ist  der  Sinn  der 

Gleichung  (3.)  der,  dass  x  der  Bogen 

(arcns)  ist,   dessen  Sinus  {CB)  gleich  y  wird.     Dasselbe   soll 

auch  die  Gleichung 

(3a.)  :r  =  arcsiny 

(sprich:  x  gleich  Arcns  Sinus  y)  aussagen,  nämlich  x  ist  gleich 
dem  Arcus,  dessen  Sinus  gleich  y  ist. 

In  ähnlicher  Weise  sind  die  Gleichungen 
(4.)  y  =  cos  rc  und    (4  a.)         x  =  arc  cos  y, 

(5.)  y  =  tga;  und    (5a.) 

(6.)  y  =  ctga:  und     (6a.) 

gleichbedeutend. 

Diese  Functionen 

arc  sin  :r,    arc  cos  :r,    arctg:r,    arc  ctg  ^, 

welche  durch  Umkehrung  aus  den  trigonometrischen  Functionen 
abgeMtet  werden,  heissen  „cyklomeirische  Functionen". 

Man  kann  es  leicht  so  einrichten,  dass  dieselben  eindeutige 
Functionen  werden,  indem  man  alle  Werthe  ausserhalb  gewisser 
Grenzen  ausschliesst.  Die  entioickeüen  Functionen  theilt  man 
wieder  ein  in  algebraische  und  transcendente  Functionen,  nnd  zwar 
heisst  y  eine  algebraische  Function  von  x^  wenn  y  einem  Ausdincke 
gleich  ist,  welcher  aus  x  und  aus  constanten  Grössen  nui*  durch  die 
gewöhnlichen  algebraischen  Operationen,  nämlich  nur  durch 
Addition^  Subtractionj  MuÜiplication,  Division  und  Wurzel- 
ausziehung  gebildet  ist. 

Ist  dieses  nicht  der  Fall,  so  heisst  y  eine  transcendente  Func- 
tion von  x.    Durch  jede  der  Gleichungen 
(7.)  y  =  2^3  +  3  V?  —x^-^x, 

'dx^+lx—\l 
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^  ^  ^     r      ^  +  1        fYi  +  2 

wird  daher  y  als  eine  algebraische  Function  von  x  erklärt; 
durch  jede  der  Gleichungen 

(10.)       y  =  sinar,       y  =  cosr,       y  =  tgr,       y  =  ctgr, 

(11.)      y  =  a'',         y  =  loga:, 

(12.)       y  =  Ssdna:  +  4C0S;r, 

(13.)       y  =  <!'  +  2f^  +  a;«  —  c 

dagegen  wird  y  als  eine  transcendente  Function  von  x  erkläit. 

Die  algebraischen  Functionen  werden  wieder  eingetheilt  in 
rationale  und  irrationale,  und  die  rationalen  Functionen  werden 
weiter  eingetheilt  in  ganze  rationale  und  in  gebrochene  rationale 
Functionen. 

1)  Die  ganzen  rationalen  Functionen  werden  atu  der  unab- 
hängigen Veränderlichen  x  und  aus  consfanten  Grössen  nur  durch 
die  Operationen  des  Addirens,  des  Subtrahircns  und  des  Multi- 
plicirens  gebildet. 

(Die  Division  und  die  Wurzelausziehung  sind  also  hierbei 
ausgeschlossen.) 

Es  ist  z.  B. 

y  =  3ar*  —  |a;«  +  ^x^  —  Hx  +  ^ 

eine  ganze  rationale  Function  vpn  x,  denn  sie  ist  aus  x  und  den 
Constanten  Grössen  3,  i,  4,  11,  f  nur  durch  Addition,  Subtrac- 
tion  und  Multiplicatiou  zusammengesetzt. 

Bemerkung'« 

Da  hierbei  die  Bräche  ^,  |-,  f  vorkommen,  so  könnte  man  glaa- 
h'^n,  die  Bildung  dieser  Function  widerspräche  der  soeben  angegebenen 
Regel,  weil  diese  Bi-üche  durch  Division  entstanden  sind. 

Dieser  £inwand  ist  aber  deshalb  unbegründet,  weil  die  Resultate 
dieser  Division  selbst  wieder  constante  Grössen  sind,  die  man  bei  der 
Bildung  einer  ganzen  rationalen  Function  beliebig  verwenden  darf. 

Femer  ist  zu  beachten,  dass  die  Potenzen  von  a?,  also 

^2   a=s  xXf  x3   =  XXX,  X*  «s  XJXX,     . . 

durch  Multiplicatiou  entstanden  sind,  so  lange  der  Exponent  eine  positive 
(janzt  Zahl  ist. 
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Die  Function 

heisst  eine  ffofum  rationale  Function  erbten  Grades^  weil  x  (ohne 

dass  Klammern  auftreten)  nur  in  der  ersten  Potenz  vorkommt. 

Ebenso  heisst 

y  s=  aa?  +  Oix  +  at 

eine  ganze  rationale  Function  zweiten  Grades, 

y  :=  aa:*  +  ayO^  +  a^z  +  a^ 

eine  ganze  rationale  Function  dritten  Grades^ 

y  =  ax^  +  axx^-  *  +  OiJif^'  *  +  ...  +  a^^^x  +  On 

eine  ganze  rationale  Function  n^  Grades,  weil  (ohne  dass  Klam- 
mem auft.reten)  die  höchste  Potenz  von  x,  welche  vorkommt, 
z''  ist. 

Die  Gleichung 

y  =  ax*  +  aiO^"^  +  ^jar***  *  +  ...  +  On-ix  +  <7„ 

giebt  auch  diejenige  Form  an ,  auf  welche  jede  ganze  rationale 
Function  gebracht  werden  kann,  wenn  man  sämmtliche  EJam- 
mem  anflöst.    Ist  z.  B. 

y  =  {2z^—Sx+n){Sx—b)+x[{2x+S){x+2)+{x—l)(x+l)  —  7], 

so  findet  man,  indem  man  alle  Klammem  auflöst  und  die 
Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigt, 

y  =  6^3  —  19ar*  +  ASz  —  b5  +  x  [(2^*+  7jr  +  6)  +  {x*  —  1)  —  7] 
=  9a?  —  I2z^  +  46a:  —  55. 

Dieses  Verfahren  fuhrt  immer  zum  Ziele,  wie  auch  die 
Function  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet 
sein  mag,  wenn  nur  die  Anzahl  der  angewendeten  Opei^ationen 
eine  endliche  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  kann  man  näm- 
lich zunächst  die  innersten  Klammem  auflösen,  d.  h.  diejenigen 
Klammerausdrücke,  in  denen  keine  weiteren  Klammem  stehen, 
und  in  den  gefundenen  Resultaten  die  Glieder  vereinigen,  welche 
mit  gleichen  Potenzen  von  x  multiplicirt  sind.  Indem  man  dieses 
Veifahren  fortsetzt,  kann  man  nach  und  nach  alle  Klammern 
auflösen,  die  Glieder  mit  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigen  und 
nach  fallenden  Potenzen  von  x  ordnen. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  ganze  rationale  Function  von  x 
ist,  schreibt  man 

y  =  y(a-),    oder    y  =  G(x). 
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2)  Di^  gebrochenen  rationalen  Fkmctioneti  werden  aus  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen  ge- 
bildet durch  Addition^  Subtraction^  MuUiplication  und  Division. 
(Die  Wurzelausziebuiig  ist  also  hierbei  ausgeschlossen.) 

So  sind  z.  B. 

ax^  —  b 


y  = 


y  ^  O-r !4  * 


cx  -\-  d 

Ix 
X       2x  —  6 


20^  —  l       2ar  +  9 
y "       1  3.r2 


2x       2x+  b 

gebrochene  rationale  Functionen  von  r.  Hier  tritt  also  zu  dei] 
Operationen,  welche  bei  der  Bildung  von  ganzen  rationalen 
Functionen  zulässig  waren,  noch  die  Division  hinzu.  Wie  oft 
aber  auch  die  Division  bei  dei*  Bildung  einer  gebrochenen  ratio- 
nalen Function  verwendet  sein  mag,  es  lä£St  sich  die  Function 
immer  so  umformen,  dass  bei  ihrer  Bildung  nur  eine  einzige 
Division  vorkommt.    Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Jede  gebrochene  rationale  Function  lässt  sich  darstellen  aU 
Quotient  ton  zwei  ganzen  rationalen  Functionen^  d.  h.  es  läsSt 
sich  jede  gebrochene  rationale  Function  auf  die  Form 

_  g.?**  +  axx*'-^  +  . . .  +  un^ix  +  an 
y  "  bx^  +  iia:--*  +  . . .  +  Am-i;r  +  *«. 

bringen. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  daraus,  dass  man  Brüche 
addirt  oder  subtrahirt,  indem  man  sie  auf  gleichen  Nenner  bringt 
und  die  Z&hler  addirt  oder  subtrahirt,  dass  man  femer  Brüche 
mit  einander  multiplicirt,  indem  man  Zähler  mit  Zähler  und 
Nenner  mit  Nenner  multiplicirt,  und  dass  man  endlich  Bi-üche 
durch  einaadei'  dividirt,  indem  man  den  Divisor  umkehrt  und 
dann  multipliciit.  Alle  diese  Operationen  liefern,  wenn  sie  auf 
Quotienten  von  ganzen  rationalen  Functionen  angewendet  werden, 
als  Endresultat  immer  wieder  den  Quotienten  von  zwei  ganzen 
rationalen  Functionen. 
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Fährt  man  also  bei  der  Bildung  einer  gebrochenen  rationa- 
len Function  alle  Additionen,  Subtractionen,  Multiplicationen  und 
Divisionen  in  der  gehörigen  Reihenfolge  wirklich  aus,  indem  man 
immer  nur  mit  Brüchen  operirt,  welche  schon  die  vorgeschriebene 
Form  haben,  so  kann  man  schliesslich  die  Function  selbst  auf 
diese  vorgeschriebene  Form  bringen.  Vorausgesetzt  ist  dabei, 
dass  die  Anzahl  der  Operationen  nicht  unendlich  gross  ist. 

Es  ist  z.  B. 

2g  — 3      3a;  — 2 

z—1   ■■■  x+l     ,  ^ 

y  = h  7  z 


X — 2 

hx^  —  63:  —  1 
x^—\ 

— ' — yix 


x—2 
bx^  —  6x—l   x  —  2 


X^ 1  X 

5ar«— 16a;«+  IIa:  +  2 


+  7x 


X^ X 


+  Ix 


7a;*  +  5ar»  —  23a:2  +  n^;  +  2 

^— »  • 

a?  —  X 

Bekanntlich  ist 

deshalb  sind  Potenzen  von  x  mit  negativen^  ganzzahligen  Expo- 
nenten auch  gebrochene  rationale  Functionen  von  x. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  (ganze  oder  gebrochene)  rationale 
Function  von  x  ist,  schreibt  man  gewöhnlich 

y  =  R{x). 

3)  Die  irrationaleny  erUwickelien  Ikinctionen  werden  atcs  der 
unabhängigen  Veränderlichen  x  und  aus  conatanten  Grössen  ge- 
bildet  durch  Addition^  Subtraction,  MultipUcation^  Division  und 
Wurzislausziehung, 

Hier  tritt  also  noch  die  Wurzelausziehung  hinzu. 


12  §  2.    Geometrische  Darstellung  der  Functionen. 

Durch  die  Gldchnngen 

y  =  -^22.2  —  7  =  (22:«  —  7)^, 
y  =  -^Sa;  —  y^x^  +  5, 


_  V7—  3       -^23:«  —  3a:  +  5 

wei*den  also  irrationale  Functionen  erkläi-t.  Man  erkennt  aus 
diesen  Beispielen,  dass  Potenzen  von  x  mit  gebrochenen  (po^- 
tiven  oder  negativen)  Exponenten  irrationale  Functionen  von  x 
sind,  denn  es  ist 


+^ 


.-       -1      1 


X     *  =  — ■=.' 


X  ^=^x,       ^ 

^x 

Bemerkung« 

Bei  dieser  £intheilung  der  Functionen  handelte  es  sich  nur  um  «n^ 
wickelte  Functionen;  nimmt  man  aber  die  unentwickelten  Functionen  hinzu, 
so  erweitert  sich  der  Begriff  der  algebraischen  Functionen ,  und  zwar 
heisst  dann  y  eine  algebraische  Function  von  x^  wenn  y  die  Wurzel 
einer  Gleichung  von  der  Form 

Oq{x)  .  y«  +  Ö,(a?) .  y'»-»+  . . .  +Gf«-i(a?) .  y  +  On{x)  «  0 

ist,  wobei  Go{x),  G\(x),  .,.Gn-i(x\  Gh{x)  sämmtUch  gante  rationale 
Functionen  von  of  sind.  Vorläufig  können  aber  solche  algebr^dscbe 
Functionen  übergangen  werden. 


§  2. 

Geometrische  Darstellung  der  Functionen. 

Von  dem  Verlaufe  einer  Function  kann  man  sich  auf  zwei- 
fache Weise  eine  Vorstellung  machen,  erstens  durch  eine  Tabelle 
und  zweitens  durch  eine  Figur. 

Solche  Tabellen  sind  z.  ß.  fiir  die  Functionen  -»  Vx,   Vx, 

x  ^    ' 

logT,  log  (sin  a:),  log  (cos  ir), . . .  hergestellt  und  zwar  in  der  Weise, 
dass  in  der  einen  Colonne  die  verschiedenen,  nach  regelmässigen 
Intervallen  eingetheilten  Werthe  von  x  und  in  der  anderen  Colonne 
die  zugehörigen  Werthe  von  y  stehen,  z.  B. 


§  2.   Geometrische  Darstellung  der  FoncüoDen. 
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.r 


y  =  loga: 


1 
2 
8 
4 


0 

0,8010300 
0,4771213 
0,6020600 


Das  andere  Mittel  bietet  die  analytische  Geometrie.  Sind 
nämlich  in  einer  Ebene  zwei  sich  schneidende  gerade  Ldnien  OX 
und  OY  gegeben  (Fig.  8),  nnd  legt  man  durch  einen  beliebigen 
Punkt  P  die  Gerade  BP  parallel  zu  OX  nnd  die  Gerade  QP 
parallel  zu  O  F,  so  erhält  man  ein  Pa- 
rallelogramm OQPB^  in  welchem 

0Ä=  QP=:y 
die  Coordinaten  des  Punktes  P  heissen, 
nnd  zwar  nennt  man  x  die  Abscüse  und 
1/  die  Ordinate  des  Punktes  P.  Die 
gegebenen  Geraden  OX  und  0  Y  heissen 
die  Coordinaten-Azeny  und  zwar  heisst 
OX  die  Abscissen-Axe  oder  X-Axe,  OY  heisst  die  Ordinaien- 
Aze  oder  F-^z^,  und  ihre  Zusammenstellung  heisst  ein  Paraüel- 
Coardinatensysiem.  Dabei  nennt  man  O  den  Nullpunkt  oder 
den  Anfangspunkt  des  Coordinatensystems. 

Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  also  seine  Coordinaten 
X  und  y  bestimmt;  umgekehrt  ist  aber  auch  die  Lage  des  Punk- 
tes P  bestimmt,  wenn  seine  Coordinaten  x  nnd  y  gegeben  sind. 
Schneidet  man  nämlich  OQ  =  x  von  O  aus  auf  der  X-Axe  und 
OR  =  y  von  O  aus  auf  der  F-Axe  ab,  so  schneiden  sich  die 
Geraden,  welche  man  bezw.  durch  R  parallel  zur  X-Axe  und 
durch  Q  parallel  zur  F-Axe  legt,  im  Punkte  P. 

Allerdings  ist  diese  Construction  nur  dann  eindeutig,  wenn 
man  die  eine  Seite  der  X-Axe,  z.  B.  die  rechts  von  0  verlaufende, 
als  die  positice  und  deshalb  die  andere  Seite  als  die  negative  fest- 
setzt, so  dass  OQ  =  x  auf  der  positiven  oder  negativen  Seite 
abzutragen  ist,  jenachdem  x  einen  positiven  oder  negativen  Werth 
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hat.  Ebenso  moss  man  aaf  der  F-Axe  die  eine  Seite,  z.  B.  die 
über  der  X-Axe,  als  die  positive  und  deshalb  die  andere  als  die 
negative  festsetzen. 

Für  viele  Untersuchungen  ist  es  am  bequemsten,  ein  ^^recht- 
tcinkliffee^^  Coordinatensystem  zu  Grunde  zu  legen,  bei  welchem 
die  Coordinaten-Axen  sich  rechtwinklig  schneiden.  Das  Paral- 
lelogramm OQPR  wird  dann  ein  Rechteck. 

Betrachtet  man  nun  z  und  y  als  die  rechtwinkligen  Goor- 
dinaten  eines  Punktes,  so  entspricht  jedem  Werthepaare  der  eben 
beschriebenen  Tabelle  ein  Punkt.  Da  man  den  Unterschied 
zwischen  je  zwei  aufeinander  folgenden  Werthen  von  z^  wie  eine 
nähere  Untersuchung  zeigt,  beliebig  klein  machen  kann,  so  wird 
die  Anzahl  dieser  Punkte  beliebig  gross;  auch  werden  im  All- 
gemeinen die  auf  einander  folgenden  Punkte  einander  beliebig 
nahe  liegen  und  dadurch  eine  stetig  verlaufende  Curve  bestimmen, 
welche  der  Gleichung 

entspricht.     Ist  z.  B. 

(1.)  y^z^  +  Zz  —  2, 

so  ergiebt  sich  die  Tabelle 


Fig.  4. 


z 


—  5 

—  4 

—  3 

—  2 

—  1 
0 

+  1 
+  2 


y 


+  8 

+  2 

—  2 

—  4 

—  4 

—  2 
+  2 
+  H 


und  daraus  die  in  Fig.  4  dargestellte  Curve. 
Ein  zweites  Beispiel  liefert  die  Gleichimg 


(2.) 
oder 


X' 


+  y2  _  25  =  0, 


§  3.    Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 
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5. 


(2a.)  y=  ±y25  — a^. 

Die  Cnrve,  welche  dieser  Glei- 
chung entspricht,  ist  der  in  Fig.  5 
dargestellte  Kreis. 

Liegt  die  einer  Gleichung  zwi- 
schen X  und  y  entsprechende  Curve  ge- 
zeichnet vor,  so  kann  man  zu  jedem 
Werthe  von  x  einen  zugehörigen 
Werth  von  y  finden,  indem  man  im 
AbStande  x  eine  Parallele  zur  Y-Axe 
zieht,  welche  die  Curve  in  einem  oder 

in  mehreren  Punkten  P  schneidet.  Der  Abstand  eines  solchen 
Punktes  P  von  der  X-Axe  ist  dann  ein  zugehöliger  Werth 
von  y. 

Möglicher  Weise  wird  diese  Parallele  die  Curve  in  gar 
keinem  Punkte  schneiden.  Dies  tritt  in  dem  zweiten  Beispiele 
ein,  wenn  s^  >  25  ist ;  dann  wird  nämlich  y  imaginär. 


§3. 

Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 

Besteht  eine  Gleichung  zwischen  drei  Veränderlichen  a-,  y, 

2,  ist  z.  B. 

2-=  Zx^—l:ty  +  lly^ 

so  heisst  z  eine  Function  der  beiden  Veränderlichen  x  und  y, 
weil  jedem  Werthepaare  x,  y  ein  Werth  (oder  mehrere  Werthe) 
von  z  nach  einem  bestimmten  Gesetze  zugeordnet  sind. 

So  ist  z.  B.   der  Flächeninhalt  {^  \  eines  Dreiecks  eine 

Function  der  Grundlinie  ^und  der  Höhe  A;  das  Volumen  f -—— j 

eines  Kreiskegels  ist  eine  Function  vom  Halbmesser  r  des 
Gmndkreises  und  von  der  Höhe  Ä. 

Ebenso  giebt  es  Functionen  von  drei  und  mehr  Veränder- 
lichen.   Das  Volumen  eines  Kegelstumpfes 

-^  {r^  +  rir2  +  r^) 
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ist  eine  Function  der  Höhe  h  und  der  Halbmesser  u  und  i«  der 
beiden  begrenzenden  Kreise. 

Die  Sch^¥ingungszahl  einer  gespannten  Saite  ist  eine  Func- 
tion ihrer  Länge,  ihrer  Dicke  und  der  spannenden  Gewichte. 

Der  Zins,  welchen  ein  aui^eliehenes  Capital  bringt,  ist 
eine  Function  des  Capitals,  der  Zeit  und  des  Zinsftisses. 

Um  anzudeuten,  dass  y  eine  Function  von  n  Veränderlichen 
^1)  ^2)  •  •  •  ^n  ist,  schreibt  man 

oder 

y  =  jF(xi,   X2,    ...  Zn\ 

oder 

y  =  ^  (^1,  ^2,  . . .  .^ii). 

Die  Functionen  von  mehreren  Veränderlichen  kann  man  m 
derselben  Weise  eintheilen  wie  die  Functionen  von  einer  Ver- 
änderlichen ;  es  giebt  abo  auch  hier  eindeutige  und  mehrdetaige, 
entwickelte  und  unentwickelte  Functionen. 

Die  enttoickelten  Functionen  werden  eingetheilt  in  alge- 
hraiache  und  transcendente.  Dabei  unterscheidet  man  unter  den 
algebraischen  Functionen  je  nach  ihrer  Bildung  aus  den  unab- 
hängigen Veränderlichen  und  constanten  Grössen  gerade  so  wie 
bei  den  Functionen  mit  einer  Veränderlichen 

1)  ganze  rationale  Functionen, 

2)  gebrochene  rationale  Functionen, 

3)  irrationale  Functionen. 

Alle  übrigen  •Functionen  heissen  transcendent. 

§4. 

Begriff  der  Grenze. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  1/*) 
Wenn  eine   ceränderltche    Grösse   X   (oder  eine  Reihe   von 
Grössen  Xi,  X2,  X3,  . . .)  sich  einer  constanten  Grösse  A  immer 
mehr  nähert^  so  dass  schliesslich  dsr  Unterschied  zwischen  X  und 


*)  Die  wichtigsten  Formeln  sind  im  Anhange  zu  einer  Tabelle  zu- 
sammengestellt. 
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A  {bezw.  ztcischen  Xn  und  A  für  hinreichend  grosses  n)  beliebig 
klein  tcird,  so  heisst  A  die  Grenze  (limes)  von  X,  bezw.  von  A'«. 

Dabei  kann  es  vorkommen,  dass  X  immer  kleiner  bleibt 
als  die  Grenze  A,  oder  dass  X  immer  grösser  bleibt  als  die 
Grenze  A ;  es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  diese  veränder- 
liche Grösse  X  bald  grösser  ist,  bald  kleiner  als  die  Grenze  A^ 
der  sie  sich  nähert.  Dabei  ist  es  möglich,  dass  für  gewisse 
Werthe  von  n  der  Unterschied  zwischen  Xn  und  A  kleiner  ist 
als  der  unterschied  zwischen  Xn+i  und  A^  wenn  nur  für  hin- 
reichend grosse  Werthe  von  n  dieser  Unterschied  beliebig  klein 
gemacht  werden  kann. 

Um  auszudrücken,  dass  A  die  Grenze  von  X  ist,  schreibt 
man 

A  =  lim  X. 

Beispiele. 

1)  Der  Umfang  eines  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Umfange 
des  dem  Kreise  einbeschriebenen  regelmässigen  n-Ecks,  wenn 
die  Anzahl  der  Seiten  immer  grösser  wird,  denn  der  Unter- 
schied zwischen  beiden  wird  beliebig  klein,  wenn  man  n  hin- 
reichend gross  macht. 

Ebenso  kann  der  Umfang  des  Kreises  als  Grenze  des  dem 
Kreise  umschriebenen  regelmässigen  »-Ecks  angesehen  werden. 

2)  Auch  die  Fläche  des  Kreises  ist  die  Grenze  vom  Flächen- 
inhalt des  dem  Kreise  einbeschriebenen  und  ebenso  des  um- 
schriebenen »-Ecks,  wenn  n  immer  grösser  wird. 

3)  Es  ist  " 

0,7777. ..  =  lim(^+-J-  +  ^+...+  l;)=^. 

Hierbei  bedeutet  das  Zeichen  lim  (sprich :  limes  für  n  gleich 


nsxoo 


(77  7 

10  "^  Tqq+    Tqqq    +   ••• 

-1 j-j  gesucht  wird,  wenn  n  über  jedes  Mass  hinaus  wächst. 


Kiepert,  Difierendal-Rechnung. 
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7 
Dieser  gesuchte  Grenzwerth  ist  in  der  That  -,  denn  es  wii-d 

9   10  "^  90' 


"^lOOA  90   100  "900' 


9   \10 
9   VIO  "*"  100  "^  1000/  ~  900   1000  ""  9000' 

9       \10  "^  100  "^  1000  "^  '  •  •  "^  10  V      9  .  10** 

7 
Der  Unterschied  zwischen  -  und  0,7777  . . .  wird  also  belü&tp 

klein  j  wenn  man  eine  hinreichend  grosse  Anzahl  von  Decimal- 
stellen  berücksichtigt. 

Aehnliches  gilt  ganz  allgemein,  wenn  man  einen  gewöhn- 
lichen Bruch,  dessen  Nenner  von  2  und  5  verschiedene  Factoreu 
enthält,  in  einen  periodischen  Decimalbruch  verwandelt. 

4)  Es  ist 

In  der  Tliat,  es  wii'd 

V    ^2  ^4  ^8  ^"    ^2"/      2» 
Der  Unterachied  zwischen  1  +  n+T  +  s'+'-'  +  Tr  i"i*i 

i         4         ö  2 

2  wird  also  beliebig  klein,  wenn  man  n  hinreichend  gross  ma^ht. 
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5)  Die  Gleichung 

|/3  =  1,732  05 

ist  nicht  genau,  denn  es  wird 

1,732  052  =  2,9999972025, 

ein  Ausdruck,  der  von  3  um  eine  kleine  Grösse  verschieden  ist; 
ninunt  man  aber  mehr  Decimalstellen,  so  kann  man  den  Unterschied 
zwischen  dem  Quadrat  des  Decimalbruches  und  3  immer  kleiner 
machen.  Es  ist  also  Vs  die  Grenze,  welcher  sich  der  Decimal- 
bruch  nähert,  d.  h.  der  Unterschied  zwischen  dem  Decimalbruch 
und  Ys  wird  beliebig  klein,  wenn  man  die  Anzahl  der  Stellen 

hinreichend  gross  macht. 


6J 


Um 

»=0 


smz 


=  1. 


Hierbei  bedeutet  das  Zei- 
chen lim  (sprich:   limes  für  z 

2  =  0 

gleich  0),  da^  der  Werth  von 

sin  " 

— -  bestimmt  werden  soll,  wenn 

sich  der  Werth  des  Bogens  z 
der  Null  beliebig  nähert. 


Fig.  6. 


2>Z 


Zum  Beweise  beachte  man,  dass  für  alle  Bögen  «,  welche 
kleiner  als  -  (d.  h.  kleiner  als  90")  sind,  in  Figur  6 

ü.)  A  OCÄ^Sector^OÄ^  a052> 

wild.  Das  Gleichheitszeichen  kommt  hierbei  nur  in  Betracht, 
wenn  der  Bogen  AB  gleich  Null  wird.  Macht  man  den  Halb- 
messer des  Kreises  um  0  gleich  1,  so  ist 

2  AOCjB  ^CB.C0  =  sinz cos;?, 

2 Sector^OB  =^  ÄB.ÄO^z, 

%mz 


2  AOBn=  OB.Bn  =  tgz=: 


cos  2 


folglich  gehen  die  Ungleichungen  (1.)  über  in 


IIa.) 


smzcos^S^S 


sm^ 


—    ^^  cosz 


5* 
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Indem  man  durch  sin  2  dividiit,  erhält  man 

(2.)  cos«  ^  -: —  S » 

^   ^  — smz  —  cos« 

oder 

/«  X  1    -^  sin«  ^ 

(3.)  ^ ^cos«; 

^   '  cos« —    z    — 

d.  h.  üefft  immer  zwischen  cos«  und Da    nun    abd 

z        ^  cos«  ^ 

(4.)  lim  cosr  =  1    und    lim   =  1 

»=o  «=0  cos« 

wird,  so  muss  auch 

/c  \  !•     sin«      , 

(5.)  hm  — -  =  1 

sein. 

Der  Sinn  dieses  Resultates  lässt  sich  folgendermassen  aus- 
sprechen : 

Der  Unterschied  zwischen  dem  Sinus  eines  ßogens  z  und 
dem  Bogen  selbst  wird  im  VerhSltniss  zu  diesem  Bogen  z  beliebig 
klein,  wenn  man  den  Bogen  hinreichend  Hein  macht.     So  ist 

arcus  4»  =  0,069813 17,  sin  4«  =  0,06975647, 

arcus  2^  =  0,034  906  58,  sm  2«  =  0,034 899 42, 

arcus  1«  =  0,01745329,  sin  1^  =  0,01745241, 

arcus  30'  =  0,008  726  64,  sin  30'  =  0,008  726  54, 

arcus  15'  =  0,00436332,  sin  15'  =  0,004363  31, 

arcus  7  i'  =  0,002 181 66,  sin  7^'  =  0,002 181 66, 


also 


arcus4«-sin4«         5670     ^o,00081217. 


arcus  40  6981317 

arcus  2^  —  sin  2^  _      716 

arcus  2«  ""  34 90658 


=  0,00020512, 


arcus  1^  —  smlö  88  ^^^^^.^,. 

7ö =  ^.Trrp^THT;  =  0,00005042, 

arcus  1'^  1745329         '  ' 

arcus  30'  —  sin  30'  10 

^7^: =  -^i^-^Firr  =  0,00001140, 

arcus  30'  872664         '  ' 
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§5. 

Das  unendlich  Kleine  und  das  unendlicli  Grosse. 

(Vergl.  die  Formel-Tahelle  Nr.  2—4.) 
Nähert  sich  eine  veränderliche  Grösse  der  Grenze  0,  so  sagt 
an^  sie  vjerde  ufiendlich  klein. 

Nach  den  Auseinandersetzimgen  des  vorhergehenden  Para- 
raphen  konnte  man  die  Erklärung  des  unendlich  Kiemen  daher 
ich  so  fetssen: 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  immer  kleinere  und  kleinere 
Verthe  annimmt^  so  dass  sie  kleiner  werden  kann  als  jede  ge- 
Aene  Grösse^  so  sagt  man^  sie  werde  unendlich  klein^  oder  noch 
iSser,  sie  werde  verschwindend  klein. 

Wenn  man  also  von  „verschunndend  kleinen^^  oder  von  jjun- 
\dlich  kleinen  Grössen^'^  spricht,  so  muss  man  sich  stets  dessen 
^wnsst  bleiben,  dass  man  zunächst  mit  kleinen  veränderlichen 
rossen  rechnet,  die  sich  dann  der  Grenze  0  beliebig  nähern  sollen. 

Es  ist  sehr  bequem,  diese  vereinfachte  Bezeichnung  zu  be- 
itzen,  damit  man  es  nicht  nöthig  hat,  in  jedem  emzelnen  Falle 
ie  Auseinandersetzung  des  hier  angedeuteten  Grenzverfahrens 
1  wiederholen. 

Wenn  eine  veränderliche  Grösse  immer  grössere  und  grössere 
Verthe  annimmt^  so  dass  sie  Jede  gegebene  Grösse  übersteigen 
ann,  so  sagt  man^  sie  werde  tmendlich  gross,  oder  noch  bessar, 
e  sei  eine  unbegrenzt  wachsende  Grösse. 

Das  Zeichen  für  unendlich  gross  ist  oo. 

Wenn  man  also  von  ,yunbegrenzt  wachsenden^^  oder  von 
unendlich  grossen  Grössen^^  spricht,  SO  will  man  wiederum  ein 
rrenzverfahren  andeuten,  welches  darin  besteht,  dass  man  zu- 
achst  mit  endlichen,  veränderlichen  Grössen  rechnet,  die  dann 
ber  grosser  werden  dürfen  als  jede  angebbare  Grösse. 

So  wird  z.  B.  tga  erklärt  als  das  Verhältniss  der  beiden 
^theten  im  rechtwinkligen  Dreieck,  von  denen  die  erste  dem 
pitzen  Winkel  a  gegenüberliegt.  Wächst  der  Winkel  a,  so 
rächst  auch  tga.  Für  a  =  90^  hat  diese  Erklärung  keinen 
Knu  mehr,  weil  es  kein  geradlmiges  Dreieck  giebt,  das  zwei 
echte  Winkel  enthält;  trotzdem  sagt  man 

tg  90<»  =  oo 
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und  will  damit  ausdrücken,  dass  tgu  über  jede  angebbare  Gros^ 
hinaus  wächst,  wenn  sich  «  dem  Werthe  90®  beliebig  nähert. 
Eine   Grösse   heisst   ^yendlich^^    wenn   sie   weder    unendlk 
klein  noch  unendlich  gross  ist. 

Satz  1.  Neben  einer  endlichen  Grösse  darf  eine  zjgrschtcii 
dend  kleine  Grösse  vernachlässigt  werdeti,  oder  mit  ander« 
Worten:  eine  endliche  Grösse  bleibt  unverändert^  wenn  man  ^ 
um  eine  unendlich  kleine  Gröase  vermehrt  oder  vermindert. 

Die  Richtigkeit  folgt  aus  der  Erklärung  der  unendlicj 
kleinen  oder  vei-schwindend  kleinen  Grössen. 

Von  diesem  Satze  kann  man  sofoi*t  einige  Änwendonge 
machen.    Es  sei 

limX  =  ^,        lim  F=l?, 
also  X  =  A  +  a,      r  =  B  +  ß, 

wobei  a  und  ß  beim  Uebergange  zur  Grenze  verschwiudeH 
kleine  Grössen  sind.  Dann  werden  aber  auch  a  +  ß  und  a  —  | 
verschwindend  klein,  folglich  wird 

\im(X±Y)  =  ]m[{A±B)  +  {a±ß)]==A±  B, 
oder 

(1.)  lim(X±  y)  =  limX±lim  F. 

Femer  ist 

X.Y=:{A  +  u)(B+  ß)  =  AB  +  aB  +  ßA  +  ctß. 

Da  A  und  B  endliche  Grössen  sind,  so  werden  beim  UebeJ 
gange  zur  Grenze  aB  und  ßA  verschwindend  klein^  und  da  auci 
aß  verschtoindend  klein  wird,  so  erhält  man 

lim  (X .  F)  =  ^  .  Ä, 
oder 
(2.)  lim(X.  r)  =  limX.lim  r. 

Schliesslich  ist 

Y  ^B  +  ß  ^B       ßA  —  aB 

X'"  A  +  a"  A  "^  A{A  +  a) 

Beim  Uebergang  zur  Grenze  werden  ßA  und  aB  verscAtcifi 
dend  klein,  während  unter  der  Voraussetzung,  dass  -4^o  is^ 
A(A  +  a)  den  endlichen  Werth  A^  erhält,  folglich  wird 
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"™(x)  = 


B 


oder 
(3.) 


lim 


.     /  Y\      lim  Y 


wenn  limX§0  ist. 

Ans  der  Erklärung  der  unbegrenzt  wachsenden  Grössen 
folgt : 

Satz  2.  Ei7ie  unbegrenzt  tcachsende  Grösse  wächst  auch 
dann  noch  unbegrenzt^  wenn  man  sie  um  eine  endliche  Grösse 
t ermehrt  oder  vermindert^  oder  mit  anderen  Worten :  eine  Grösse 
bleibt  unendlich  gross  ^  auch  wenn  man  eine  endliche  Grösse  zu 
ihr  addirt  oder  ton  ihr  subfrahift. 

Manche  scheinbar  elementare  Untersuchungen  setzen  bereits 
den  Begriff  des  Grenzweilhes ,  bezw.  den  Begriff  der  unendlich 
kleinen  Grössen  voi-aus,  wie  die 

Fig  7 

beiden  folgenden  Aufgaben  aus 
der  Geometrie  und  Mechanik 
zeigen  mögen. 

1.   Es  sei 

(4.)  y  =At) 

die  Gleichung  einei-  Curve  PPi 

(Fig.  7),  in  welcher  die  Punkte 

P  und  P\  durch  eine  Secante 

verbunden  sind.     Der  Winkel 

ßj   den  diese  Secante  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe 

bildet,  ist  dann  bestimmt  durch  die  Gleichung 

RP^ 


-X 


(5.) 


igß  =  tgRPP,= 


PR 


Bezeichnet  man  nun  die  Coordinaten  des  Punktes  P  mit  x 
und  y,  die  des  Punktes  P\  mit  xx  und  yx%  so  wird 

OQ  =  :r,     QP  =  y,     OQ,  =  x^,     Q,  P,  =  y», 
also 


*)  In  dem  Folgenden  soUen  die  Coordinaten  einas  Punktes  P  immer 
mit  äp,  y,  die  eines  Punktes  Px  mit  opi,  t/x,  allgemein  die  eines  Punktes. 
Pn  mit  Wn,  yn  bezeichnet  werden. 
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PR:=^  QQi  =  OQi  —  OQ  —  Xi  —  Xy 
IiPi=QxPv—QP=yi—y, 

folglich  wird 

(6.)  "^(^  =  7^.- 

Die  Differenzen  ri  —  x  und  yi  —  y  bezeichnet  man  gewöhn- 
lich mit  Jx  und  Jy.  Die  Gleichung  (6.)  nimmt  dadurch  die 
Form 

(6a.)  tg/if  =  £ 

an.  Nähert  sich  jetzt  der  Punkt  Pi  dem  Punkte  P,  so  werden 
auch  Jx  und  Jy  immer  kleiner.  Wird  schliesslich  der  Abstand 
des  Punktes  Pi  von  P  verschwindend  klein,  so  werden  auch  ^ar 
und  Jy  verschwindend  kleine  Grössen,  welche  man  dann  Diffe- 
rentiale nennt  und  mit  dx  und  dy  bezeichnet.  Gleichzeitig  geht 
die  Secante  PPi  in  die  Tangente  TP  über,  welche  mit  der  positiven 
Bichtung  der  X-Axe  den  Winkel  a  bildet.  Die  Tangente  im 
Curvenpunktß  P  ist  nämlich  eine  Secante  j  bei  der  zwei  Schnitt- 
punkte P  und  Px  in  einen  Punkt  ^  den  Berührungspunkt  P  zu- 
sammengefallen sind. 

Die  Gleichung  (6a.)  geht  daher  über  in 

(7.)  «««=|  =  'ta^- 

Den  Quotienten  der  beiden  Differentiale  dy  und  dx  nennt 
man  einen  Differential-Quotienten. 

2.  Unter  der  Geschwindigkeit  c  eines  (z.  B.  in  gerader 
Linie)  gleichförmig  fortbewegten  Massenpunktes  versteht  man  die 
Länge  des  Weges,  der  in  der  Zeiteinheit  (Secunde)  zurückgelegt 
wird.  In  t  Secunden  ist  daher  die  Länge  des  zurückgelegten 
Weges 

(8.)  *  =  et. 

Dies  giebt  für  die  Geschwindigkeit  bei  gleichförmiger  Be- 
wegung den  Werth 

(9.)  c  =  i. 
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Hierbei  ist  es  ganz  gleichgültig,  wie  gross,  bezw.  wie  klein 
i  ist,  weil  s  in  demselben  Verhältnisse  wächst  nnd  abnimmt  wie  t 

Wenn  die  Bewegung  niebt  mehi*  gleichförmig  ist,  d.  h.  wenn 
der  bew^te  Massenpankt  in  gleichen  Zeiten  nicht  mebr  gleiche 
Strecken  zurücklegt,  so  kann  man  docb  nocb  von  der  minieren 
Geschwindigkeit  im  Zeitintervail  von  t  bis  ^  sprechen  und  diese 
wieder  erklären  als  das  Yerb&ltniss  der  in  der  Zeit  ti  —  t  zurück- 
gelegten Strecke  si  —  s  zu  diesem  Zeitintervall  ti  —  t.  Bezeichnet 
man  diese  Differenzen  st  —  s  und  ti  —  t  bezw.  mit  Je  und  Jt, 
so  ist  also  die  mittlere  Geschwindigkeit 

Je *i  —  8 

Jt^  ti  —  t' 

Wird  das  Zeitintervail  Jt  immer  kleiner  und  schliesslich 
verschwindend  klein,  so  wird  auch  Je  verschwindend  klein. 
Diese  verschwindend  kleinen  Grössen  bezeichnet  man  bezw.  mit 
dt  und  ds  und  nennt 

ds       ^.     Js 

(10.)  .=^=hm^ 

die  Geschwindigkeit  der  ungleichförmigen  Bewegung  zur  Zeit  t 
Anch  hier  nennt  man  die  verschwindend  kleinen  Grössen  ds 
und  dl   Differentiale  und  ihren  Quotienten   einen  Differential- 
Quotienten. 
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Nach  den  Erklärungen  des  vorhergehenden  Paragraphen 
wird  eine  Grösse  dann  unendlich  klein  (oder  verschwindend 
klein),  wenn  man  sie  kleiner  machen  kann  als  jede  gegebene 
Grösse.  Wie  gross  auch  die  Genauigkeit  sein  mag,  mit  der  man 
rechnen  will,  man  kann  die  verschwindend  kleinen  Grössen  so  klein 
machen,  dass  sie  neben  einer  endlichen  Grösse  nicht  mehr  in 
Betracht  kommen. 

Verlangt  man  z.  B.,  dass  eine  Zahl  bis  auf  n  Decimalstellen 
genau  berechnet  wird,  so  genügt  es,  eine  etwa^hinzutretende  un- 
endUch  kleine  Grösse  kleiner  anzunehmen  als 
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2.10* 

damit  sie  im  Vergleich  zu  der  endlichen  Zahl  terschcindend 
klein  ^rd.  Man  kann  daher  die  unendlich  kleinen  Grössen 
nicht  mit  endlichwi^  sondern  nur  mit  unendlich  kleinen  Grossen 
vergleichen;  das  Verhultniss  zweier  unendlich  kleinen  Grössen 
kann  nämlich  sehr  wohl  einen  endlichen  Werth  haben,  wie  schon 
die  Beispiele 

dy  ds 

in  §  5  gezeigt  haben.  Mit  solchen  Differentialen  und  Di^erential- 
Quotienten  hat  man  es  hauptsächlich  in  der  Differefüial'Rechnung 
zu  thun. 

Man  kann  aber  auch  in  anderer  Weise  mit  verschwindend 
kleinen  Grössen  rechnen. 

Theilt  man  nämlich  eine  endliche  Grösse  jF  in  »  Theile  (die 
übrigens  nicht  gleich  zu  sein  brauchen),  so  ist  F  gleich  der 
Summe  aller  dieser  Theile.  Wenn  nun  die  Zahl  n^  d.  h.  die 
Anzahl  der  Theile  in's  Unbegrenzte  wächst,  so  dass  die  einzelnen 
Theile  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich  klein  werden, 
so  erkennt  man,  dass  auch  die  Summe  von  unendlich  vielen, 
unendlich  kleinen  Grössen  sehr  wohl  einen  endlic/ten  Werth  F 
haben  kann. 

Solche  Summen  von  unendlich  vielen,  unendüch  kleinen 
Grössen  treten  in  der  Integral-Rechnung  auf. 

Beispiele  davon  kommen  schon  in  der  Planimetiie  und 
Stereometrie  vor. 

So  bei'echnet  man  die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer r,  indem  man  sie  in  unendlich  viele,  unendlich  schmale 
Sectoren  zerlegt.  Jeder  solche  Sector  wird  dann  als  ein  Dreieck 
betrachtet,  dessen  Spitze  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  und 
dessen  Gnmdlinie  in  der  Peripherie  des  Kreises  liegt.  Da  diese 
Dreiecke  alle  dieselbe  Höhe  r  haben,  so  braucht  man  nur  ilu-e 
Grundlinien  zu  addiren  und  erhält  als  Summe  derselben  den 
Umfang  des  Ki-eises,  nämlich 

u  =  2rn. 
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Der  Flächeninhalt  des  Kreises  ist  daher 

2 

In  ähnlicher  Weise  berechnet  man  die  Oberfläche  einer 
Kugel,  indem  man  sie  in  unendlich  viele,  unendlich  schmale  Zonen 
zerlegt,   welche  man  als  Mäntel  von  Kegelstumpfen  betrachtet. 

Femer  findet  man  das  Volumen  V  einer  Kugel,  indem  man 
die  Kugelobei*fläche  in  unendlich  kleine  Dreiecke  zerlegt  und  diese 
Dreiecke  als  die  Omndflächen  von  Pyramiden  betrachtet,  die 
alle  ihre  Spitze  im  Mittelpunkte  der  Kugel  haben.  Die  Höhe 
ist  bei  allen  diesen  Pyramiden  gleich  dem  Halbmesser  r  der 
Kugel,  folglich  ist  die  Summe  ihrer  Volumina  gleich  der  Summe 

ihrer  Grundflächen,    multiplicii-t  mit  -•    Da  die  Summe  der 

Volumina  gleich  dem  Volumen  der  Kugel  und  die  Summe  der 
Grundflächen  gleich  der  Kugeloberfläche  (4r^/r)  ist,  so  findet  man 

V  =  4»'*7r  •  —  =  — T — • 
o  3 

Bei  der  Rechnung  mit  unendlich  kleinen  Grössen  kommen 
daher  hauptsächlich  nur  zwei  Aufgaben  in  Betracht: 

1)  Es  üt  der  Werih  zu  bentimmeny  welchen  das  Verhäitniss 
ton  zwei  unendlich  kleinen  Grössen  annimmt. 

2)  Es  ist  die  Summe  von  unendlich  vielen^  unendlich  kleinen 
Grössen  zu  bestimmen. 

In  dem  Folgenden  wird  daher  auch  nur  auf  diese  beiden 
Aufgaben  Rücksicht  genommen  werden. 


§7. 

Verschiedene  Ordnungen  der  unendlich  ideinen  Grössen. 

Die  verschwindend  kleinen  Grössen,  welche  in  einer  Rechnung 
vorkommen,  können  noch  sehr  verschiedenartig  sein.  Zerlegt 
man  z.  B.  einen  Würfel  dm-ch  Schnitte,  senkrecht  zu  einer  Seiten- 
kante, in  n  gleiche  Schichten,  so  werden  die  einzelnen  Schichten 
verschwindend  kleine  Grössen,  wenn  n  in's  Unbegienzte  wächst. 
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Legt  man  jetzt  noch  Schnitte,  senkrecht  zu  einer  zweiten 
Kante,  so  kann  man  jede  dieser  Schichten  in  n  gleiche  Säalen 
zerlegen.  Wenn  jetzt  n  wieder  in's  Unbegrenzte  wächst,  so 
werden  diese  Säulen  verschwindend  kleine  Grössen,  und  zwar 
sind  sie  auch  noch  verschwindend  klein  im  Yerhältniss  zu  jeder 
einzehien  Schicht,  weil  erst  unendlich*  viele  Säulen  eine  solche 
Schicht  ausmachen. 

Schliesslich  kann  man  noch  durch  Schnitte,  senkrecht  zu 
einer  dritten  Kante  des  Würfels  jede  Säule  in  n  Würfel  zerlegen. 
Wächst  n  wieder  in's  Unbegrenzte,  so  werden  diese  Würfel  noch 
verschwindend  klein  sein  im  Yerhältniss  zu  den  verschwindend 
kleinen  Säulen,  weil  ei-st  unendlich  viele  Würfel  eine  solche  Säule 
ausmachen. 

Dieses  Beispiel  zeigt,  dass  man  die  unendlich  kleinen  Grössen 
noch  in  verschiedene  Ordnungen  eintheilen  muss. 

Kommen  also  in  einer  Rechnung  verschiedene  unendlidi 
kleine  Grössen  vor,  so  kann  man  eine,  z.  B.  a,  nach  Belieben 
auswählen  und  festsetzen,  dass  a  eine  unendlich  kleine  Grösse 
erster  Ordnung  heisse. 

Ist  dann  ß  eine  andere  unendhch  kleine  Grösse,  und  wird 

u      ^ 

eine  endliche  Grösse,  so  heisst  ß  gleichfalls  eine  unendlich  kleine 
Grösse  erstei'  Ordnung. 

Die  unendlich  kleinen  Grössen  elfter  Ordnung  haben  daher 
nach  dieser  Festsetzung  alle  die  Foim  ap. 

Wenn  dagegen  —  selbst  wieder  eine  unendlich  kleine  Grösse 

erster  Ordnung  ist,  wenn  also  -   auf  die  Form   ap  gebracht 
werden  kann,  so  ist 

eine   endliche  Grösse.    Man   sagt  dann,   ß  sei  eine   unendlich 
kleine  Grösse  zweiter  Ordnung, 

Die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  Ordnung  haben  daher 
alle  die  Foim  u^p. 
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Ist  auch  noch  -^  eine  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ord- 

ar 

Tvmg,  lässt  sich  aldo  -~  aaf  die  Form  ap  bringen,  so  ist 

eine  endliche  Grrösse,  nnd  ß  heisst  eine  unendlich  kleine  Grösse 
dritter  Ordnung. 

So  kann  man  fortfahren;  es  heisst  dann  ß  eine  unendlich 
kleine  Grösse  n**^  Ordnung,  wenn 

^=P 

eine  endliche  Grosse  ist,  wenn  also 

ß  =  a^p. 

Dabei  ist  n  nicht  noth wendiger  Weise  eine  ganze  Zahl, 
sondern  n  darf  anch  eine  gebrochene  positive  Zahl  sein. 

Auch  wenn  man  för  n  gebrochene  Werthe  zulässt,  so  sind  in 
der  Form  a^p  noch  nicht  alle  anendlich  kleinen  Grössen  erschöpft, 
wie  später  gezeigt  werden  soll.  Deshalb  möge  die  gegebene 
Ei'klämng  dahin  erweitert  werden,  dass  y  *»»  Vergleich  zu  u 
eine  unendlich  kleine  Chrösee  höhere}'  Ordnung  heissen  möge,  wenn 

noch  ~  unendlich  klein  icird. 
a 

Dies  vorausgeschickt,  gelten  die  folgenden  Sätze. 

Satz  1.  Unterscheiden  sich  die  unendlich  kleinen  Grösse /f. 
derselben  Ordnung  a  und  a*  von  einander  nur  durch  eine  unend- 
lich kleine  Grösse  höherer  Ordnung  /,  so  ist  der  Grenzwerf/f 
ihres  Verhältnisses  gleich  L 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 
(1.)  a*  —  u  =  ;',   oder   a'  =  «  +  y, 

wobei  Y  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ordnung  ist,  so 
dass  -  =  €  selbst  noch  unendlich  klein  wird.  Deshalb  folgt  aus 
Gleichung  (1.) 
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(2.)  —  =  1  +  6,    oder    lim  —  =  1, 

denn  die   unendlich  kleine  Grösse  e  darf  neben  der  endlichen 
Grösse  1  vernachlässigt  werden  (nach  Satz  1  in  §  5). 

Von  diesem  Satze  gilt  auch  die  ümkehrung: 

Ist  der  Grenzwerth,  dem  sich  dtts  VerhäUniss  zweier  un- 
endlich kleinen  Grössere  a  und  a*  näherty  gleich  1,  so  können  sich 
a  und  a*  nur  durch  eine  unendlich  kleine  Grösse  höherer  Ord- 
nung von  einander  unterscheiden. 

Beweis.    Ist  nämlich  wieder 


also 


a  a 


SO  folgt  aus  lim  —  =  1 ,   dass  -  unendlich  klein  sein  muss. 

Beispiel.    Es  war  (vergl.  Formel  Nr.  1  der  Tabelle) 

,.    sinz 
hm  —  =  1, 

folgUch  wird  z  —  sin;?  unendlich  klein  von  höherer  Ordnung, 
wenn  z  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  wird. 

Satz  2.  Hat  das  Verhäliniss  zweier  unendlich  kleinen  Grössen 
a  und  ß  einen  endlichen  Grenzwerth  {oder  den  Grenztcerth  0), 
so  ändert  sich  dieser  Grenzwerth  nicht,  wenn  man  a  und  ß  um 
unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  vermehrt  oder  ver- 
mindert. 

Man  soU  also  zeigen,  dass 

hm =  um  ~  ? 

wenn  a  und  ß  unendlich  kleine  Grössen  von  beliebiger  Ordnung 
sind,  während  /  und  d  unendüch  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 
sein  sollen,  so  dass 

^  =  r'   und    J  =  (J' 
u  ß 

selbst  noch  unendhch  kleine  Grössen  sind. 
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Beweit.    Es  ist 

«±y~  «(i±y')  "«V        i±r'    ) 


=  tjL.t    *  «''  T  y' 


u      a       1  +  y' 

Da 

lim(l  ±  y')  =  1,    lim(±  6'  T  y')  =  0, 

und  da  -  einen  endlichen  Werth  hat,  so  wird 

«        1  ±  y 

ij        +  <J'  "TT  y' 

d.  h.  —  •   —,  .    /     wird  verschwindend  klein  und  darf  neben 
der  endlichen  Grösse  -  vernachlässigt  werden.  Man  erhält  daher 

(5.)  hm^-— — =lim-- 

a  ±  y  a 

Da  sich  die  verschwindend  kleinen  Grössen  a  und  ^  von 

a'  =  a  +  y     und     ß' =^  ß  ±d 

nui*  durch  verschwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unter- 
scheiden, so  kann  man  die  Gleichung  (5.)  auf  die  Form 

(5a.)  lim  ^  =  lim  - 

bringen  und  dem  Satze  2  die  folgende  Fassung  geben. 

Satz  2a.     Der  Grenzwerth  von  —  &^'A^    unyeändert  ^    wenn 

man  die  verschwindend  kleinen  Grössen  a  und  ß  durch  andere 
tt'  und  ß*  ersetzt^  welche  sieh  von  den  ersteren  nur  durch  ver- 
schwindend kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unterscheiden, 

Beispiel.    Nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  ist,  wenn  man  für 
z  das  eine  Mal  ^  und  das  andere  Mal  ^x  setzt, 

folglich  unterscheiden  sich  Um  sin  (3a:)  und  lim  sin  (4a:)  von  lim  (3t) 
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und  lim  {4tx)  nur  durch  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung;  man  erhält  daher 

,.     sin(3a:)       ,.     Sx      3 
lim   .  ;.  ;  =hm— =  -♦ 
jfsso  sm(4x)  4a:     4 

Satz  3.  Sind  «1,  a2, . . .  cxn  verschwindend  kleine  Grösserij 
deren  Anzahl  n  ih's  Unbegrenzte  wächst^  und  weiss  man^  da^is 
die  Summe  dieser  unendlich  vielen  j  unendlich  kleinen  Grössen 
einen  endlichen  Grenziterfh  S  besitzt,  dass  also 

S  =  lim(«i  +  «2  -h  •  •  •  +  «n) 


HbOO 


Fig.  8. 


ist,  SO  bleibt  dieser  Grenzwerth  unverändert,  wenn  man  die  ver- 
schtcindend  kleinen  Grössen  ai,ot%,..,  a^  um  verschwindend  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung  yx,  >'2j .  •  •  Yn  vermehrt  oder  vermindert. 
Dem  Beweis  dieses  Satzes  möge  ein  Beispiel  zur  Erläutening" 
vorangestellt  werden. 

Es  sei  eine  ebene  Figur  AiABB^ 
(Fig.  8),  oben  begrenzt  durch  einen 
Curvenbogen  AB,  links  und  rechts 
von  den  Ordinaten  AiA,  B^B  und 
unten  durch  den  Abschnitt  Atl^x 
der  X-Axe.  Indem  man  A^B^  in 
n  (gleiche  oder  ungleiche)  Theile 
zerlegt  und  durch  die  Theilpunkte 
Parallelen  zu  der  F-Axe  zieht,  kann 
man  den  Flächeninhalt  F  der  Figur 
in  n  Streifen  «i,  «s,  . .  •  ^n  zerlegen.    Dadurch  wird 

(6.)  -F=  Wl  +  "2  H h  «n  =  -i«. 

Ist  nun  QPP\Qi  ein  solcher  Streifen,  und  zieht  man  dmx-h 
P  eine  Parallele  PB  zur  X- Axe,  so  zerfällt  der  Streifen  a  in  das 
Rechteck  QPRQi  =  «'  und  das  Dreieck  PRPi  =  r,  folglich  wird, 
wenn  man  dieselbe  Construction  für  sämmtliche  Streifen  ausführt., 


(7.) 
oder 

(7a.) 
(8.) 


ttj  =  «i'  +  Yi,   «j  =  «2'  +  r«)  •  •  • «« =  «'»'  +  y»i 


tti'  =  «1  —  Yi,   «2  =  «2  —  ^2,  •  •  • «»  =  «« —  y«» 
F=  2u  =  ^{a'  +  r)  =  -«'  +  ^r- 
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In  Figur  8  sind  die  Streifen  a  sämmtlich  grösser  als  die 
Rechtecke  a\  so  dass  in  den  Gleichungen  (7.)  and  (8.)  die 
Grossen  r  sämmtlich  potitiv  sind.  Es  können  aber  auch  (wie 
in  Figur  9)  die  Streifen  a  sämmtlich  kleiner  sein  als  die  Recht- 
ecke a\  oder  es  können  (wie  in  Figur  10)  die  Sü-eifen  a  zum 
Theil  grösser^  zum  Theil  kleiner  sein  als  die  Rechtecke  a\  Die 
Gleichungen  (7.)  und  (8!)  bleiben  auch  in  diesen  Fällen  noch 
richtig,  wenn  man  unter  den  Grössen  /  auch  tiegative  zulässt. 


Fig.  tf. 


Fig.  10. 


Wird  jetzt  die  Anzahl  n  der  Streifen  immer  grösser,  werden 
also  die  Streifen  selbst  immer  schmaler,  so  werden  die  Dreiecke 
Y  nicht  nur  selbst  immer  kleiner,  sondern  auch  ihre  Summe  wird 
immer  kleiner.  Selbst  wenn  man  die  Dreiecke  /  alle  positiv 
nimmt,  so  ist  ihre  Summe  kleiner  als  em  Rechteck,  das  die 
Seite  A^Bi  zur  Grundlinie  und  die  grösste  Höhe  der  Dreiecke  y 
zur  Höhe  hat.  Da  nun  aber  diese  Höhe  mit  wachsendem  n 
immer  kleiner  wird,  so  wird  auch  der  Flächeninhalt  des  Recht- 
ecks und  deshalb  erst  recht  2y  beliebig  klein.    Man  erhält  daher 


(9.) 


lim^y  =  0,    F^  lim  2a  =  lim-I^a'. 


Nach  diesem  Beispiele  möge  der  oben  ausgesprochene  Satz 
zunächst  fOr  den  Fall  bewiesen  werden,  dass  die  Grössen  u  und 
Y  Sämmtlich  positiv  sind.    Es  wird  dann 

(10)  ^  -^1  =  ^'i  +  <^2  H h  ««, 

\  5*2  =  («1  +  yi)  +  («2  +  ra)  + h  ("n  +  Yn)  ^  S^, 

Nach  Voraussetzung  sind  yi,  ^2, . . .  Yu  verschwindend  kleine 
Grössen  höherer  Ordnung,  d.  h.  es  sind 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  3 
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(11.)  —  =  €i,      —  =  62.  • =  €n 

selbst  wieder  verschwindend  kleine  Grössen,  die  man  iiLso  kleiner 
machen  kann  als  jede  gegebene  Grösse.  Man  kann  sie  z.  B. 
kleiner  machen  als 

(12.)  *  =  i^'    . 

wobei  man  den  Exponenten  x  noch  so  gross  machen  kann,  vde 
man  will.    Dies  giebt 

Deshalb  wird 

S2  =  («1  +  «iCi)  +  («2  +  a2«2)  +  ...  +  («»  +  «H«*) 

=  «1  (1  +  €1)  +  «2  (1  4-  «2)  +  . . .  +  «rt  (1  +  «!.). 

oder 

(U.)        /S2  S«i  (1  +  €)  +  «2  (1  +  €)  +  ...  +  «,»  (1  +  «), 
(14a.)      Ä2S(tti  +  «2+...  +  «n)(l   +   €)  =  Äi(l+€), 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichung  (10.) 

(15.)  -Si  S  Äi  S  ^1  +  sSi, 

Wächst  jetzt  «  in's  Unbegi-enzte ,  so  wird  nach  Voraus- 
setzung lim  Äi  =  Ä'  eine  bestimmte,  endliche  Grösse,  und  e  wird 
beliebig  klein;  folglich  wird  auch  limfAS*!  beliebig  klein,  d.  h.  ver- 
schwindend klein,  so  dass  die  Ungleichung  (15.)  übergeht  in  die 
Gleichung 

(16.)  lim  ^2  =  lim  /Si  =  S. 

Sind  die  Grössen  a  und  y  theilweise  positiv  und  theilweise 
negativ,  so  möge  der  Satz  nur  unter  der  Voraussetzung  bewiesen 
werden,  dass 

S  =  lim(ui  +  U2+  . ,.  +  Un)  =  lim  2« 

ttssOO  «ssOO 

auch  dann  noch  einen  endlichen  Wertli  behält,  wenn  man  die 
Grössen  u  alle  positiv  nimmt.  Bezeichnet  mau  also  den  absoluten 
Betrag  von  «  mit  |  u  \  und  den  absoluten  Betrag  von  y  mit  \r\, 
so  kann  man  jetzt  in  dei'selben  Weise  wie  vorhin  zeigen ,   da^ 

lim2'|y|  =  0 


1^00 


wird.    Folglich  ist  ei^t  recht 
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nssoo 


und  deshalb 


lim  2«  =  lim2(a  +  y). 


tisKoo  nscoo 


Setzt  man 

a/  =  wi  dl  rii     f*i  =  a«  dr  ^2, .  • .  Wn'  =  «n  dr  /it, 

so  unterscheiden  sich  die  verschwindend  kleinen  Grössen  u  und 
u'  von  einander  nur  um  verschwindend  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung;  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  3  wird  dann 

lim  («i'  +  ai  +  ...  +  aj)  =  lim  («t  +  «i  +  . . .  +  «„)• 

Man  kann  daher  diesem  Satze  auch  die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  3a.  Der  Gremzwerth  ton  «i+aj  +  . .  .  +  «n  bleibt  un- 
ter ändert,  tcenn  die  verschtdndend  kleinen  Grössen  «i,  «3, . . .  a„ 
durch  andere  ai',  a^', ...  er»'  ersetzt  werden  j  die  sich  van  ihnen 
nur  um  verschwindend  kleine  Grössen  /löherer  Ordnung  unter- 
scheiden* 

Eine  Anwendung  dieses  Satzes  macht  man  schon  bei  der 
Berechnung  der  Kreisfläche,  denn  man  betrachtet  dabei  die  un- 
endlich vielen  Kreissectoren ,  in  welche  die  Kreisfläche  zerlegt 
weixien  kann,  als  geradlinige  Dreiecke.  Ein  solches  Dreieck 
unterscheidet  sich  von  dem  entsprechenden  Sector  um  ein 
Kreissegment;  da  aber  diese  Segmente  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung  werden,  so  darf  man  sie  nach  dem  vorigen  Satze 
in  der  That  vernachlässigen. 

Ebenso  darf  man  bei  der  Berechnung  der  Kugeloberfläche 
die  Kugelzonen  nur  deshalb  durcli  die  Mäntel  abgestumpfter 
Kegel  ersetzen,  weil  sie  sich  von  den  letzteren  nui'  um  ver- 
schwindend kleine  Grössen  höherer  Ordnung  unterscheiden. 

Schliesslich  sind  auch  bei  der  Berechnung  des  Volumens 
einer  Kugel  die  in  §  6  angegebenen  Theile ,  streng  genommen, 
keine  dreiseitigen  Pyramiden,  sondeni  sie  unterscheiden  sich  von 
diesen  um  vei-schwindend  kleine  Grössen  höherer  Ordnung. 


J)* 
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§  8. 

IBegriff  der  Stetigkeit 

(Yergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  5.) 

Wenn  durch  die  Gleichung 

(10  y  =/(^) 

irgend  eine  Function  von  x  erklärt  ist,  so  werden  im  Allgemeinen 

unendlich   kleine  Aenderungen  von  x  auch   unendlich    kleine 

Aenderungen  von  y  nach  sich  ziehen.    Für  alle  Werthe  von  x, 

bei  welchen   dies  der  Fall  ist,   heisst  die  Function  stetig  oder 

conünuirlich. 

Diese  Bezeichnung  ist  der  in  §  1  angedeuteten  geometrischen 
Darstellung  einer  Veränderlichen  entnommen.  Durchläuft  näm- 
Uch  der  Punkt  Q,  welcher  auf  der  X-Axe  den  Werthen  der 
unabhängigen  Vei^änderUchen  x  entspricht,  stetig  eine  Strecke 

Q1Q2,  so  wird  im  AUgemeinen  der  Punkt 
^^  '    '  Ä,  welcher  den  zugeordneten  Werthen 

von  y  entspricht,   auf  der  F-Axe  eine 
^  Strecke  RiB^  stetig  durchlaufen,  wobei 

auch  einzelne  Theile  der  F-Axe  (inner- 
halb oder  ausserhalb  der  Strecke  R\Ri) 
mehrfach  durchlaufen  werden  können. 
,       ■^-    (Vergl.  Fig.  11.) 
'    ^         ^^  Nur  in  AusnahmetUllen  sind  Func- 

tionen unatetig  (oder  disconiinuirlicA), 
d.  h.  nur  ausnahmsweise  wird  der  Fall  eintreten,  dass  die 
Function  y  für  endliche  Werthe  von  x  unendlich  gross  wird, 
oder  dass  sie  sich  sprungweise  (um  endliche  oder  unendlich 
grosse  Beträge)  ändert,  während  die  Aendeiamg  von  x  unendlich 
klein  ist. 

Beispiele. 

1.  Es  sei 

(2.)  y  =  -1-  , 

X —  a 

dann  wird  y,  so  lange  x  kleiner  als  a  bleibt,  negativ  und  stetig 
sein.    Wird  aber  x  gleich  0,  so  wird 

y  =  —  CX3 


R 


^ 
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und  springt  dann  von  — co 
bis  +  oo,  wenn  x  den  Werfh 
a  passirt.    (Vergl.  Fig.  12.) 

2.  Es  sei 


Fig.  12. 


(3.) 


y  —  tgar. 


Wenn  x  von  0  bis  — 

wächst,  so  wächst  y  gleich- 
zeitig von  0  bis  +  <»>  wenn 
aber  x  noch  etwas  grösser 
wird,  so  erhält  y  einen  sehr 
grossen  negatii>en  Werth, 
so  dass  der  Werth  von  y 
von  +00  bis  zu — oo  springt, 

TT 

wenn  x  den  Werth  —  passirt. 

(Vergl.  Fig.  13.) 
3.  Ist 


(4.) 


y=^ 


so  bleibt  y  immer  positiv  und 
wird  um  so  grösser,  je  kleiner 
X  ist.  Für  anendlich  kleine 
(positive  oder  negative)  Wer- 
the  von  x  wird  y  unendlich 
gross,  d.  h.  y  wird  ftlr  diesen 
Werth  von  x  unstetig.  ( VergL 
Fig.  14  auf  folgender  Seite.) 

4.  Ist 


7t, 


OQ'^^'    OR 


n. 


(5.) 


X 


y  = 


1+  ö 


X 


X 


+1 


38 


§  8.   Begriff  der  Stetigkeit. 


und  beschränkt  man  x  zunächst  auf 
positive  Werthe,  so  wird 


imVa  V=lim/ ^' \=0, 


lim 

SS 


also 


(5a.) 


lim  y  =  1. 

Um  auszudrücken,  dass  x  nega- 
tive Werthe  annimmt,  setze  man 
a:  =  —  z^  dann  wird 

1 

»  =  — r 

«•"+  1 


Nähert  sich  jetzt  z  dem  Werthe  0,  so  wii'd 

lima'  =  oo,   also  limy  =  0. 

Fig.  15. 


-X 


Fig.  16. 


0Ä  =  1. 

Daraus  erkennt  man,  dass  sich  y  sprungweise  ändert,  wenn 
X  den  Werth  0  passirt,  und  zwar  springt  y  von  0  bis  1.  (Vergl. 
Fig.  15). 

Sind  X  und  y  die  rechtwinkligen 
Coordinaten  eines  Punktes  P,  so  stellt 
die  Gleichung  (1.)  eine  Curve  dar.  Die 
Punkte  P  und  Pi,  welche  den  Werthen 
X  und  x\  entsprechen,  werden  einander 
beliebig  nahe  liegen,  wenn  die  Function 
für  den  betreffenden  Werth  von  x  stetig 
ist,  und  wenn  x^^  —  x  hinreichend  klein 


— X 
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^ird.    Nach  Voraussetzung  wird  nämlich  yi  —  y  mit  ^i  —  a: 
zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch 


(6. )  PPi  =  ViTi  —  zf  +  (y,  —  yf. 

(Vei-gl.  Fig.  16.) 

Der  Verlauf  der  Curve,  welche  der  Gleichung 

entspricht,  ist  also  im  Punkte  P  ein  stetiger  {continuirlicher). 
Wird  aber  y\—y  nicht  mit  xi  —  z  zugleich  verschwindend  klein, 
so  ist  die  Curve  im  Punkte  P  unstetig^  wie  die  Figuren  12,  13, 
14  und  15  zeigen,  welche  den  oben  angefahrten  Beispielen  ent- 
sprechen. 


Bemerkangr. 

£me  Unstetigkeit  der  Function  kann  scheinbar  auch  dadurch  ein- 
treten, dass  die  Werthe  von  y  imaginär  werden,  wenn  x  das  Intervall 
von  x\  bis  x^  durchläuil.    Ist  z.  B. 

so  ist  y  nur  reell,  so  lange  x^^^^a^ 
ist;  y  wird  dagegen  imaginär,  wenn 
jc^  <<  a*  ist,  wenn  also 

—  a  <a?<  +  a. 

Für  die  Werthe  von  a?  =  —  a 
bis  X'^-^-a  wird  deshalb  die  Curve 
unterbrochen,  wie  man  aus  Fig.  17 
ersieht.  Trotzdem  darf  man  diesen 
Fall  nicht  als  eine  Unstetigkeit  be- 
trachten, wie  bei  der  Theorie  der 
complexen  Grössen  gezeigt  werden 
soll.  Vorläufig  kommt  übrigens  dieser  Fall  nicht  in  Betracht,  weil  nur 
reelU  Werthe  der  Functionen  berücksichtigt  werden  soUen,  wenn  nicht 
ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  wird. 

Man  kann  den  Begi^iff  der  Stetigkeit,  ganz  unabhängig  von 
der  geometrischen  Anschauung,  in  folgender  Weise  erklären: 

Eine  Function 
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heissi  für  solche  Werthe  von  z  stetig,  für  tcelche  die  Differenz 

j=f{x  +  ^)-f{x  —  5) 

mit  den  positiven  Grössen  d  und  6  zugleich  verschtdndend  kfem 
wird. 

Ist  z.  B. 

1 

80  wird 

1  1  —(*  +  €)     


J  = 


x  +  ^ — a      X — i — a      (x  —  ö)2+(€  —  rf)(^  —  «)  —  ^^ 


Dieser  Ausdruck  wd  mit  rj  und  «  zugleich  verschwindend 
klein,  so  lange  x  von  a  verschieden  ist.  Wird  aber  x  gleich  «. 
80  ist 

^-       _eJ,       -7  +  J 

ein  Ausdruck,  der  für  unendlich  kleine  Werthe  von  6  und  e 
sogar  unendlich  gross  wird.  Die  Function  ist  deshalb  für  x 
gleich  a  unstetig. 

Ist 

y  =  tga:, 

SO  wird 

>      *  /     .    \      ^  /        jt\  sin  ((J  +  e) 

*©V     -r-    ;         ^\  }       cos  (a;  +  fi)  COS  (a:  —  J) 

Dieser  Ausdruck  wird  mit  d  und  e  zugleich  unendlich  klein, 


wenn 


n  .  TT 

-2  <^<  +  ¥' 


TT 

denn  dann  ist  cos:r  von  0  verschieden.    Wird  aber  x  gleich  — » 
so  ist 

cosf—  -i-«J= — sine,    cosf  —  — (Jj=sind, 

itlso 


j 


§  8.  Begriff  der  Stetigkeit  41 

—  sin(d  +  e)  _  —  sinJcose  —  cos  J  sing 
~     sind  sine     ""  sin  5  sine 

oder 

^  =  —  cigd  —  ctgfi, 

ein  Ausdruck,  welcher  f&r  unendlich  kleine  Werthe  von  d  und  e 

TT 

gleich  — oo  wird.    Die  Function  tg:r  ist  daher  fftr  x  gleich  ^ 

unstetig. 

Ist  1 

SO  wird 

^^ 1        _  —2x{d+€)  +  d^  —  €^ 

^-(:t  +  ^)«       (x—dy^        {x  +  ef{x  —  df 
Ffir  alle  Werthe  von  x,  welche  von  0  verschieden  sind,  wird 
dieser  Ausdruck  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein;   ist 
aber  a:  =  0,  so  wird 

^-■^~d^    • 
und  nimmt  beliebig  grosse  Werthe  an,  wenn  d  und  e  hinreichend 
klein  und  von  einander  verschieden  sind ;  d.  h.  y  wird  f är  ^  =  0 
unsietiff. 

X 

U 

y  = r' 


Ist 


so  wird 


J=z 


1  +Ö 


t  1 

a  a 


1  1 

x+f  ar-(J 

1  +  a  1  +  <* 


also  für  ar  =  0  wird 


1  1 


J^^^ 


J.  -1 

l+a  l+a 


Setzt  man  der  Efirze  wegen  t  =  ">  -  =  jC^,  so  erhält  man 
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a  a  1  a 

J  = 


(t  —a  — *  — a 

1+rt         1+a  l+ö  l+ö 

Nun  werden  aber  a  und  /^  unendlich  gross,  wenn  8  und  « 
unendlich  klein  werden.    Aus 

— «  1  — /J  1 

lim a     =  lim  —  =  0,  lim«     =  lim  --j  =  0, 

folgt  daher 

lim  ^  =  1 ; 

d.  h.  y  wird  für  ar  =  0  unstetig. 

Satz  1.*)     ^m</  </ti9  Functionen/ {x)  und  g{x)  in  dem  IntercaU 
von  Xi  bis  x^  endlich  und  stetig,  so  sind  auch  die  Rinctionen 
f{x)  +  ff{^)  und  f{x)  —  g{x)  in  diesem  Intervalle  endlich  und 
stetig. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  werden 

(7.)     J,^f{x  +  s)'^f{x—ö\     J,^  =  ff(x  +  e)^g{x  —  d) 
mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch 
^=  [/(x  +  e)  ±  g{x  +  e)]  —  [fix  —  d)±g{x  —  d)]  =  ^,±^f^ 
Satz  2.     Sind  die  Rmctionen  f(x)   und  g{x)  in  dem  Inter- 
valle con  Xi  bis  X2  endlich  und  stetig,  so   ist  auch  die  Function 
F{x)  =y(a:) .  g{a^  in  diesem  Intervalle  endlich  und  stetig. 

Beweis.  Wendet  man  dieselben  Bezeichnungen  an  wie  in 
den  Gleichungen  (7.),  so  erhält  man 

^=  F(x  +  e)  —F{x  —  ö)  =f{x+e)  .  g{x+e)—f{x—d)  .  g(x  —  S) 
=/(a:  +  €) .  g(x  +  fi)  —f{x  —  S)  .  g{x  +  e)  + 

f{x  —  S)  .  g{x  +  s)  —f{x  —  8)  .  g{x  —  S) 
=  Jx .  g{x  +  f)  +  ^2  'f{x  —  8). 

Nach  Voraussetzung  sind/(a:  —  S),  g(.r  +  e)  endliche  Grössen, 
und  Jt,  ^2  werden  verschwindend  klein  zugleich  mit  d  und  6, 
folglich  auch  J. 


*)  Sollten  die  hier  folgenden  Sätze  1  bis  14  dem  Anfänger  noch  zu 
schwer  sein,  so  können  sie  vorläufig  übergangen  werden;  der  Leser 
muss  aber  bei  den  späteren  Untersuchungen  beachten,  dass  die  Stetig- 
keit  der  Functionen  fttr  die  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  a;  vor- 
ausgesetzt wird,  wenn  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  gesagt  ist. 
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Stiz  3.  Jede  ganze  rationale  Fkinction  van  x  ist  stetig  für 
alle  endlichen  Werihe  van  z. 

Der  Beweis  folgt  daraus,  dass  die  ganzen  rationalen  Func- 
tionen aus  der  Veränderlichen  x  und  aus  constanten  Grössen 
nur  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  gebildet 
werden. 

Satz  4.  Sind  die  Functionen  f{x)  und  g{x)  in  dem  Intervall 
von  xi  bis  x^  endlich  und  stetig^  und  bleibt  f{x)  in  diesem  Inter- 
valle entweder  beständig  positiv  oder  beständig  negativ  y    so  ist 

q(x) 
auch  die  TkmcHon  F(x^  =  ^7-7  in  diesem  Intervalle  endlich  und 

stetig. 

Beweis.    Hier  ist 

J^F(x  +  e)-F(x-d)  =  ^^''  +  e)_g{x-^d) 
^    ^    ^         ^        ^^     f{x  +  e)     f{x-d) 

^f(x-d).g{x  +  €)-f(x  +  s).gix  —  d) 

fix  +  e)  ./{x  -  d) 
^  fix  —  d)  .  g{x  +  e)  —f(x  -  S) .  g{x  —  6) 

f(x  +  e).f{x--ff) 
f{x  +  s)  .  g(x  —S)  —  f{x  —  S).  g{x  —  d) 

f(x  +  e).f(x-d) 

oder,  wenn  man  dieselben  Bezeichnungen  anwendet  wie  in  den 
Grleichungen  (7.), 

_  ^2  >/(a?  —  d)—Ji.g{x—d)_       Jj Ji 

AxJrs).f{x-d)  ''fix  +  s)     f(x-d) 

Nach  Voraussetzung  werden  Ji,  J^  mit  d  und  e  zugleich 
verschwindend  klein,  folglich  auch  J,  da  f{x  —  3)  und  f{x  +  e) 
nach  Voraussetzung  von  0  verschieden  sind. 

Satz  5.     Der  Quotient  ^^.  zweier  ganzen  rationalen  Fltnc- 

tionen  g{x)  und  f{x^   kann  nur  für    diejenigen   Werthe  von  x 
unstetig  werden^  für  welche  f{x)  gleich  0  wird. 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Satz  4. 

Da  man  Jede  gebrochene  rationale  Function  als  Quotienten 
zweier  ganzen  rationalen  Functionen  darstellen  kann,  so  findet 
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man  aas  Satz  5,  fiir  welche  Werthe  von  x  die  gebrochenen 
rationalen  Functionen  stetig  sind  oder  nicht. 

Satz  6.  Die  n^  Wurzel  aus  einer  endlichen  stetigen  Func- 
tion f{x)  ist  tcieder  endlich  und  stetig,*) 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  wird 

J,  =f{x  +  t)  -f(x  —  d) 
mit  d  und  £  zugleich  verschwindend  klein.    Setzt  man  nun 

Vf(^+T)^u,  m^^^)=c, 

so  ist  nachzuweisen,  dass  auch 

J  -rr-U  —  V 

verachwindend  klein  wii*d. 

Ist  zunächst  /(2-)S0,  so  kann  man  6  und  e  so  klein 
machen,  dass /(a:  +  «)  und /(a;  —  S)  dasselbe  Zeichen  haben 
wie  f{x) ;  dann  muss  man  auch  den  Grössen  u  und  x>  das  gleiche 
Zeichen  geben.    Deshalb  sind  in 

t^  —  0»»  =  (u  —  t?)  («"  **  +  u^^H  + . .  •  +  «©*-*  +  r**~*) 

die  Grössen  «♦•-S  t**-*t?,  . . .  «©*-*,  «?*-*  alle  von  0  verschieden 
und  haben  sämmtlich  dasselbe  Vorzeichen,  folglich  ist 

und 

«H  —  ^n  j^ 

wird  mit  6  und  s  zugleich  verschwindend  klein. 

Ist  f{x)  =  0,  so  sind/(a:  +  «)  und  f{x  —  S)  einzeln  beliebig 
klein  fiir  hinreichend  kleine  Werthe  von  6  und  e,  folglich  auch 
u^  V  und  J,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  u  und  v  beide  reelle 
Grössen  sind. 

Dieser  Satz  giebt  Aufecbluss  über  die  Stetigkeit  der  irratio- 
nalen Functionen. 

Satz  7.  Die  JFhnctionen  sinx  und  cosx  sind  für  alle  Werthe 
von  X  stetig. 

Beweis.    Für  y  ==  sinar  wird 

J  =  8in(rc  +  6)  —  sin(a:  —  (J)  =  2sin( — ~\cm(x  H — - — V 

*)  Ist  n  gerade,  so  möge  bei  diesem  Satze  x  auf  solche  Wertlie 
beschränkt  weisen,  ftlr  welche  /(a?)  >  0  ist. 
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Dabei  liegt  cosix  H — —A  zwischen  —  1   und  +  1 , 


und 


K^)" 


sin  I  — r —  1  wird  nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  mit  d  und  e 


zugleich  verschwindend  klein,  folglich  auch  J. 
Für  y  =  cosa:  wird 

J  =  cos(x  +  «)  —  cos(x  —  d)  =  —  2smf    T"    jsin (x  +  ^~    V 


Auch  hier  liegt  sinfarH —j  zwischen   —  1    und  +  l, 

und  sin  ( — —j  wird  mit  d  und  e  verschwindend  klein,  folglich 
auch  J. 

sin  3? 
Satz  8.     Die  Function  tgx  = wird  nur  für  diejenigen 

W^ertAe  van  z  unstetig^  für  welche  cosa:  gleich  Ö  wird^  also  für 

71         Zn         bn  j    j'     n      ^'        X  OOS:r 

:r  =  -+-  -->  -4-  --—}  H — -->  •  •  •?    und  dte  Function  cXjStx  =   —. — 

—  2    ""    2      ~   2  ^  sm:c 

wird  nur  für   diejenigen    Werthe    ton  x  unstetig^  für    welche 

sinjr  =  0  inrrf,  aUo  für  a:  =  0,  zb  ^j  =b  27r,  .... 

Der  Beweis  folgt  ohne  Weiteres  aus  den  Sätzen  5  und  7. 

Satz  9.     Die  Function  oF  ist  stefigfür  alle  endlichen  Werthe 
ton  X. 

Beweis.    Ffir  y^a*  ist 

x+«          «-a                          a'             /             1  \ 
J  =:  a      —  a       :=z  a''  ,a* j=ra*fa* jj- 

Nun  ist 

lima^  =  1,        lima*  =  1, 

folglich  wird  J  mit  S  und  £  zugleich  verschwindend  klein. 

Satz  10.     Die  Functionen  aresin 2:  und  arccoso:  sind  stetig, 
tcenn  —  1  <  ar  <  +  1  ist. 

Beweis.    Ist  y  =  arcsin^r  und  setzt  man 

u  =  arcsin(a:  +  «),    c  —  arcsin(2:  —  cJ), 
so  wird 

j  =  arcsin(:r  -\-  e)  —  arcsin(:r  —  d)  =  «  —  0. 
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Dabei  kann  man   d  und  e  so  klein  machen,    dass  anch 
—  l<z  —  d<x  +  e<+  1  ist.   Dies  giebt 

8intt  =  a:+€,    sinf?  =  T  —  d, 

wobei  u  nnd  v  so  gewählt  werden  müssen,  dass 

TT  ^     .     ^  TT     ^  .TT 

__<„<  +  _,    __<,<  +  _, 

also 

-^n<u  +  v<+  7t,     oder    —  Y^'Y"'^"*' T 
Nun  wird 

smw  — smtJ  =  d  +  €  =r  2sin( — - — \  cos  ( — ö^J' 


sm 


in(     ^     )= ;;; — ; — ;->  ^  =  M  — c  =  2arcsm  1 7-—V 

^   '   >    2c„,(!^')  MT)' 

da  cos( — T—\  von  0  verschieden  ist,  so  whtl — - — -  mit 

(J  und  €  verschwindend  klein,  also  auch  J. 

Dadurch  ist  die  Stetigkeit  der  Function  arcsin^:  bewiesen, 

aus  der  sich  auch  die  Stetigkeit  von  arccosa:  in  folgender  Weise 

ergiebt.    Es  sei 

y  =  arcsina:,    z  =  arccosa:, 

dann  wird 

X  —  siny  =  C0S2:. 

Hieraus  folgt 

25  =  — -  —  y ,    oder    ai'ccosa;  =  —  —  arcsina:, 

und  zwar  durchläuft  z  alle  Weithe  von  tt  bis  0,  wenn  y  alle 

7t  Tt 

Werthe  von  —  —  bis  +  ~  durchläuft. 

Sab  11.     Die  Functionen  arctga:  und  arcctga:  sind  für  alle 
endlichen   Werthe  von  x  stetig. 

Beweis.    Ist  y  =  arctg^r,  und  setzt  man 

u  =  arctg  {x  +  e),    t?  =  arctg(:c  —  d), 
so  wird 

J  =  arctg(a:  +  «)  —  arctg(a:  —  d)  =  u  —  v. 
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Dabei  kann  man  u  und  v  so  wählen,  dass 
ist.     Dies  giebt 

tg«  =  ^  +  *,     tgc=:rc  — (J, 
tjr  «  —  tet?  =  0  +  €  =  — ^ 't 

®  ^  COSW  C0S<7 

sin(w  —  t?)  =  (rf  +  «) .  cos«  cosr, 

j  z=zu  —  tJ  =  arcsin  [( J  +  «) .  cos«  cosr] , 

folglich  wird  J  mit  d  und  c  zugleich  verschwindend  klein. 

Aus  der  Stetigkeit  von  arctgx  ergiebt  sich  dann  auch  die 
Stetigkeit  von  arcctgrr  in  folgender  Weise.    Es  sei 

y  =  arctga:,    z  =  arcctga-, 
dann  wird 

ip  =  tgy  =  ctgz. 

Hieraus  tblgt 

x  ==  — —  y ,    oder    arcctga:  =  -5-  —  arctga-, 
und  zwar  durchläuft  z  alle  Werthe  von  /r  bis  0,  wenn  y  alle 

TT  TT 

Werthe  von   —  -5-  bis  +  —  durchläuft. 

Sab  12.  Die  Function  log:r  ist  stetig  für  alle  endlichen^ 
positiven  Werthe  von  x. 

Beweis.    Ist  y  =  loga:,  so  wird 

J  =  log(:r  +  e)  -  \os{x  -d)  =  log(j^)  =  log  (1  +  ^)- 
Da  nun 

lim  log  (l  +  -^^  =  log  1  =  0 

d  =  0  \  X--0/ 

ea=0 

ist,  so  wird  J  mit  d  und  e  zugleich  verschwindend  klein. 

Bei  den  folgenden  Betiachtungen  ist  es  von  gi-osser  Wichtig- 
keit, ob  die  Functionen,  mit  denen  man  operiit,  stetig  sind  oder 
nicht,  weil  die  meisten  Sätze,  die  hergeleitet  werden  sollen,  nur 
für  stetige  Functionen  gelten. 
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Satz  13.     Ist   die   ÜMction  f{x)  für  alle    Werths    con   x 
zwischen  z\  und  x^  reell  und  stetig j  und  ist 

/(^i)<0,    /(^2)>0, 

so  giebt  es  zwischen  X\  und  x^  mindestens  einen  Werth   von  Xy 
für  welchen  f{x)  gleich  0  wird. 

Beweis.    Am  leichtesten  erkennt  man  die  Richtigkeit  des 
Satzes  aus  der  geometrischen  Dai^tellung.    Setzt  man  nämlich 

so  entspricht  den  Coordinaten  xi,  yi  ein  Pnnkt  Fi  auf  der  nega- 
tiven Seite,  und  den  Coordinaten  a-s,  ys  entspricht  ein  Punkt  JP2 

auf  der  positiven  Seite  der  X-Axe 
^"'^''*  (vergl.   Fig.   18).     Da   nun   die 

Curve,  welche  der  Gleichung 
y  =f{x)  entspricht,  zwischen  den 
Punkten  Pi  und  P2  stetig  verläuft, 
so  muss  sie  die  X-Axe  zwischen 
den  Punkten  Qi  und  Q^  min- 
destens in  einem  Punkte  Q  schnei- 
den, um  von  der  negativen  Seite 
der  -X-Axe  auf  die  positive  zu 
gelangen.  OQ  =  x  ist  dann  der  Werth  von  x^  für  welchen 
f(x)  ==  0  wird. 

Man  kann  aber  den  Beweis  auch  unabhängig  von  der  geo- 
metrischen Darstellung  führen. 

Es  sei  3:2  >  a-i,  und  es  werde  die  Differenz  3^2  —  ari  in  zwei 
gleiche  Theile  h  getheilt,  so  dass 

X2  —  ari  =  2Ä,    oder    h  = '-^^ — - 

wird.    Ist  f{xi  -f  /i)  =  0 ,  so  ist  der  Satz  schon  bewiesen ;  ist 
dagegen  f{xi  +  h)  >  0,  so  setze  man 

^1  =3:3,    3-1  +  A  =  x^y 

und  ist  f{xi  -f  A)  <  0,  so  setze  man 

Xx  +  A  =  3*3,     ari  +  2A  =  a'2  =  .^4. 

In  beiden  Fällen  ist 

/(^3V<0,    /(.r4)>0. 
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wobei  aber  das  IntervaU  von  xz  bis  2*4  halb  so  gross  ist  wie 
das  zwischen  xt  und  jtz.    Setzt  man  jetzt 

3:4  —  ^a  =  2A„    oder    Ai  =  ^^-^^^j 

SO  ist  der  Satz  bewiesen,  wenn /(arg  +  Ai)  ==  0  wird.  Ist  da- 
gegen f(xz  +  ht)  >  0,  so  setze  man 

x^z  ==  ^5,     xz  +  hl  =  ar«, 

und  ist  f{xz  +  hi)  <  0,  so  setze  man 

«3  +  Äi  =  ^bj    ^8  +  2Äi  =  a?4  =  a-6. 
In  beiden  Fällen  ist 

/(^5)<0,     /(^6)>0, 

wobei  aber  das  Intervall  zwischen  ^5  und  x^  viermal  kleiner  ist 
als  das  Intervall  zwischen  xt  und  x^. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet  entweder 
/(a-2«- ,  +  An  - 1)  =  0,  oder 

/(^2n-fl)<0,     f(X2n^2)>0, 

wobei  das  Intervall  zwischen  ar2«  + 1  und  a-2n+2  (2")*®^  mal  kleiner 
ist  als  das  zwischen  xi  und  X2*  Da  aber  die  Function  für  die 
betrachteten  Weilhe  von  x  stetig  ist,  so  wii-d  der  Unterschied 
zwischen /(a-2rt+i)  und/(a:2»+2)  beliebig  klein,  wenn  man  nur 
n  hinreichend  gross  macht,  folglich  ist  erst  recht  der  Unterschied 
zwischen  0  und /(ir2«  + 1) ,  oder  zwischen  0  und  f{x2n-\.2)  be- 
liebig klein,  d.  h. 

lim  f{X2n^i)  =  lim  f(X2n-\.2)  =  0. 


ttasoo  Uss.00 


Der  Satz  gilt  auch  noch,  wenn 

fixi)>0    und  f{x2)<0 

ist.    Der  Beweis  wird  dann  in  ganz  ähnlicher  Weise  geführt 
wie  vorhin. 

Hieraus  erhält  man  unmittelbar  noch  folgenden  allgemeineren 

Satz  14.  Ist  die  Function  f{x)  für  alle  Werthe  von  x 
zwischen  Xi  und  X2  reell  und  stetig ^  so  toird  fipi)  jeden  Werth 
ztoischen  f{xi)  und  /{x^)  mittdestens  einmal  annehmen^  wenn  x 
alle  Werthe  zwischen  Xx  und  X2  durchläuft. 

Kiepert,  Differential'Rechnung  4 
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Beweis.  Ist  b  irgend  ein  Werth  zwischen /(xi)  und/(a-3), 
ist  also  entweder 

/(rO  <  b  <f{x,\ 

oder 

SO  bilde  man  die  Function 

F{x)  =/(t)  -  Ä, 

welche  zwischen  Xi  und  x^  stetig  ist  und  sicher  das  Zeichen 
wechselt. 

Für  F{x)  gelten  daher  genau  dieselben  Voraussetzungen  wie 
in  dem  vorigen  Satze  für  f{x).  Deshalb  giebt  es  in  dem  Inter\'all 
von  xi  bis  X2  mindestens  einen  Werth  von  x,  für  welchen  F{r) 
gleich  0  wird.    Dieser  Werth  sei  a,  dann  ist 

F{a)=f{a)-b  =  0, 
also 

was  zu  beweisen  war. 


HttlfssStze  ans  der  algebraischen  Analysis. 


§  9. 

Der  binomische  Lehrsatz  für  positive,  ganzzahlige 

Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  6—10.) 

Es  sei 

.,  .  /n\      u{n—l)(n  —  2)...(n  —  k+l) 

^  ^^  W""  1.2.3...Ä 

wo  /*  eine  positive^  ganze  Zahl  sein  möge,  während  n  auch  negativ 
and  gebrochen  sein  darf;  dann  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Sttz  1. 

G)+G  -  i)=C  t  ')■ 

Der  Beweis  möge  zunächst  fiir  einige  besondere  Fälle  duich- 
geführt  werden. 

1.  Beispiel.    Es  ist 

8 
3 


/10\      /10\        10.9.8.7        10.9. 
U  /■^V3/         1.2.3.4  "•"  1.2.: 


10.9.8.7       10.9.8.4 
1  .2.3.4  "^   1.2.3.4 


_  10.9.8(7  +  4)  _  11.10.9.8  _/ll\ 
1.2.3.4     "  1.2.3.4  ^\  4/ 


4* 


52   §  9.  Der  binomische  Lehrsatz  ^  positive,  ganzzahlige  Exponenteo. 

2.  Beispiel.    Es  ist 

/9\      /9\       9.8,7.6.5.4.8        9.8.7.6.5.4 
\7/*^\6/"~  1.2. 3. 4. 5. 6. 7  "^1.2. 3. 4. 5. 6 


9.8.7.6.5.4.3,    9.8.7.6.5.4.7 

+ 


1.2.3.4.5.6. 7   '    1.2.3.4.5.6. 7 

9.8.7.6.5.4(3-f7)_  10.9.8.7.6.5.4 
""     1.2.3.4.5.6.7     ""  1.2.3.4.5.6.7 


=C,") 


Allgemeiner  Beweis.    Es  ist 

(n\     /    n    \      w(w  —  1) . . .  (w  — X;  +  2)  (n  —  A  +  1) 
W     U—  1/  1 .  2  . . .  (A  —  1)A 

n{n—i)..  .(;i— A  +  2) 
"^  1.2...  \fc—l) 

_  n{n  —  1) . . .  {n—k+2)  {n  —k+1) 
~  1.2...(A  — 1)A- 

n{n  —  l)...{n—X:  +  2)k 
"•"  1.2...(Ä  — 1)A 

_  n(n  —  l)  ...{n  —k  +  2)  (n—k+  l  +  k) 
""  1 .  2  .  3  . . .  (A  —  l)/fc 

_  in+l)n{n—l),..(;n+l—k+l)  _/n+l\ 
1.2.3...(A— 1)A  ""\    k    y 

Ist  n  eine  positive,  ganze  Zahl,  so  folgt  aus  Gleichung  (1.) 
unmittelbar  noch  der  folgende  Sab  2: 

Auch  hier  möge  der  Beweis  des  Satzes  zunächst  durch  ein 
Zahlenbeispiel  erläutert  werden.    Es  ist 

8.7.6.5.4       8.7.6.5.4      3.2.1 


/8\       8  .7.6.5.  4_8.7.6.5. 
\5/      1.2. 3. 4.  5""  1.2. 3. 4. 


5      1.2.3 
8.7.6       5.4.3.2.1 


1.2.3 


5.4.3.2.1  _  8.7.6  _/8\ 
1.2.3.4.5  "■   1.2.3  ^\3/ 
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Allgemeiner  Beweis.    Es  ist 

/n\_n{n—l){n—2)...{n—i+l) 
U/  1.2.3...* 

^  n{n—l)(n—2)...(n—k+l)(n—i)(n  —  k—i)...S.2.1 
1.2.3...it  '  1.2.3...(«  —  *) 

^  n  (n  —  1)  (w  —  2)  . . .  (*  +  1)   *(*  --  1)  . . .  3  .  2  . 1 
1 .  2  .  3  . . .  (»  —  *)  ■  1  .  2  .  3  . . .  (*  —  1)A 

_n(n—i){n  —  2)...(k+l) 
""  1.2.3...(«— *)  ' 

oder,  da  *  + 1  gleich  n  —  (n  —  *)  + 1  ist, 

GM»-*}  ^ 

Der  Gleichung  (3.)  entsprechend,  setze  man 

0=0=  -• 

dann  gilt  die  Grleichung  (2.)  auch  noch  für  A  =  1,  d.  h.  es  wird 

<-•»•      0+0=r+'  =  T^=Ct> 

Satz  3.     Wenn  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist  so  tvird 
(4.)         (1 +.).  =  ! +(^).  +  ('^).«+(-);^  +  ... 

Beweis.  Der  Satz  ist  sicher  richtig  für  m=l,  2,  3,  denn 
man  erhält  der  Beihe  nach 

(1  +  xy=zi  +  x, 

{l+xy==l  +  2x  +  x^==^l  +Q)^  +  Q)^', 

[i  +  xy  =^l  +  Bx  +  Sx*  +  a^^l+  Q^x  +  (2)^'  +  (3)^- 

Dass  die  Gleichung  (4.)  aUgemein  richtig  ist,  wenn  m 
irgend  eine  positive,  ganze  Zahl  ist,  findet  man  durch  den 
Schloss   von  n  auf  n  +  1 ;  d.  h.  man  setzt  voraus,  dass  sie  für 
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einen  bestinunten  Werth  von  m,  nämlich  für  m  glekdi  »,  richtig 
sei,  und  zeigt,  dass  sie  dann  auch  flir  m  gleich  i»  +1  richtig  ist. 
Aus  der  Gleichung 

(.+.).=.+(»>+gy+...+(^j«.-.+(»y+... 

folgt  durch  Mnltiplication  mit  l  +  z 

(5.)     (l  +  :c)»+»  = 

'+(">+(2)-+-<A)'*-<*y+- 

nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2.)  und  (2  a.) 

0  +  0  <V} 


o  =c:i)-^ 

folglich  erhält  man  dadurch,  dass  man  auf  der  rechten  Seite  in 
Gleichung  (5.)  die  unter  einanderstehenden  Glieder  yeremigt, 

(5a.)     {l+x)-^^=l+(^'^^y  +  (^'^^^x'  +  ... 

Gilt  also  der  vorstehende  Satz,  welcher  der  binomische  Lehr- 
satz genannt  wird,  &r  m  =  S,  so  gilt  er  auch  für  m  =  4,  und 
daraus  folgt  wieder,  dass  er  auch  für  m  =  b  gilt.  So  kann  man 
fortfahren  und  die  Gültigkeit  des  Satzes  füi*  alle  Fälle  beweisen, 
in  denen  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 


§  9.   Der  binomische  Lehrsatz  för  positive,  ganzzahlige  Exponenten.  55 

Bemerkvsgen. 

1.  Es  wird  später  gezeigt  werden,  dass  die  Gleichung 

(l  +  x)«-l  +  ('j)ar  +  (2)^-|-(3)«3+... 

unter  der  Voraussetzung 

-l<x <+l 

auch  noch  richtig  bleibt,  wenn  »i  keine  pasUive,  ganze  Zahl  ist.  In 
dem  Falle  aber,  wo  m  eine  po$itice,  gebrochetUy  oder  eine  negative  (ganze 
oder  gebrochene)  Zahl  ist,  hat  die  rechte  Seite  eine  unendliche  Anzahl 
von  Gliedern  und  ist  ein  besonderer  Fall  der  2'ayZor'schen  Beihe. 

2.  Die  Coefficienten  in  der  Entwickelung  von  (1  +  ^)^*  ^^^  ^^^ 
Grössen 


©•  G>  G) 


werden  die  zur  Zahl  m  gehörigen  Binrnnial- Coejficienten  genannt. 

3.    Das  Product  aller  ganzen  Zahlen  von  1  bis  k  wird  k-Fakultüt 
genannt  imd  mit  k\  bezeichnet    Es  ist  daher 

Ä!  — 1.2.3. ..(Ä;—1)Ä; 
da 

(jk  — 1)!-b1.2.3...(*  —  1) 

ist,  so  besteht  die  Gleichung 

Ä!  — (Ä  — 1)!Aj. 

Durch  Anwendung  der  Formel  [vergl.  Gleichung  (3.)] 

\A)^\m  —  k) 

kann  man,  immer  unter  der  Voraussetzung,  dass  m  eine  positive, 
ganze  Zahl  ist,  die  Gleichung  (4.)  noch  auf  eine  einfachere 
Form  biingen;  es  wird  nämlich 

C)-.  C!10=(T).   (»-.)=(").-• 

and  deshalb 

(6.)  (1  +  a-)"  = 

^  +GV(2y +-+(2y"+(T)^"*" +^- 

Es  sind  also  je  zwei  Coefficienten  in  der  Enttcickelung  nach 
dem  binomischen  Lehrsätze  einander  gleich^  wenn  sie  zu  Gliedern 
gehören ,  ton  denen  das  eine  ebenso  weit  vom  Anfange  wie  das 
andere  vom  Ende  abzieht. 
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Beispiele. 

(1  +  ;c)*  =  1  +  4a:  +  6^2  +  42»  +  x^, 

(1  +  ;r)ö  =  1  +  5a:  +  lOx«  +  lOa:»  +  5j*  +  x\ 

(1  +  a:)«  =  1  +  6a:  +  152^  +  20a:»  +  15a*  +  Öa:»  +  a:«, 

(1  +  ar)^  =  1  +  7a:  +  21a^  +  85a:3  +  35^  +  21a:«  +  7a«  +  x\ 

Setzt  man  in  Gleichung  (6.) 

b 

a:  =  — 
a 

und  multiplicirt  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  a"*,  so  erhält 
man 


oder 

(7.)       (a  +  by  =  a-  +  fj")  a--»  i  +  CT)  «*"''  *'  +  -.. 


+ 


(2)'*^^"*"'  "^  (^)a**'*"'  +  *•*. 


Satz  4.     Die  Potetiz  eines  unächten  Bruches  wird  beliebig 
gross^  we?in  man  den  Expwietiien  hinreichend  gross  macht. 

Beweis.    Es  sei 

i  >  a  >  0,     also     b  —  a  =  c>0,     i^a  +  c, 

b  c 

dann  ist  —  ein  unächter  Bruch.    Bezeichnet  man  -  mit  x,   so 
a  a  ' 

ist  X  gleichfalls  positiv^  und  man  erhält 


-  = =  1  +  -  =  1  +  a-, 

a  a  a 


0=( 


l+a:)'»  =  l  +  y^+-Y2    •'  +         1.2.3 ^^ 


folglich  ist 
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denn  die  Gheder  — \—t — -  x\    --^ — roo a?^  . .  .  sind 

alle  positiy,  wenn  m  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 

Da  man  nun  aber  durch  Vergi  össerung  von  m  den  Aus- 
druck 1  +  mx  beliebig  gross  machen  kann,  so  wird  f  —  j  für 

Jünreichend  grosse  Werthe  von  m  erst  recht  beliebig  gross, 
oder  mit  anderen  Worten: 

Wird  m  unendlich  grosa^  so  toird  auch  l  —  \    unendlich  gross. 

Satz  5.     Die  Potenz  eines  ächten  Bruches  unrd  beliebig  klein^ 
Kenn  num  den  Exponenten  hinreichend  gross  rmicht. 

Beweis.    Es  sei  jetzt 

a>*>0,     also     a  — *  =  rf>0,     a=zb  +  dj 

dam  ist  —  ein  ächter  Bnich.    Bezeichnet  man  t-  mit  x,   so  ist 
a  b 

X  gleichfalls  positiv,  und  man  erhält 

b         b  1  1 


a       b  +d       *    . d       1 +  X 


Kaj^Kx-^-x)"  {l  +  xy 


Nun  ist  wieder,  wie  vorhin 

(1  +  x)"^  >  1  +  mar, 
also 

Da   man  nun  aber  durch  Vergrösserung  von  m  den  Aus- 
drack  l  +  mx  beliebig  gross,  also  -— beliebig  klein  machen 

—  \  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  m  ei-st 
m;ht  beliebig  klein,  oder  mit  anderen  Worten: 

-j  unendlich  klein. 
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Die  Sätze  4  und  5  sind  zunächst  unter  der  Voranssetzuni 
bewiesen  worden,  dass  -  posMo  ist,  weil  aber 

(-.)■=  <-»-e)"=-©" 

wird,  so  g€jten  sie  auch  noch,  wenn  -  negatio  ist 


§  10. 

Geometrische  Progressionen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  11,  IIa  und  12.) 

Die  Reihe  der  Zahlen 

Aj  Ap^  Ap^^ . .  •  Ap**'^ 

heisst  eine  geometrische  Reihe  oder  geometrische  Progression.  Di€ 
Anzahl  ihrer  Glieder  beträgt  n\  die  Summe  derselben  ist  leicU 
zu  bilden.    Setzt  man  nämlich 

(1.)  Sz=  A  +Ap  +Ap'^  +  ...  +Ap*'-\ 

so  wird 

pS-  Ap+Ap^  +  ...  +  Ap^'-^+Ap'^, 

also 

S  —  pS=  S{1  —p)  =  A  —Ap'', 

(2.)  ^=-^(/-P"). 

1  P 

Beispiel.    Es  sei 
dann  wird 

Noch  leichter  findet  man  dieses  Resultat  in  folgender  Weise. 
Es  ist 

Sx  =  :r.T,'»-«  +  x^Xi""-^  +  .  . .  +  x'^-^Ji  +  :r«, 

also 
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Sxi  —  Ar  =  5(^1  —  ir)  =  ^i"  —  ar*, 
oder 

(4.)  Ä  =  ^l ^• 

Bisher  war  stQlschweigend  vorausgesetzt  worden«  dass  n  eine 
endliche  (positive,  ganze)  Zahl  ist.  Wenn  aber  p  ein  ächter 
Brach  ist,  so  beh&lt  S  auch  noch  eine  bestimmte  Bedeutung, 
wenn  n  unendlich  gross  wird.  Es  ist  dann  n&mlich  nach  Satz  5 
des  vorhergehenden  Paragraphen 

lim  />*  s=  0, 


folglich  wird 

(5.)  Ä=     ^ 


^-P 


Mspiele.    l)  Es  ist 


i+|+^+---+ 


>»-! 


F-ha)'} 


wächst  n  in's  Unbegrenzte,   so  wird  lim  (—)  =  0,  also 


^+l  +  T  +  ^+-  =  2- 


2)  Es  ist 


3 
Wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim  T- j  =  0,  also 


^3^9  ^27^ 2 
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3)  Es  ist 

0,7777. ..  =  ^+j^  +  ...+y^ 


^-ib-m 


10 

1  — 

10 


wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  wird  lim  ( — )  =  0,    also 


0,777  . . .  =  ^ 


Bemerkung* 

Die  Summe 

S 'm  A  -^^  Ap  +  Ap^  +  ..  .in  inf. 

hat  unendlich  viele  Glieder,  aber  trotzdem  einen  endlichen  Werth.  Man 
nennt  eine  solche  Summe  mit  unendlich  vielen  Gliedern,  welche  trotzdem 
einen  bestimmten,  endlichen  Werth  hat,  eine  canvergenU  (unendliche)  Reihe. 
Später  wird  noch  austtlhrlich  von  der  Convergenz  der  Reihen  die  Rede 
sein. 


§   11- 

Erklärung  der  Zahl  e. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  13  und  14 ) 

Setzt  man  in  der  Oleichung 

^    „(n-l){n-2)...{n  —  i+l)^^  ^   ^ 

X  gleich  -?  so  erhält  man 

(1.)  (i  /lY=i,.^.1+^(^4+»(->-iK«-2).^^^,, 

^^\        n/  In         1.2       n^  1.2.3  rr 

n{n—l)(n  —  2)...(n  —  k+l)    1 
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^1^  1.2  ^  1.2.8         ^•" 

,0-^)(-l)-0-^),.... 

Es  soll  nun  der  Werth  von  (l  +  -  j bestimmt  werden,  wenn 

»  unendlich  gross  wird,  wobei  aber  n  zunächst  auf  positive,  ganz- 
zahlige  Werthe  beschränkt  sein  möge. 

Bezeichnet  man  den  gesuchten  Grenzwerth  mit  e^  so  ist  also 

(2.)  tf  =  lim  fl  +  iy. 

Zur  Berechnung  dieses  Grenzwei*thes  trenne  man  auf  der 
rechten  Seite  von  Gleichung  (1.)  die  ersten  A  + 1  Glieder  ab 
und  nenne  ihre  Summe  Sk^  während  die  Summe  aller  übrigen 
Glieder  Su  heissen  möge;  es  ist  dann 


i.-.T.04)(-|) 


(3.)   ^*=i  +  r+T:2-+     1:2.8     +'•• 


+ 


(._i)(._i)...(,_i^) 


X«M*d*««/» 


(±\      ^*  _\        n)\        n)        \  n     )\        n)  ^ 

^^'^     '^^  "  1.2.3...>t(>i  +  l)  ■^••• 

und 

(5.)  <?  =  lim5';k+lim5'jk'. 

n=oo  H=oo 

Unter  der  Voraussetzung,   dass  k  eine  endliche  Zahl  ist, 
werden  die  Grössen 

1       2       3  k  —  l 

—  >    — ,    __  ,    ... 

n       n       n  n 

sämmtlich   unendlich  klein,   wenn  n  unendlich  gross  wird;   die 
Factoren 
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,1,23  l-l 

n  n  n  n 

werden  deshalb  alle  gleich  1,  so  dass  man  erhält 
lim  Ä*  =  1  +  1  +  — !—  +  ,    l   ,  +  . . .  +  ^ 


1    •     1.2     ■    1.2.3''     1  .  2  .  3  . . .  >& 
oder 

(6.)  imiS*=l+^  +  |j+^ +  ...+  — 

Denselben  Schluss  darf  man  aber  nicht  bei  sämmtlichen 
Gliedern  von  Sk  machen,  denn  in  den  späteren  Gliedern  von 
Sk'  hat  der  Zähler  auch  Factoren  von  der  Form 

1-^, 

bei  denen  nicht  nur  n  unendlich  gross  wiixi,   sondern  auch  m. 

Ist  z.  B.  m  gleich  \n,  so  wird  stets,  wie  gross  auch  n  werden 

mag, 

- m  __    1==1- 

n  ""  2       2  ' 

und  ist  m>  -?  so  wird  sogar  lim— >~>  also 

2  ^  n      2 


lim(l-^)<i 

n«oo\  »/        2 


Wollte  man  daher  auch  bei  den  sämmtlichen  Gliedern  von 
Sk'  die  Factoren  der  Zähler  alle  gleich  1  setzen,  so  würde  man 
die  Zähler  zu  gross  machen.  Setzt  man  trotzdeni  die  Factoren 
der  Zähler  alle  gleich  1,  so  wird  aus  der  Gleichung  (4.)  eine 
Ungleichung,  nämlich 

(7.)         lm5»'<p-p^  +  ^^-j-2)j  +  pqr3)!  +  --" 

oder,  weil 

(k  +  2)\  =  {k  +  1)1  {A  +  2), 

(*  +  3)!=(Ä  +  l)!  {k  +  2){k  +  S), 


ist, 

(7a.)  UmS,' <j^^[l  +  rT2  +  ik  +  2)\i+S)  +  "] 
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Non  ist  aber 


1  1 


folglich  wird  die  Ungleichung  (7a.)  noch  verstärkt,   wenn  man 
statt   ,   .  ^ >     .,   .  .s,  statt  /:,   ■  ^w.  .  .^v »  •  • '    setzt. 


iK 


X+l"*^      A  +  2       (*+l)*  (*  +  2)(A  +  3) 

(dadurch  erhält  man 

Der  Ausdnick  in  der  eckigen  Klammer  ist  hierbei  eine 
geometrische  Progression 

1+P+P^  +  P^  +  '^', 
die  sich  bis  ins  Unendliche  erstreckt,   deren  Summe  sich  aber 
leicht  bilden  lässt,  weil 

ist;  und   zwar  wii'd  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  diese 
Somme  gleich 

1  1  *  +  1 

k  +  l 
Daraas  folgt 

U^  OS  ^        1  ^'+1 

oder,  da  {k  +  l)!  gleich  k\  (k  +  1)  ist, 
(10.)  lim*S*'<-p-y 

Nach  Gleichung  (5.)  ist  daher 
ai.)  limÄ*  <(9<lim^A+     ^ 


NSOO  ItsOO 


k\     k 


Nun  wii'd  aber  für  hinreichend  giosse  Werthe  von  k  die 

Grösse  -77-7-  beliebig  klein,  so  dass  man  e  zwischen  zwei  Grenzen 
gebi-acht  hat,  die  einander  beliebig  nahe  liegen;  ja  diese  Grenzen 
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fallen  sogar  znsammen,  wenn  man  jetzt  auch  k  xmmSiich  gros 
werden  Iftsst.    E^s  ist  daher 


(12.) 


=lim(n-i)"=  1 +1  +  1+ j5  +  ...in  inf. 


Kommt  es  nur  darauf  an,  die  Zahl  e  bis  auf  eine  bestimmt) 
Anzahl  von  Decimalstellen  genau  zu  berechnen,  so  gentigei 
schon  yerhältnissm&ssig  wenige  Glieder  der  Reibe  auf  der  rechte] 
Seite  von  Oleichung  (12.).  Will  man  z.  B.  e  bis  auf  10  Decimal! 
stellen  genau  finden,  so  genügen  schon  die  ersten  16  Glieder  de 
Reihe.  ^Es  ist  nämlich,  wenn  man  zunächst  12  Dedmalst^ellei 
berücksichtigt, 

1  +  1:1!    =2 

1:2!    =0,5 

1:3!    =0,166  666  666  667 

1:4!    =0,041666  666  667 

1:5!    =0,008  333  333  333 

1:6!    =0,001388  888  889  I 

1:7!    =0,000  198  412  698 

1:8!    =0,000  024  801587 

1:9!    =0,000  002  755  732 

1  :  10!  =  0,000-000  275  573 

1  :  11!  =  0,000  000  025  052 

1  :  12!  =  0,000  000  002  088 

1  :  13!  =  0,000  000  000161 

1  :  14!  =  0,000  000  000  011 

1:15!  =  0,000  000  000  001 
also 
(13.)  e  =  2,718  281  828  459 

Hierdurch  ist  e  ohne  Zweifel  auf  10  Decimalstellen  genau 
berechnet,  denn  der  Unterschied  zwischen  e  und  der  Summe 

15! 
ist  (unter  Berücksichtigung  von  14  Decimalstellen) 


'  +  h+l+h  +  -  + 


§  11.   £rklärang  der  Zahl  e.  65 

lim  iS",5  <        ^^        =  0,000  000  000  000  05 

•tflBoo  15.   15 

und  kommt  daher  bei  den  ei^sten  12  Decimalstellen  nicht  in 
Betracht.  Dagegen  können  die  11*«  und  die  12**  Decimalstelle 
dadurch  fehlerhaft  geworden  sein,  dass  bei  Summirong  der  16 
Glieder  die  auf  die  12*'  Decimalstelle  folgenden  Stellen  vernach- 
lässigt worden  sind.  Dieser  Fehler  ist  aber  bei  jedem  der 
Glieder  in  der  12^*"  Decimalstelle  kleiner  als  i,  so  dass  der 
Gesammtfehler  kleiner  als 

16.1  =  8 

sein  muss.  Im  Allgemeinen  wird  der  gesanunte  Fehler,  welcher 
bei  solchen  Rechnungen  durch  Fortlassung  der  späteren  Decimal- 
steDen  begangen  wird,  noch  viel  kleiner  sein,  als  das  hier  an- 
gedeutete Verfahi'en  ergeben  würde,  weil  die  einzelnen  Fehler 
verschiedenes  Zeichen  haben  und  sich  in  Folge  dessen  wenigstens 
theilweise  gegen  einander  fortheben. 

In  der  soeben  ausgeführten  Berechnung  der  Zahl  e  ist  z.  B. 
der  gesammte  Fehler  bei  der  12**"  Decimalstelle  nicht  8,  sondern 
0,  wie  sich  aus  der  Berücksichtigung  der  späteren  Decimalstellen 
ergiebt.  Die  Gleichung  (13.)  enthält  daher  die  Zahl  e  bis  auf 
12  Decimalstellen  genau. 

Es  war  vorlün  angenommen  worden,  dass  n  eine  positive, 
ganze  Zahl  sei.  Von  dieser  Voraussetzung  kann  man  sich  noch 
frei  machen.  Liegt  nämlich  n  zw^ischen  den  positiven  ganzen 
Zahlen  w  und  w  +  1,  ist  also 

w  <  w  <  m  -f  1, 

Si>  wird 


'>i> ' 


und 


m      n      m  -{- 1 


l-h->l  +  ->l  + 


m  71  m-f  1 

Da  die  Potenz  eines  unächten  Bruches  mit  dem  Exponenten 
zugleich  wächst,  so  wird 
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n 
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,  ^  I  (-r'>o+i)">o+^)" 

I  0+^)->(-;;r^)>('+;rii)- 

Nun  ist 

lim  (\  +  ^T"*"'  =  lim  f  1  +  -V  lim  f  1  +  -T=  e, 

i/i=oo  \  W»/  ,ii=oo  \  W?/     «,-oo\  »W/ 

(1     V"                     l                    /             1     V""*"^ 
1  +  — TT )  =  ^"^ \ lim  (  H TT  )      =  ^» 

"*"m  +  l 
folglich  gehen  die  Ungleichungen  (14.)  über  in 

(14a.)  e^lim(l  +  iy 

oder 

Die  ZaM  e  spielt  eine  sehr  wichtige  Rolle  in  der  höheren 
Mathematik;  sie  ist  die  Basis  der  sogenannten  natürlichen 
Logarithmen.  Welche  Vorzüge  das  Logarithmen -System  mit 
dieser  Basis  besitzt,  soll  an  einer  späteren  Stelle  gezeigt  werden. 

Man  hätte  übrigens  die  Zahl  e  auch  durch  die  Gleichung 

^  =  lim  fl— ^T** 
fi=oo  \        n; 

erklären  können.    Es  ist  nämlich 

('-^)""=(^7'=(;r^-i)" 

oder,  wenn  man  n  —  1  gleich  m  setzt. 

Wird  n  unendlich  gross,  so  gilt  dasselbe  von  m,  folglich  ist 
lim   f  1  —  iy  =  lim  (\  +  -Vi  +  1T=  lim  (\  +  ~T=  e. 
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Satz.  Die  Zahl  e  ist  keine  rationale  Zahl,  d.  h.  es  ist  nicht 
möglichy  e  auf  die  Form  -r  zu  bringen ,  so  dass  k  und  l  ganze 
Zahlen  sind. 

Beweis.    Wäre 

l_    l(k -1)1   _l(k—i)l 

so  wäre  nach  Ungleichung  (11.) 

1     J^  1      /(^•— 1)!  ^,.1,1,        ,1,     1 

oder,  wenn  man  diese  doppelte  Ungleichung  mit  kl  mulüplicirt 
und  die  ganze  Zahl 

•"^  l\'^2\^'"^  {k—iy.'^kl 


mit  A  bezeichnet, 


oder 


^<;(*-l)!<^+r' 


0<l(k  —  l)\  —  A<]: 


Es  müsste  also  zwischen  0  und  j  noch  eine  positive  ganze 
Zahl  l(k  —  1)1  —  A  liegen,  und  das  ist  unmöglich. 


r  ■»• 


Differential-Bechnung. 


Erster  Theil. 
Fnnetionen  von  einer  unabhängigen  Veränderlichen. 


I.  Abschnitt. 

Erklärung  und  Bildung  der  Dlfferential- 

Quotfenten. 

§  12. 

Bildung  des  Differential-Quotienten  einer  stetigen  Function 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  15.) 

Es  sei  die  Function 

(1.)  y  =/(^) 

für  die  betrachteten  Werthe  der  unabhängigen  Veränderlichen 
X  (des  Argumentes)  sietig.    Setzt  man  also 

(2.)  yi  =/(^i), 

so  sollen  die  Differenzen 

(3.)  ÄTi  —  x-=  Jx     und    yi  —  y  =  Jy 

gleichzeitig  verschwindend  klein  werden.    Den  Quotienten  dieser 
Differenzen  Jx  und  ^y,  nämlich 

(4.)  ^^il^zZl, 

Jx       .r  i —  X 
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nennt  man  Dt^erenzen-Quotient  Werden  jetzt  Jx  und  Jy  ver- 
schwindend klein,  so  nennt  man  sie  Differentiale  und  bezeichnet 
sie  mit  dx  und  dy.    Es  ist  also 

dx=^\{mJx^    dy  =:hmJy. 

Dabei  geht  der  Differenzen-Quotient  über  in  den  Differential- 
Quotienten,  nämlich  in 

(5.)  :^  =  lim  -^  =  lim    ^'~^  » 

ax      jx^^^^       *,=  *    ^1 — X 

Beispiel  1.    Es  sei 

y  =  x^,     also    y^  =  xC'^ 
dann  wird 

= =  Ti  +  r, 

X\ X  Xi X 

$^  =  lim  (xi  +  x)  =  2x. 

dx         r,^ 

Beispiel  2.    Es  sei 

y  =  a:3,     also     yx  =  Xx^^ 

dann  wird 

y\—y  _  Tx^—^  -  ^  2  .  ^  ^  .  ^2 

=  — ^— ^—  =:  Xx     -r  ^1'^  "T  ^1 

ort — X         Xx — X 

4-  =  lim  (t^  +  xxx  +  0:2)  ^  3^2^ 
dx     -r,=x 

In  den  meisten  Fällen,  in  denen  y  eine  stetige  Function  von 
X  ist ,   wird  es   möglich  sein ,  ^ »   d.  h.   den  Grenzwerth   von 

— — -  za  bestimmen.    Es  giebt  aber  auch  Functionen,   die  fiir 

Xx X 

einzelne  oder  für  unendlich  viele  Werthe  von  x  nicht  differen- 

tiirbar  sind,  d.  h.  es  giebt  Fälle,  in  denen  -r  ^^nen  bestimmten^ 

dx 

endlichen  Werth  hat.    Ist  z.  B.  y  =  ;rsin(  —  )i  so  wird,  wie  sich 

zeigen  lässt,  -~  für  a:  =  0  unbestimmt,   obgleich  die  Function 

ctx 

selbst  für  diesen  Werth  von  x  noch  stetig  ist. 
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In  den  hier  folgenden  Untersuchongen  werden  aber  nur 
Functionen  in  Betracht  kommen,  welche  diffei^ntürbar  sind. 

Die  Gleichungen  (4.)  und  (5.),  durch  welche  der  Differenzen' 
Quotient  und  der  Differential' Quotient  erklärt  werden,  kann 
man  noch  auf  eine  etwas  andere  Form  bringen.  Mit  Rflcksicht 
auf  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  erhält  man  zunächst 

(5a.)  ^  =  ^  =  m/MziZR. 

Aus  den  Gleichungen  (3.)  folgt  femer 

dies  giebt 

(4b.) 


Jx         Jx  Jx 

dy  ^  äf{x)  ^  j.     f(x  +  ^x)-f{x) 


(5b.)  -j-  =      ,   ^  =  lim  . 

dx         dx        ^j.=o  ^x 


BemerknngOD. 

Der  Anfänger  möge  noch  besonders  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dass  in  den  Ausdrücken  Jx  und  Jy  das  Zeichen  J  nicht  von 
jT  oder  von  y  getrennt  werden  darf,  denn  Jx  und  Jy  sind  nicht  etwa 
Producte  von  J  und  x  oder  von  J  und  y,  sondern  sie  sind  Symbole, 
welche  die  gleichzeitigen  Zunahmen  von  x  und  y  bezeichnen. 

Aehnliches  gilt  auch  von  den  Differentialen  Ax  und  dy.  Dabei  ist 
noch  zu  beachten,  dass  die  Differentiale  dx  und  dy  immer  mit  einem 
yeraäen  d  (nicht  mit  einem  ge»chtoung»ntr*  S)  geschrieben  werden,  weil 
die  Symbole  Sx  und  dy  später  in  einer  etwas  anderen  Bedeutung  benutzt 
werden  sollen.  Ebenso  haben  die  Bezeichnungeü  cTx  und  dy  eine  andere 
Bedeutung  wie  dx  und  dy. 

Der  Dffe7'ential'  Quotient  -^  einer  entwickelten  J^nction 
y:=:f(x)    ist   also    der    Grenzice^th^    welchem   sich    der    Bruch 

-— r —  nähert,  wenn  Jx  unendlich  klein  fcird, 

ax 

Um  anzudeuten,  dass  -j-  gleichfalls  eine  Function  von  x 
ist,  bezeichnet  man  dieselbe  gewöhnlich  mit/'(ar);  es  ist  daher 
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(6.)  |=>"(^>- 

Die  Function/'(j-)  nennt  man  im  Gegensatz  zu  der  orsprfing- 
lichen  Function  y*(x)  die  abgeleitete  IkncHon  oder  die  Ableitung 
Yonf(x). 

In  derselben  Weise,  wie  f'{z)  erklärt  ist  durch  die  Gleichung 

f\x)  =  hm-^  ^  / — =^-^^  j 

werden  auch  die  Ableitungen  der  Functionen  F{x\  y(x)  u.  s.  w. 
erklärt.    Es  ist  daher 

(7.)  Pix)  =  hm  -^^ -£ 5^, 


^xsO 


Jx 


(8.)  g.'(^)  =  lim  y  (^  +  ^j)  -  » (x)^ 

u.  s.  w. 

Hervorzuheben  ist  noch,  dass  bei  dieser  Erklärung  des 
Differential-Quotienten  die  Glosse  Jx  nach  Belieben  positiv  oder 
negativ  vorausgesetzt  werden  darf.  Man  hätte  also  mit  dem- 
selben Rechte /'(j-)  durch  die  Gleichung 

erklären  können.  Im  Allgemeinen  wird  man  auch  beide  Male 
föx  f\x)  denselben  Ausdruck  erhalten.  Setzt  man  nämlich  in 
diesem  Falle  x  —  Jx^  art,  so  wird  a:  =  xi  +  Jx^  also 

f(x  —  Jx)—f{x)      f{x,)  —f(T,  +  Jx)_f(xr  +  Jx)  —/(xQ 
— Jx  — Jx  Jx 

Dies  giebt 

^/ssO  Jx 

Jr=Q  ^X  XiSBX 

Man  erhält  daher,  wenn  die  Function  f*(x)  stetig  ist,  den- 
selben Werth  von  f\x)^  gleichviel  ob  man  Jx  positiv  oder 
negativ  wählt. 


72         §  13.    Geometrische  Deutung  des  Difierential -Quotienten. 


§  13. 

Geometrische  Deutung  des  Differential-Quotienten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  16.) 

Für  viele  Untersuchungen  ist  die  Bildung  des  Differenzen- 
Quotienten  und  des  Differential-Quotienten  von  grosser  Bedeutung:, 
um  zu  beurtheilen,  in  welchem  Verhältnisse  die  Aenderung  der 
Function  zu  der  Aenderung  des  Argumentes  steht.    Ist  z.  B. 

die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  19),  und  legt  man  durch  die 
benachbarten  Punkte  P  und  Px  eine  Secante  in  der  Kichtung  von 
P  nach  Px ,  welclie  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  den 
Winkel  ß  bildet,  dann  wird,  wie  schon  auf  Seite  24  gezeigt  wurde, 

Pü=  QQi=  OQx  —  OQ  —  Xi  —  x, 

RP,=   Q,P,—  QP=y,—y^ 


also 

(2.) 


''^=*«^«=^=,^- 


Fig.  19. 


Dabei  giebt  der  Differenzen- 
Quotient  ^*~^  ein    Mass    flu* 

Tx  —  X 

die  Steigung  der  Curve  vom 
Punkte  P  bis  zum  Punkte  P,, 
d.  h.  dieser  Ausdmck  giebt  an, 
in  welchem  Verhältnisse  die 
Zunahme  der  Ordinate  y  zur 
Zunahme  der  Abscisse  x  steht 
Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  Function  y  =f(x)  für 
den  beü-achteten  Werth  von  x  diflferentiirbar  ist,  nähert  sich  die 
Secante  PPi  einer  bestimmten  Grenzlage  TP,  wenn. der  Punkt 
Px  dem  Punkte  P  immer  näher  rückt  und  schliesslich  mit  diesem 
Punkte  zusammenfällt.  Eine  solche  Secante,  bei  der  zwei 
Schnittpunkte  in  einen  Punkt  P  zusammenfallen,  heisst  Tangente 
und  der  Rmkt  P  ihr  Berührungspunkt.  Bei  diesem  Grenz- 
übergange werden  die  Strecken 

PR  =  xx  —  X    und    RPx  =  yt  —  y 
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verschwindend  klein,  der  Winkel  ß  geht  in  den  Winkel  «  über, 
nnd  man  erhält  ans  Gleichung  (2.)  die  wichtige  Formel 


;^.) 


'*"=äS^=ä  =/■(". 


in  welcher  der  folgende  Satz  enthalten  ist: 

Satz  1 .  Der  D%ffm*etitial-  Quotient  ist  gleich  der  trigonometrischen 
Tangente  desjenigen  Winkels  a^  welchen  die  geometrische  Tangente 
im  (Jurvenpunkte  P  mit  der  positicen  Richtung  der  X-Axe  bildet^ 
wenn  y  :=f(x)  die  Gleichung  der  Curve  ist,  und  der  Punkt  P 
die  Coordinaten  x  und  y  h(U. 

Wenn  die  Curve  im  Punkte  P  steigt  ^  so  ist  «  ein  spitzer 
Winkel  (vergl.  Fig.  20),  also 


(4.) 


tg«  =  ^>0; 

Fig.  20. 


und  wenn  die  Curve  im  Punkte  P*  fällt^  so  ist  a'  ein  stumpfer 
Winkel  (vergl.  Fig.  20),  also 


(5.) 


tg«'  =  g<0. 


(Dabei  sind  allerdings  nur  die  Winkel  zwischen  0®  und  180^ 
berücksichtigt,  weil  auch  nur  solche  Winkel  hier  in  Betracht 
kommen  können.) 

In  der  vorstehenden  Figur  20  ist  also  im  Punkte  P  der 

Differential-Quotient  ^  positiv,  im  Punkte  P'  dagegen  negativ. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Satz  2.  Wenn  eine  Fkinction  y=zf{x)  gleichzeitig  mit  x  zunimmt^ 
^0  ist  die  Ableitung  fllr  den  betrachteten  Werth  von  x  positiv  ,• 
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wenn  aber  die  Rmction  abnimmij  während  z  zunimmt^  so  ist 
die  Ableitung  für  den  betrachteten  Werth  von  x  negativ. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  kann  auch  unabhängig  von  der 
geometrischen  Deutung  des  Differential  -  Quotienten  gefuhil 
werden. 

Nimmt  nämlich  y  mit  x  gleichzeitig  zu,  so  wird 

xi  —  x>o,       yi  —  y>o, 
also  auch 

yi=:y>o. 

5*1 — X 

Dies  gilt,  wie  klein  auch  xi  —  x  werden  mag,  folglich  wd 
auch 

(4a.)  ^^lün^ilzy^O. 

ax      x,=j.  xi — X 

Hierbei  ist  das  Gleichheitszeichen  dem  Ungleichheitszeichen 
hinzugefügt,  weil  möglicher  Weise  der  Zuwachs  von  y  im  Ver- 
gleich zu  dem  Zuwachse  von  x  eine  verschwindend  kleine  Grösse 
höherer  Ordnung  ist. 

Nimmt  y  ab,  während  x  zunimmt,  so  wird 

a-i  —  a:  >  0,         yi  —  y  <  0, 
also 

2iiiy<o. 

Xi X 

Dies  gilt  gleichfalls ,  wie  klein  xi  —  x  auch  werden  mag. 
folglich  ist 

(5a.)  ^^u^yiny^o. 

ax       xx=x  ^i — z 

Von  dem  angegebenen  Satze  gilt  auch  die  Umkehrung: 
Satz  3,    Eine  Functio?^  nimmt  gleichzeitig  mit  x  zu  für  alle 

Werthe  von  Xy  für  welche  -~  positiv  ist,  und  die  Function  nimmt 

dy 
abf  während  x  zunimmt  j  für  alle  Werthe  von  x.  für  welche  -y 

negativ  ist. 

Der  Beweis  folgt  aus  Satz  2  selbst  ohne  Weiteres. 


also 
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§  14. 

Einige  Lehrsätze  Ober  Differential-Quotienten. 

(Vergleiche  die  Formel-Tabelle  Nr.  17—20 ) 
Satz  1.     Zwei   Fkitictioneny    welche   sich    con    einander    nur 
durch  eine  additive  Constanie  unterscheiden,  haben  dieselbe  Ab- 
leitung^ cL  h.  ist 

,p{x)  =f{x)  +  C, 

so  wird 

Beweis.    Ist 

so  wird 

ff.(x+Jx)^f{x+Jx)  +  C, 

g>{x  +  Jx)  —  (p  (x)  =f{x  +  Jx)  —fix), 

(f(r  +  Jx)  —  <r{x)  _f{x  +  Jx)  —fix) 
Jx  Jx 

( 1 . )    y'(ar)  =  hm -^ — - — — — ^-^-^  =  hnr— — ■ — y    -^  ^^^f\x). 

Bezeichnet  man/(a:)  mit  y,  so  wird 

und  die  Gleichung  (1.)  nimmt  die  Form  an 

da.)  d(xi  +  0_dy 

dx  dx 

Satz  2.  Wird  eine  Function  y  =/(^)  mit  einem  constanten 
Factor  A  muüiplicirtj  so  ist  die  Ableitung  dieses  Productes  gleich 
der  Ableitung  der  Function  y,  mulfiplicirt  mit  dem  Constanzen 
Factor  A,  d.  h.  es  ist 

d{Ay)_^dg 
dx  dx 

Beweis.    Setzt  man 

(p  (x)  =  Af{x\ 

80  wird 

€p  (x  +  Jx)  =  Af{x  +  Jx), 

also 
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^,(x  +  Jx)  -  ifix)  =  Af{x  +Jx)  -Af{x) 

=  A[f{x+Jx)-f{x)l 

(f(x  +  Jx)  ~  (p(x)  _  ^^f(x+Jx)—f{x)^ 
Jx  Jx 

oder,  wenn  man  Jx  unendlich  klein  werden  lässt, 

(2.)  if\x)=Af{x\ 

Bezeichnet  man  nun  wieder /(rr)  mit  y,  so  wird 

if\x)^Af(x)=Ay\ 

dadurch  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

Satz  3.  Die  Ableitanff  einer  Summe  von  zwei  (oder  von 
mehreren)  Functionen  ist  gleich  der  Summe  der  Ableitungen  der 
einzelnen  Functionen;  d.  h.  es  ist 

d{u  +  t?) du      dv 

dx  dx      dx 

Beweis.    Es  seien 

u  ==  y(.r)    und    V  =  ip(x) 
zwei  beliebige  Functionen  von  x,  und  es  sei 

y  =/(^)  =  «<  +  t?  =  <p{x)  +  ip{x). 
Es  wird  dann 

f(x  +Jx)  =  (f{x+  Jx)  +  ip(x  +  Jx), 

^y  =/(^  +^^)  —A^)  =  <r(^+^^)  —  9>(^) + V(^  +^^)  —  v<^), 

Jy (f(x+  Jx)  —  (f>(x)      iff(x  +  ^•^)  —  U^  (^) 

Jx  Jx  Jx 

oder 

d(u  +  g)  _  f^  ,   ^ 

In  derselben  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass  der  angegebene 
Satz  auch  für  eine  Summe  von  beliebig  vielen  Functionen  gilt; 
nur  muss  die  Anzahl  der  Summanden  eine  endUche  sein. 
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Vertauscht  man  u  +  c  mit  u  —  c,  so  findet  man  durch  die 
gleichen  Schlüsse  die  Gleichung 

d{u  — r)  ^  du       de 

dr  dz      dx 

und  damit  den 

Satz  ♦.     ])ie  Ableitung  der  Diffaenz   coii  zwei  Functionett 
rxf  gleich  der  Differenz  der  Ableitungen  der  einzelnen  Functionen. 


§  15. 

Differentiation  der  ganzen  rationalen  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  21.^ 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 

bilden,  wenn  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Auflosung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 
;2.)  y\  —  xr, 

also  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

,4.)     yml  =  ^^'" "" ^^  =  x^*^-'  +  T^-^z  +  5-1"»- V  + . . . 

Xi — z  Xi  —  z 

dies  giebt 

(5.)    -^  =  lim ^-'^  =  lim  (.r,"'-»  +  Zi''"'x  +  zr-h-  + . . . 

oder 

(6.)  -^  =  mz'"-K 

^  dz 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  in  folgender  Weise  er- 
halten. 

Aus  Gleichung  (1.)  folgt- 

'7.)  y  +  ^y  =  (j:  +  ^^y 


im 


also 


.  w       ,     ^    .  ni(m — 1)       -     ^  o   . 
=  a-«  +  —a:»*-! .  Jx+    \         V"-^  .Jx'+  . . . , 
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Jy  =  mx"-' .  ^z+  ^^=1}  :r— * .  ^j»  +  . . ., 

(8.)  ^  =  «;^-.+^^):^-«.^z  +  .... 

Geht  jetzt  -^a;  in  dx  über,  d.  h.  wird  Jx  unendlich  klein, 
so  werden  die  Qlieder  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (8.) 
alle  bis  auf  das  erste  unendlich  klein,  weil  sie  den  Factor  dz 
enthalten.    Die  Gleichung  (8.)  geht  dahei*  über  in 

(9.)  !='-="-'• 

DerWerth  m  gleich  0  möge  besonders  berücksichtigt  werden ; 
ist  nämlich  f(x)  =  a^  =  l,  so  wird  auch 

/(a-,)=l,     also    /(a:,)  — /(a:)  =  0, 

Xi  —  X 

Deshalb  wird 

(ix  x,=*         ÄTi  X 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (9.),  wenn 
man  m  =  0  setzt.    Ebenso  findet  man 

dC      ^ 

d.  h.  die  Ableitung  einer  Constanten  ist  immei'  gleich  0. 
Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 

y  =:  2^  -\-  a^  -{-  X 

bilden. 

Auflösung.    Nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle  ist 

^  =  ^  +  «  +  ^  =  4x3  +  3:^^  +  1. 
ax         dx  dx        dx 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Ableitung  von 

y  =  Sa^+  llz^-  —  7x+  8 
bilden. 


§  15.    Differentiation  der  ganzen  rationalen  Functionen.  79 

AuflSsung.    Hier  ist  nach  den  Formeln  Nr.  19  und  20  der 
Tabelle 

dy      d(3a:*)  ,    d{\\^)        d(7x)    .   d(8) 
dx         dx  dx  dx  dx 

Femer  wird  nach  Formel  Nr.  18  der  Tabelle 

ax  dx 

^  =  11^  =  11. 2.  =  22.. 
dx  dx 

d{7x)        „dx       „    , 
— ^ — ^  =  7  —  =7.1  =  7 
dx  dx  '  ^ 

'^'^  =  0, 


dx 


folglich  ist 


^=  12:c«+  22;r  — 7. 
dx 


In  welcher  Weise  sich  dieses  Verfehren  verallgemeinern 
lässt,  soll  die  folgende  Aufgabe  zeigen. 

Aufgabt  4.    Man  soll  die  Ableitung  von 

bilden. 

Aiiflüsung.    Nach  Formel  Nr.  19  der  Tabelle  ist 

dy  ^  djax^)      djait^-')      d{a^x^'^)  ^  d(iin-xx)      dja^)^ 

dx         dx  dx  dx  "'  dx  dx 

und  nach  den  Formeln  Nr.  18  und  21  der  Tabelle  wird 

-V-^  =  «  -V-  =  anx*'-'^ 
dx  dx 

dx       -  ""'  ^dT  "  ''*^'*       ^^"^      ' 

^Lif \  =  a2  -^^— ^  =  aln  —  2>:'-^ 

rf:r  dx 


d{an-ix)  dx 

— di —  "■  ^""*  7i  "*  "*'*   *' 


folglich  erhält  man 
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(IT 

Da  sich  jede  ganze  rationale  Function  auf  die  Foim 

bringen  lässt,  so  ist  damit  gezeigt,  wie  man  jede  beliebige  ganze 
rationale  Function  differentüren  kann. 


§  16. 

Uebungs-Beispieie. 

1)  2/  =  6:r^  +  4,  -/  =  30a:*. 

dx 

2)  y  =  6ir^  —  4,  ^  =  302-*. 

4)  y  =  3a:2  —  7a:  +  9,  ^  ^  6.r  —  7. 

5)  1/  =  (2a:  —  5)  i^^a:^  +  IIa:  —  3),      ^  =  ßa:«  +  34a:  —  61. 

Hier  findet  man   das  Resultat,   indem   man   zunächst   die 
Klammem  auflöst  und  dadurch  y  auf  die  Form  bringt 

y  =  2x^+  17:t2  _  ßi^  ^  15^ 

6)  y  =  bx*—YX^+^x^  —  Sz+  7,  ^  =  20a:3— lla:^ +  8a:  — 3. 

7)  y=a:*  +  12a:3— 29a:2— 61a:— 134,  ^  =  4^:^+ 36:r^  — 58a:— 61. 

8)  y=zx^  —  bx^  +  8a:—  4,  .^  =  3a:2  _  iq^  ^  3^ 

9)  y  =  3ar^  —  7a:3  +  13^^  ^  ^  15^4  _  21^:2  ^  ^3^ 
lOj  y  =  5a»—  3a:ö  +  2ar*  —  4a-2  +7,  -^  =  4o.r' — 18.^5 +8a:3—  g-^.. 
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§17. 

Differentiation  einer  Potenz  mit  negativem  ganzzahligen 

Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr  21.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)  y  =  z*" 

bilden^  wenn 

eine  negative  ganze  Zahl  ist. 

Airftfisung.    In  diesem  Falle  ist 

■3.)  yz=:x-"=—i 


x^ 


also 

1  1  X\^  —  ;r** 

also  nach  Fonnel  Nr.  12  der  Tabelle 
yi—y  _  1      ^i**  —  X'' 


(6.) 


Xi X  X^X\^      X\ X 


X  X\^ 


Dies  giebt 


^-  H^  ^i-y L 


oder 

(8.)  -^  =  —  «ar-"-*  =  ma:"'-*. 

Die  Formel  Nr.  21  der  Tabelle   bleibt  also   noch  richtig, 
auch  wenn  m  eine  neffatice  ganze  Zahl  ist. 


Kiepert,  DiflerendaURechnung.  b 
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§  18. 

Differentiation  der  iogarithmischen  Function 

f{x)  =  \ogx. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  22  und  23.) 

Aufgabe.      Man    soll    die   Ableitung    der   Iogarithmischen 
Function 

(1.)  y  =/(:r)  =  log:r 

bilden. 

Auflösung.    In  dem  vorliegenden  Falle  ist 

(2.)    /(a:)  =  logT,    f{z+Jx)=^\og{x  +  Jx\ 

fix  +  dx)  --f{x)  =  l0g(ar  +  Jx)  —  \0gx  =  log(^.±^)^ 

oder 

(3.)  fix  +  Jx)  -fix)  =  log  (l  +  ^) ' 

Setzt  man 

(5.)  —  =  —  >  also  //.r  =  —  > 

^  x        n  n 

SO  ist 

Nun  wird  aber  w  unendlich  gross,  wenn  Jx  unendlich  klein 
wird;  deshalb  ist 

Diesen  Grenzwerth  kann  man  leicht  angeben,  denn  nach 
Fomiel  Nr.  13  der  Tabelle  ist 

(8.)  lim  f  1  +  iY=  e, 

folglich  vdrd 

(9.)  ^  =  <^(log'^)  ^  log  <?^ 

dx  dx  X 
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Dabei  ist  die  Basis  des  Logarithmen- Systems  noch  eine 
ganz  beliebige ;  wählt  man  aber  die  Zahl  e  selbst  zur  Basis  des 
Logarithmen-Systems,  so  ist 

log«=  1, 
so  dass  die  Gleichung  (9.)  eine  noch  einfachere  Form  annimmt. 

Die  Logarithmen  mit  der  Basis  e  heissen  die  natürlichen 
Logarithmen  und  mögen  in  dem  Folgenden  nur  durch  den  Buch- 
staben 1  bezeichnet  werden. 

Demnach  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (9.) 

Benerkung. 

In  der  höheren  Mathematik  benutzt  man  fast  ausschliesslich  die 
natürlichen  Logarithmen  mit  der  Basis  0;  es  ist  aber  sehr  leicht,  von 
dem  einen  Logarithmen- System  zu  einem  anderen  überzugehen. 

Es  bezeichne  z.  B.   logd?  den  ^rtj^^s'schen  Logarithmus  von  x  mit 
der  Basis   10,   und    \x  den   natürlichen  Logarithmus   mit   der  Basis  e; 
dann  ist 
10.  >  ^  -»  logx  gleichbedeutend  mit  \(^  ^  x 

und 

(11.)  2  =  la?  ist  „  „        e«  =.  X, 

Daraus  folgt 
{12J  \{p^t*. 

Nimmt   man  auf  beiden  Seiten   dieser  Gleichung   den  natürlivhen 

Logarithmus,  so  erhält  man 

Lr 
;13.)  yllO  ^  2,    oder    logx  =  t-ttt* 

Nimmt  man  dagegen  auf  beiden   Seiten  der   Gleichung  (12.)  den 
^rt^jfc 'sehen  Logarithmus,  so  erhält  man 
( 14. )  y  ■=■  2 log  r,    oder    loga;  ^  Ix  .  log e. 

Aus  den  Gleichungen  (13.)  und  (lt.)  folgt  zunächst 

■jYy=loge; 

fffl-ner  geht  aus  ihnen  hervor,  das^  man  die  natürlichen  Logarithmen 
sämmtlich  mit  dem  constanten  Factor 

^°g'  °-Tiö  ~  2,a02  586  093  0  ^  ^'^^ '  ^^  ^^  ^ 

ZU  multipliciren  hat,  um  aus  ihnen  die  entsprechenden  ^rt^j^s'schen  zu 
erhalten.  Man  nennt  diesen  Factor  löge  gewöhnlich  „den  Modul  der 
BriggB'sn^en.  Logarithmen.*' 

6* 
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§  19. 

Differentiation  der  trigonometrisclien  Functionen 

sina?  und  cosa?. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  24  und  25.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitang  von 

(1.)  y  =/(^)  =  sinar 

bilden. 

Aufifisung.    Aus  Grleichung  (1.)  folgt 
(2.)  f{x  +  Jx)  =  sin(ar  +  Jx\ 

(3-)  /(^  +  ^^)  — /  W  =  ^/W  =  sin  (a:  +  Jx)  —  %\vlx. 

Nun  ist  bekanntlich 

sma  —  smi  =  2sin  ( — - — jcos( — ö~"  )' 

tblglich  wird 

^\ 
2>/ 

oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

(5.)  ^x  =  2x: 

setzt, 

^(ar)  =  2sin2r  cos(/r  +  z), 

///■(a:)      sin  2       /     .     . 

(6-)  -^="-T~'''''('^  +  ^^' 

/« X     ^f(p^      ^y      V    sin«       /     .     N  V     sin« 

(7.)    -j  ^  =  -5^  =  lim cosfa:  +  2)  =  cos  a:  hm 

^        ax        ax      ,=0    ^  «=o    ^ 

Nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle  ist  aber 

,.      sin« 

hm  ==  1, 

folglich  ist 

/o  N  ^y      fl^(sin.r) 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 
(9.)  y  =f{x)  =  cosa: 

bilden. 


(4.)  Jf(x)  =  2  sin  ^^)  cos  (a:  +  :;:=^  1, 
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AuflSsung.    Ans  Gleichung  (9.)  folgt 

(10.)  f(x  +  Jx)  =  COS  (ar  +  Jt\ 

1 1 L)  /(a^  +  ^^  —/(f)  =  ^(^)  =  COS(a:+^a?)  —  COSa-. 

Nun  ist  bekanntlich 

cosa  —  cos*  =  —  2sin( — ^  lsm(  — 5 — y 

folglich  wird 

^\ 
2) 
oder,  wenn  man  wieder 

Jz  =  2z 

{ 12a-)  ^f{^)  =  —  2sinz  8in(a;  +  z), 


(12.)  Jf{x)  =  ~  2  sin  (^)sm(:r  +  —  V 


(13.) 


^f{x)  WiZ     .... 

Jx  z  ' 


(14.)  '^  j     =  -r-  =  —  sin^r  lim » 

dx        äx  .-0    ^ 

oder 

M.N  ^y       rf(co8ar) 

Bemerkung. 

Es  wird  hier  nochmals  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  in  sinx 
und  cosjF  die  Grösse  x  kein  Winkel,  sondern  die  Länge  eines  Kreisbogens 
ist.    (Vergl.  §  1,  Seite  S.) 


§  20. 

Differentiation  der  trigonometrischen  Functionen 

tga?  und  ctgo:;. 

(Vergl.  die  Pormel-TabeUe  Nr.  26  imd  27.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(1.)  y=/(^)  =  tg:r 

bilden. 


(5.) 
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Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

(2.)  f{x  +  Jx)  =  tg{x+Jx), 

(3.)  fix  +  Jx)  —f{x)  =  Jf{x)  =  ig{x  +  Jx)  —  tgr. 

Nun  ist  bekanntlich 

.  .    .        sin(a  —  *) 

tga  —  tgi  = ^^ r^> 

^  cosacosft 

folglich  wird 

(4.)         ^m^  /ir^f^   , 

^    '  "^  ^  ^       cos(x  +  z/a:)  cosx 

^/(a-) 1 sin(^a:) 

Jx         cos  (a:  +  -^^j  COSa;        Jx 

und  da  nach  Formel  Nr.  1  der  Tabelle 

,.      sin(-^a:) 
lim  — ^ — -  =  1 
^x=o      Jx 

wird,  so  ist 

dx         ax  dx  CO^^x 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Ableitung  von 

(7.)  y  =f{x)  =  ctg^r 

bilden. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (7.)  folgt 

(8.)  f{x  +  Jx)  =  ctg(;r  +  Jx), 

(9.)      f{x  +  Jx)  —f(x)  =  Jf{x)  =  ctg(ir  +  ^.r)  -  ctg:r. 

Nun  ist  aber  bekanntlich 

.  .    ,  sin(a  — 6) 

Ctga  — Ctg6= r^^ :— r^, 

^  ^  sinasmft 

folglich  wird 

(^c\\                           J4^(  \                       Sin(^ar) 
(10.)  ^f\x)  = ^—t ,      .  (    .       > 


(11.) 


Jf(x)__ 1 sin  {Jx) 

Jx    ~~        sin(2:  +  ^a;)sina:        Jx 


Qo)  "^(^^  _c/y_^(ctg^) 1_  _ 
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§21. 

Differentiation  der  Producte  und  Quotienten 

von  Functionen. 

(VergL  die  Formel-TabeUe  Nr.  28—33.) 

Aufgabe  1.    Es  sei 

man  soll  die  Ableitung  des  Productes 

bilden. 

AiiflBsung.    Ans  Gleichung  (2.)  folgt 

(3.)  /  {x+Jx)  —  ff{x  +  Jx)tp(x  +  Jx), 

f{x+Jx)  —f(x)  =:Jf{x)=z^  {x+Jx)lp  (X+Jx)  —  ff  {x)  Xp  {x\ 

oder 

(4.)      ^f{x)  =  g>(x  +Jx)  ip(x  +  Jx)  —  (p{x)xp(x  -^^  Jx) 

+  ip{x)x}){x  +  Jx)  —  (p\x)\p  {x\ 

also 

Nun  ist 

lim  ^,{x  +  Jx)  =  xp{x\      lim  y  (^  +  -^J^)-»(^)  =  y'  (^), 

hm    ^--^ ~ ^-^^  =  ^)\x\ 

folglich  wird 

(6.)    ^  =  g  =  ^  (^)  y '  (^)  +  y  (^)  ^'(:,), 

oder 

.  d(uxi)  da  dt 

dx  dx  dx 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ein  Product  ton  zwei  Factoren  wird  differentiirt ,  indem 
man  Jeden  der  beiden  Factoren  einzeln  diff'ereydiirt ,  mit  dem 
andern  muÜiplicirt  und  die  Summe  dieser  beiden  Producte  bildet. 
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Beispiele. 

1)  y  =  (3  +  4^:)  (2  —  7x), 

^=  4  (2  —  7a:)  —  7  (3  +  -Ar)  =  —  13  —  56a:. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Resultates  kann  man  sich  auch 
dadurch  überzeugen,  dass  man  nach  Autlösung  der  Klammern 

2/  =  6  —  ISx  —  2Sx^ 

erhält,  woraus  sich  unmittelbar  dei-selbe  Werth  von  -~  ergiebt. 

2)  y  =  (jt^  —  Sx^  +  11)  sinr; 

-^  =  (4:r8  —  ßx)  sinr  +  {x*  —  Sx'^  +  11)  oosx. 

3)  y  =  COSa:tga:; 

sin^a:  .1  1  —  sin-a: 

= = =  cosr. 

COSa:      COSa:  COSar 

Dieses  Resultat  hätte  man  noch  einfacher  finden  können, 

indem  man  beräcksichtigt,  dass 

sina: 
tsx  = 

^  C0S.r 

ist,  denn  dadurch  wird 

y  =  cos.r  tgx  =  sina* 

und  nach  Formel  Nr.  24  der  Tabelle 

dy 

-y-  =  C0S.r. 

dx 

Aufgabe  2.    Es  sei 

(7.)  w  =  y  (a:),     0  =  (//(x),     \c  =  x{x\ 

man  soll  die  Ableitung  von 
(8.)  y  =  wo  Ge- 

bilden. 

Auflösung.    Indem  man 
(9.)  bw  =  c\ 

setzt,  erhält  man 
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SO  dass  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe 

/. ,  dy         du   ^      doi 

dz  dx  dx 

wird.    Nun  ist  aber,  gleichfalls  nach  der  vorhergehenden  Aufgabe, 

.  doi  dv         dw 

(12.)  --r-=  t^-T- +  t? -=-j 

dx  dz  dx 

folglich  wird 

, ,  ^  V  du        dlucw)  du  ,  .      dv    ,        dw 

Dies  giebt  den  Satz: 

Ein  Product  von  drei  Facforeti  wird  di^efitiiriy  indem  man 
jeden  dieser  Facforen  einzeln  differentiirt^  mit  den  beiden  anderen 
Factoren  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  Producte  bildet. 

Man  erkennt  leicht,  dass  sich  diese  Regel  auch  auf  Producte 
mit  beliebig  vielen  Factoren  übertragen  lässt.  Zum  Beweise 
mögen  die  Gleichungen  (6a.)  und  (13.),  indem  man  sie  beziehungs- 
weise dui*cb  UV  und  uvw  dividirt,  auf  die  Form 

/«u  X  1  d{uo)      l  du  .  Ido 

6b.)  y-^  =  -  :;r  +  -:r' 

UV     dx         u  dx      V  dx 

,,„    V  1       d(ucic)        1  du  ,   1  do  ,    1  dw 

(13a.)  -j~-      ==-;j-H -+—-—. 

uvw       dz  u  dz      V  dz       w  dx 

gebracht  werden. 

Dem  entsprechend  kann  jetzt  durch  den  Schluss  von  m  auf 

m  +  1  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

(14^  1  d(uiU2,  ..u^)_lduil  du2 .    1  du^ 

'/it/o...UM  dx  ~Mi  dz      v%  dx  Um  dx 

nachgewiesen  werden. 

Ist  nämlich  w«  wiederum  aus  zwei  Factoren  zusammen- 
gesetzt, ist  z.  ß. 

«m  =  UV, 

so  wird  nach  Gleichimg  (6b.) 

1  dunt  _^^  du      l  dv 
Um  dx       u  dx      0  dx 
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Deshalb  geht  Gleichung  (14.)  über  in 

UiU2,..u^^iUo  dx 

1  dux        1  du^  1     dUfi^.^   I   ^  ^"  j-  —^' 

Ui  dz       U2  dx      " '      Um-i     dx         u  dx      V  dx 

daraus  folgt,  wenn  man  u^  statt  «,  t^M+i  statt  t?  schreibt, 

ttiW2..  •"«««+ 1  dx 

1  rfwi  ,    1  rfttä  1  du^     ,       1     rfw«+! 

-—-5 1 j »"•••"TT: — T~    + 


2/l    dx         U2  dx         '  *  *         Um  «sf^:  Um+1      <^<2: 

Damit  ist  die  allgemeine  Gültigkeit  der  Gleichung  (14.) 
nachgewiesen.  Durch  Multiplication  mit  uiV2 . . .  «m  erhält  man 
aus  derselben  die  Formel 

dx 
dui  ^       du2  ^  ,  rfww 

«2W3  .  .  .  «m-J-  +  UiUz  ,  .  .  +Um  -3 h  .  .  .  +U1U2  .  .  .  M«-l 


und  damit  den  Satz: 

Ein  Product  von  beliebig  vielen  Factoren  icird  dißerentiirt^ 
indem  man  jeden  diesef  Factoren  einzeln  dijffFerentiirt ^  mit  allen 
übrige7i  Factoren  multiplicirt  und  die  Summe  dieser  Producte 
bildet. 

Sind  die  m  Factoren  alle  einander  gleich,  ist  also 
«1  =  «2  =  W3  =  . . .  =  u„,  =  tt, 
so  folgt  aus  Gleichung  (16.) 

^^^•)  -^  =  '"«"-' ^- 

Für  den  besonderen  Fall,  wo 

u  =^  x 

ist,  geht  diese  Gleichung  in  Formel  Nr.  21  der  Tabelle   über, 
nämlich  in 

d(x^)  _ 
dx 

Die  Gleichung  (17.)  gilt  vorläufig  nur,  wenn  m  eine  positive 
ya7ize  Zahl  ist,  sie  bleibt  aber,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll, 
auch  noch  richtig,  wenn  m  eine  positive  gebrochene  Zahl  ist. 


mx^"^, 
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Wird  nämlich 

{18.j  >»  =  ■=-,   oder  mb  :=  a, 

o 

wo  a  and  b  positive  ganze  Zahlen  sind,  so  folgt  aas 

a 

(19.)  y=  «"•=«*, 

indem  man  beide  Seiten  der  Gleichang  in  die  V*  Potenz  erhebt, 
(20.)  y*  =  M". 

Differentürt  man  beide  Seiten  dieser  Oleichang  mit  An- 
wendung der  in  Gleichang  (17.)  aasgesprochenen  Regel,  so 
erhält  man 

(21.)  '4/-^$  =a«-»$^  =  rnbu-^-'^' 

^     ^  ^       dx  dx  dz 

Da  aber  ans  Gleichang  (19.)  folgt,  dass 
ist,  so  geht  Gleichang  (21.)  über  in 

dx  ax 

oder,  wenn  man  diese  Gleichang  daixh  iw"^-"*  dividirt,  in 

ein  Resnltat,   das   der  Form   nach   mit  Gleichung   (17.)  genau 
übereinstimmt. 

Es  gilt  daher  auch  die  Gleichang 

(22a.)  ^^^  =  wiz-*-» 

noch,  wenn  m  eine  positive  gebrochene  Zahl  ist. 

Man  kann  sogar  die  Richtigkeit  dieser  Formebi  noch  zeigen, 
wenn 

(23.)  7n  =  —  n 

eine  negative  ganze  oder  gebrochene  Zahl  ist.    Es  wird  dann 

(24.)  y  =  tt»  =  «-•»  =  — , 

also 

(25.)  w"y  =  1. 
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Differentiirt  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung,   so  findet 
man  nach  der  Regel  für  die  Differentiation  eines  Pix)ductes 

^  .du        ,     ^dy 

oder,  wenn  man  mit  u  multiplicirt  und  für  M"y  den  Werth  1 
setzt, 

dx  dx 

also 

(26.)  ^  =  -  nu-'^-^  ^  =  ««—  ^ . 

dx  dx  ax 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichung  (17.)  und  deshalb  auch 
die  Formel  Nr.  21  der  Tabelle  gilt,  gleichviel  ob  m  eine  ganze 
oder  eine  gebrochene^  eine  positive  oder  7iegatif>e  Zahl  ist. 

Keifipiele. 

1)  y  =  {2a?  —  Ix^  +  3:r  +  11)*; 

-^  =  4  {23?  —  Ix^  +  ^x+  ll)3(6r^  —  14x  +  3). 


dx 


.^ 


2)  y=V'ä*+ä*=  (a«  +  a:2)\ 

Setzt  man 

a-  +  a;^  j=  m, 


SO  wird 


oder 

enso  findet 

man 

d^: 

(27.) 

dx 

:r 

v^ 

+  :r* 

(27a.) 

»2        o« 
dx 

=  (a^- 

X 

3-2)*. 

'      o^ 

3) 

y=Y^- 

-x^  = 
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Setzt  man  hier 


so  wird  wieder 


a^  —  a:*  =  u, 


oder 


28. ,  ^«*  -  ^' 


dx  ya2_^s 

4)  y  =  -^(22:— 5/=  (Ar  —  5)"*; 
ä  =  i(2«-5,*.2=|fö^. 


o)  y  =  -a:  '  — -a:^  +— a:  *  +  ~x^; 

-X  4/-        i  rfy      1    -I         1 

8;y  =  4==.-*;  ^  =  _i.-^=  ^ 


■^  '  f/:r  4  4^ 

10)  y  =  -^  +  4  +  ^V^  =  öa:"^  *  +  6  +  ca;^; 


+ 


f/:c  2y^       21/T 

11)  y=  l2Y^—l-y/^+  Ux ;^  = 

1 2x^  —  lx^+  1 12-  —  8:f"^  ; 


12 
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12)  y  =  (2x^  —  3.r  +  4)  y{^x—'6)\ 

Setzt  man 

2a:2  —  3a:  +  4  =  ^^     }/(4^— 3)»  =  (4a:  —  3)*  =  r, 
SO  wird 

y  =  M«?, 

flfa:  efe  <fe 

=  (4a:—  3)*  (4a:  —  3)  +  {2x^  _  3^  +  4)  .  6]/  4a:  —  3 
=  V4ar  —  3  [(4a:  —  3)2  +  6  (2a:2  —  3ar  +  4)] 
=  y4a:  —  3  (28:^^  _  42a:  +  33). 

13)  y  =  sina:  —  |sm^a;  +  ^sin^a:; 

^  =  (1  —  2sin*a:+sin*a:)  cosa:  =  cos^a:. 

14)  y  =  cosa:  —  cos^a:  +  |  COS^a:  —  |cos"a:; 

-^  =  (1 — 3  cos*a:+3cos*a:  —  cos^a:)  ( — sina:)  =  —  sin'a 

15)  y  =  3tg*a:  —  2tg*a:  —  ötg^a:  +  4tg*a:; 

J  =  (15tg*a:  —  8tg3a:  —  lötg^a:  +  Stga:)  (1  +  tg'x) 
=  Ibtgl^x  —  Stg^a:  —  Ibtg^x  +  Stga:. 

Aufgabe  3.    Es  sei 

<29.)  M  =  y(T),     v^tp{x); 

man  soll  die  Ableitung  des  Quotienten 
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(30.)  y  =  -,  oder/(:r)  =  ^ 

bilden. 

AuflSsung.    Aus  Gleichung  (30.)  folgt 

(31.)  /(,  +  ^,)=£^4^, 

« 

—  fp(^+^^^)^i^) —  il){x'\-Jx)q){x) 
^  ip(x+Jx)ip{x) 

Dies  giebt 

(32  )  ^(^)^  ^  .  y  (g  +  ^^)  i//  (a:)  —  »  (a;  +  ^ar)  y  (a^)^ 

^    '^     Jx       tlJ{x'j-Jx)ip{x)  ^x 

oder,  wenn  man  in  dem  ZäMer  auf  der  rechten  Seite  dieser 
Gleichung  die  Grösse  y  {x)  ip  {x)  subtrahirt  und  wieder  addirt, 

(33.)  ip  {x  +  Jx)  ip  (ar)  .^^  = 

(f'  {t  +Jx)  tp  (x)  —  y  (x)  ip  (x)  —  0  (x  +Jx)  (p(x)  +  (p  (x)  xp  (x) 

Jx 

Geht  man  zur  Grenze  über,  indem  man  Jx  unendlich  klein 
werden  lässt,  so  erhält  man 

,.      if{x+Jx)  —  (p(x)          .  V     ,.      tp(x+Jx)  —  ip(x)        ,,.  . 
lun  — -^^^ — ^^^-^  =  ipix\   Imi  -^ --/- — ^^^-^  =  ip\x) 

and  deshalb 

^(^)  V'C^)-  ^  =  ^i.^)  y'W  —  y  (g)  ^>'{x\ 

i<KX\  ^(^)  ^dy^ip  {x)  (f\x)  —  y  (x)  ip\x) 

^"^^'^  dx    "  dx  (P{^)^{^)  ' 

oder 

-/m\        du         de 

^^*^->  dx  c» 
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Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Ableitung  eines  Bruches  ist  gleich  dem  Nenner,  multi- 
plicirt  mit  der  Ableitung  des  Zählers,  weniger  dem  Zähler,  multi- 
plicirt  mit  der  Ableitung  des  Nenners,  das  Gatize  ditidirt  durch 
das  Quadrat  des  Nenners. 


i)y  = 


Beispiele. 

sm£.     dy  _  cosarcosy— siiig( — ainar) 
COSx      dx^  COS^a; 

cos*«  +  sin^a:  1 


COS*Z  COS^a: 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  26   der  Tabelle 
übwein,  denn  es  ist 

sinx 


cosa; 


=  tga:. 


1        du      a:*  .  0  —  «a:**~* 

Dieses  Resultat  stimmt  mit   Formel  Nr.  21   der  Tabelle 
überein. 


3)y=- 

x^  —  a^ 

—  • 

a^  +  a^ 

Hier  ist 

u 

-x^  — 

a\ 

c  = 

-.x^  + 

«*, 

also 

du 
dx 

2x, 

de 
dx 

=  2x, 

dy_ 
dx~ 

4)  y  =  - 

• 

_{x^+, 

2^)  2x  - 

—  a 

»)2t 

4o*a; 

(X 

«  +  a^f 

t  — y  a- 

*'  +  X^ 

1 

Hier  ist 
x+Y^- 

+  ^\ 

du 

+ 

r 

_x 

t/  — 

+  Va» 

+  a:* 

*♦  ■"— 

Vaä 

+  ar^ 

V«^  + 

i* 

§  21.  Diiferentiation  der  Producte  imd  Quotienten. 
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dx  y^ä-qr^  Va«  +  x^ 


also 


(:c  _ya2  +  3:2j2}/a«  +  :r2 


—  2a2 


-.2(a:+KäM-72)2 


(x  — Va2  +  ^2  fya^  +  a:2  a^j/^M^ 


Kiepertf  Differential-Rechnung. 


IL  Abschnitt. 

Functionen  von  Functionen. 

§  22. 

Differentiation  einer  Function  von  der  Form/(f^) 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  34  und  35.) 

Es  sei  y  irgend  eine  stetige  Function  von  m,  also 

(1.)  y  =/(^), 

und  w  sei  wieder  irgend  eine  stetige  Function  von  x,  also 

(2.)  w  =  y  {x\ 

dann  ist  y  auch  eine  stetige  Function  von  a-,  nämlich 

(3.)  y=fW{^)]  =  F{x). 

Beispiele  solcher  „Fhnciio/ien  von  Fujictionen*^  sind 

y  =  -y/^x^  —  7:r  +11,     y  =-.  sin(32:),     y  =  (sin^:/, 


y  =  log(sinT),  y  =  (loga:)«,    y  =  aresin  l/- 


■\-x 


-  x 

Es  ist  die  Frage,  in  welcher  Weise  solche  Functionen  von 
Functionen  diiferentürt  werden  können. 

Vermehrt  man   x  xxav  Jx^  so  gehen  die  Grössen  .r,  ?*  und 
y  bezw.  über  in 

X  +  Jx^     w  +  ^w  =  9)  (a:  +  ^.^),     V  +  ^y  '=f(^  +  -^w), 

folglich  ist 

(4.)      Ju  ^(p{x  +  Jx)  —  (f  (x),     Jy  =/ {u  +  Ju)  — / (w), 

(5.)  ^f  (^)  _Jy  _f  (u  +Ju)  —f{u) 

Jx         ^x  Jx 
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oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Sdte  dieser  Gleichung  Zähler 
nnd  Nenner  mit  Ju  gleich '  9  (:r  +  ^x)  —  y(a-)  multiplicirt, 

^y     /(« +'^'<)  — /(«)  fp  (^  +  ^^)  —  v  (^) . 

folglich  ist 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Ableifung  einer  Function  von  einer  Function  ist  gleich 
dem  Ptoducte  der  Ableitungen  beider  Functionen, 

Aus  diesem  Satze  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  man 
mit  den  verschwindend  kleinen  Grössen  dx^  dg,  du,  ,  . .  ebenso 
rechnen   darf,  als  wären   sie   bestimmte  Zahlen.     Man   erhält 

nämlich  -^-r  aus  -i^>   indem  man  Zähler  und  Nenner  mit  du 
du  dz         dx 

multiplicirt. 

Eine  etwas  einfachere  Form  erhält  dieser  Satz,  wenn  man 
statt  der  Ableitungen  oder  Differential- Quotienten  die  Dlffe^'enfiale 
einfuhi-t. 

Aus  der  Erklärung  des  Differential-Quotienten  einer  Function 
y  =/  {x),  nämlich  aus 

^=^  =/'(.)  =  lim  f^-^^-)-n-\ 

dx         dx  -^    ^  '       ^^^,,  Jx 

folgt  unmittelbar 

(7.)      dg  =  df{T)^f\x)  dx  =  lim  /(^+^^) -/('^) .  j^, 

d.  h.  das  Differential  einer  Function  von  einer  unabhlingigen 
Veränderlichen  x  ist  gleich  der  Ableitung,  multiplicirt  mit  dem 
Differential  dieser  Veränderlichen, 

Aus  Gleichung  (6.)  folgt  daher 

(6  a.)  dg=f\u)ff\x)dx; 

da  aber 

du  =  (f\x)dx 

ist,  so  findet  man  hieraus 

(8.)  dg^f\u)du, 

7* 
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d.  b.  man  ßndet  das  Differential  von  y,  i/uiem  man  die  FkincUon 
u  ak  die  unabhängige  Veränderliche  ansieht, 

Beispiele. 

1)  y  =zu^  und   u  =  sina'. 

Hier  ist 

dy  =  ^u^du   und    du  =  cosarcte, 
also 

dy  =z  3  sin^a:  co&rrfe,    oder  ^  =  3sin^a:  cos:r. 

2)  y  =  l(l— a:2)  =  If/,    wo   u  =  l—x^'. 

dy  =  -du= ^  (—  2x)  dx  = y-  • 

u  1  —  a:-  1  —  X' 

Ist  y  eine  Function  von  «/,  w  eine  Function  von  t* ,  und  c 
eine  Function  von  x^  ist  also 

y  =/(«^),    «  =  <r  ip)^    «^  =  V'  («), 
so   wird   auch   y  eine  Function   von  v  und  desbalb   auch   eine 
Function  von  x\  daher  findet  man  nach  dem  vorhergehenden 
Satze 

(9.)  dy  =f\u)du,     du  =  (f'\v)dD,     de  =  \l)*{x)d.r, 

oder 

(10.)       dy  ^f\u)da  ^f{u)ifH^)do  =f\u)^\v)xp\x)dx. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfabi'en  und  das  Differential 
von  y  auch  dann  noch  finden,  wenn  die  Reilie  der  veränder- 
lichen Grössen,  von  denen  jede  eine  Function  der  folgenden  ist, 
noch  länger  wird. 

Es  sei  z.  B. 

y  =  sin«,     u  =  »"*,     o  =  a^  +  a:', 

oder 

y  =  sin[(a3  +  5:3)«'], 

dann  wird 

dy  =  coswf/M,     du  =  mt^~^do^     de  =  Sa^efo*, 
also 

dy  =  cosw.  njv"'~^dv  =  cosw  .  m«;"»~* .  Sx^dx, 

--^^Smx^a^  +  rr^^r-^  cos  [(a3  +  ar^)"»]. 
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§23. 

Uebungs-Aufgaben. 

dy  ,  du 

Dieses  Resultat  stimmt  mit  Formel  Nr.  29  a  der  Tabelle 
äberem.  Daraus  erkemit  man,  dass  diese  Formel  nur  ein  be- 
sonderer Fall  von  Formel  Nr.  35  ist. 

2)  y  =  sin  {mx). 
Man  setze 

dann  wii*d 

y  =  sint^,    dy  =  cosudu, 

du  =  mdxj     dy  =  mcos{mx)dxj 
oder 


^  =  mcosimx), 
dz  ^     ^ 


3)  y  =  cos  (aa^  +  ba^). 
Man  setze 

dann  wird 
y  =  cos«,  dy  =  —  smudu, 

du  =  {3ax^  +  4 J:r3)  dx,      rfy  =  —  sin  {ax^+  bx^)  .  (3aa:«  +  4^bz^)  dz, 

oder 

^  =  —  (3öa:«  +  4*J-3)  sin(cw:3  +  Ja:*). 

Hier  ist 

y  =  tgtt,    wo  «*  =  I ' 

,  r//«  ,         dx 

^        COS'w  2 

also 

2C0S«(|)    '       ''''  2008^(1) 


102  §  23.   DüFerentiation  einer  Function  von  der  Form  /(«):  Aufgaben. 

-X  h/—- ; T5      ^y        3(cosa:  —  sina:) 

5)     y  =  -/(Sina:+C0S^)3;     -g  =./-.-— r==' 


6)  y  =  l(sina:). 
Hier  ist 

y  =  Im,  wo 

,        du 
^       u 

y  COS  xdjr 

^  sma: 

7)  y  =  l(cos.r); 

8)  y  =  l(tga:); 

9)  y  =  l(ctg:r); 


u  =  sina:, 
du  =  cosTdx, 

-f  =  Ctga:. 


c/y  _ 


r/a: 


^  —  tga-. 


dx 


smarcosa; 


,^\  1.  .     •     N         ^'/       — sma:  +  COSa: 

10)  y  =  1  (cosar+Sina:);       -f  = ; — ; 

^     ^  ^  ^'       dx         COSä:  +  sm.r 

11)  y  =  l(y«2^.r^  +  ya2-a:'2). 

Man  setze 


dann  wird 


u=|/rt2  +  a:2  +  ya^  — a:2, 


y  ^\n,     dy  =  -  ^<^ 


du 


__  /        .r a__\       __  .r(Va^  —  x^  —  Yu'  +  a:^  )rfg 


y(Va^  — a:^   —  )/ «^  +  a-^ (fr 
(  y  a2  -H  ar2  +  V  «2  _  ,2 )  y  a*  —  ;r4 


j-( 


y  a2  _  ^.  —  y  ^'i  ^_  J.2 , 


rfy  = 

oder 

d^    {Y  a^  +  x^  +  y  ä^ — x' )  y  «<  —  .?* 

Indem  man  noch  Zähler  und  Nenner  auf  der  rechten  Seite 

dieser  Gleichung  mit  Y  d^  +  •'^" —  V  «■  —  ■^""  multiplicirt,  erhält 
man 
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z* 


dy      —x{2a^  —  2yn*  —  a*)        —  a^ +  )/«*  — j* 

.       ™  -  ^-^  ^^^  II  .        ■  • 

dx  2x^-  y  a*—z*  xY^- 

12)     y  =  l(U). 
Hier  ist 

y  =  Itl,      wo        tt  =  la?, 

.du  j        dx 

a  V  =  — »  du  ■=^  —  > 

,         dx  dy         1 

du  =  —^,  -/  =  -r-  . 

•^       x\x  dx      xix 


§24. 

Differentiation  inverser  Functionen,  insbesondere  der 
cylclometrischen  Functionen  und  der  Function  w. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  36-  43.) 

Wie   schon   früher  (§  l)  hervorgehoben  wurde,   kann  man 
aus  der  Gleichung 

(1.)  y  =/(^), 

wenn  y  keine  Constante  ist,  durch  Auflösung  nach  x  eine 
Gleichung 

(2.)  X  =  (f  iy) 

herleiten;  man  nennt  dabei  die  eme  Function  die  inveise  der 
anderen,  weil  die  eine  aus  der  anderen  durch  Umkehrung  ent- 
steht. 

Es  ist  nun  häufig  nothwendig,  -j-  zu  bilden,   wenn  nicht 

y-=zf(x)  gegeben  ist,  sondern  die  inverse  Function  x  =  (p(y). 
Dies  geschieht,  indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (2.)  nach 
X  differentürt;  dabei  muss  man  aber  beachten,  dass  auf  der 
rechten  Seite  der  Gleichung  eine  Function  von  y  steht,  und  dass 
y  wieder  eine  Function  von  x  ist.  Es  kommt  dabei  also  Formel 
Nr.  35  der  Tabelle  zur  Anwendung,  wobei  man  erhält 

oder 
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U)  dy^      l 

^  '^  dx       €f*{y) 

Beispiele. 

1)  Es  sei 

(5.)  y  =  arcsinr, 

dann  findet  man  durch  Umkehrung  der  Function 

(6.)  a:=siny 

und  durch  Differentation  dieser  Gleichung  nach  sc 

(7.)  l  =  cosy.^, 

(8)  dy  ^     l    ^  1 

dx      "cosy      Vi  — sin^y 
oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (6.) 

/^  fl?(arcsin:r)  l 

(8a. )  -i ^  =    , 

dx  yi—x^ 

Für  alle  Wert  he  von  x  zwischen  —  1  und  + 1   giebt  es 

7t  TT 

einen  Werth  von  y  zwischen  —  —  und  +  -.    Da  ;r  =  siny  und 

der  Bogen  y  in  diesem  Intervalle  gleichzeitig  zunehmen,  da  also 
dx  und  dy  gleiches  Vorzeichen  haben,  so  muss  in  Gleichung  (8.) 
die  Quadratwurzel  mit  dem  positiven  Vorzeichen  genommen 
werden. 

2)  Es  sei 

(9.)  y  =  arccosa-, 

dann  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 
(10.)  x  =  cosy, 

(11.)  l  =  _siny.^, 


(12.) 


d^^ j_^_ 


dx  siny  yi  __  cos^y 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (10.) 
,^^    .  rf(arccosr)  1 

Für   alle  Werthe  von  x  zwischen  —  1  und  + 1   giebt  es 
einen  Werth  von  y  zwischen  0  imd  tt.    Da  :r  =  cos  y  von  + 1 
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bis  — 1  abnimmt^  Während  der  Bogen  y  von  0  bis  tt  zunimmt^ 
da  also  dx  and  dy  entgegengesetztes  Vorzeichen  haben,  so  ist 
in  Gleichung  fl2.)  das  Vorzeichen  der  Quadratwurzel  richtig 
bestimmt. 

3)  Es  sei 
<13.)  y  =  arctgr, 

dann  wird 

a4.)  x  =  igy, 

as.j    i  =  (i  +  tgV)-^'  (i^.)  ^^  ,  J,  .> 

^  ^  ^'    dz  ^    dx       \  -\'  tg-y 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (14.) 
aoa.)  ^(arctg.)_      1 


dx  1  +  r- 

4)  ¥&  sei 
(17.)  y=arcctg:r, 

dann  wird 
(18.)  ^  =  ctgy, 


(19 


oder 


,  ,  =  _a  +  ctg.„.|,    (2»..|=-^ 


+  ctg«y 


'1 


rf(arcctg^) l_ 

'     **'  dx                 l  +  x' 

5)  Es  sei 

(21.)  y  =  arcseca-, 
dann  wird 

(22.)  ^  =  secy=;^,     cosy  =  -  =  x-', 

(23.)  -8iny•^  =  -z-^ 


efo* 


(24.) 

oder 

1 24a.) 


.-2  a:-« 


dy x^^  __         ^  _ 

dx  ""  siny  "  j/l  —  cos-y  "  |/l— y;--  ' 

rf(arcseca:)_  1 


rfa:  ;^y  ;, -i  _  1 
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6)  Es  sei 

(25.)  y  =  arccoseca-, 

dann  wird 

(26.)  :z- =  cosecy  = -; — ?    smy  =  -  =  a— ^ 

^      ^  ^      siny                 J- 

(27.)  cosy.~^  =  — 5:-^ 


(28.) 

oder 

(28a.) 


dx 
dy  a:~2  .r-2  ^.-2 


dx  cosy  y  1  _  sin-y  yi—ar-^^ 

rffarccosecar)  1 


7)  Es  sei 
(29.)  '  y  =  a-, 

dann  wird ,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  den  natürlichen  Log-a- 

rithmus  nimmt. 

(30.)  \y  =  xAa, 


(32.)  |  =  yl«, 


(32  a.)  J^  =  a-U. 

dx 

Für  den  besonderen  Fall,  wo  a  gleich  e  (der  Basis  der 
natürlichen  Logarithmen)  wird,  erhält  man 

la  =  l<?  =  1, 
so  dass  die  Gleichung  (32a.)  übergeht  in 

Ist  C  eine  beliebige  Constante,  so  ist  auch 

Dieses  Resultat  ist  deshalb  bemerkenswerth,  weil  Ce*,  wie 
später  gezeigt  werden  soll,  die  einzige  Function  ist,  wehhe  mit 
ihrer  Ableitung  übereinstimmt.  Man  nennt  e^  „die  Exponential- 
Function."' 
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§25. 

Uebungs-Beispiele. 

1)  d(ax»  —  bx-  +  c)  =  z{^ax  —  2b)  dz. 

2)  di^x^  —  ix*  +  4^  —  5)  =  (x«  —  3a;  +  4)  dx. 

3)  d(2x^  _  7t  —  5  +  I)  -  (4jt  —  7  —  ^^jdx. 

/39    4,7    -I  ,   24   -4\  , 
6)  diiaz*' —  bx"  +  c)"]  = 

/a  +  x\       {b  —  a)dx 

%)  d[{a  +  z)V^=r^\=    2ya-:r' 

, ^,      a:  (a^  —  32-2)  dx 

10)  rf[(a^  +  z^)V'«^-.^]=-y=^=^- 


11)  rf[(2a«+3a^)y(a«  — z*f]  =  —  Ibz^^a^—  x'- .  dx. 

13)  d(a^  +  l^  =  rf {a^  +  a"')  =  (o'  —  a-')  la  .  c/a:. 

14)  d{{x—l)a'^]^a^[l+ix—l)\a'\dx. 

15)  rf(^  .  a:«)  =  e*  .  ^-«"-^  (x  +  w)c/a-. 

16)  rf[^(a:»  —  ^x^  +  6x  —  6)]  =  e*  .  ar^^/a:. 
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fix  da- 


^     yTT^' 


^'^""iit+i)  =4^^^^-*^-i^^^^+*>] 


16 


^3  /       1 1       \        _      12d 

""2\3^  — 4        3r  +  4/    ^^9x«  — 


23)  rfl^a  +  X+  y2ax  +  x^\  =  — 


(fi; 


2J.r 


3(1—^)1/2:2 


u  =  ]/a'^  +  x^  +ya^—x\  V  =  )/a'-  +  x^  —Va'  —  a--, 
e/u  .r 3:        _  a:  ( ]/a^—  j-^  — }/ g^  -f  y-) 

^  _         X  X        _  arCj/tf-— a:2+ytf^  +  .r^) 

oder 

du  xo  de  XU 

»      1-  =  + 


dx       Ya^—x^    dx       y;i^^ 

ist.    Dies  giebt 
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.l(i)=.(l.-l.)=^-!t 

xcdc  rudx  z  (v^  +  u^)  dx 

Nun  ist 

fii;  =  a^  +  a;2  —  (a2  —  x^-)  =  2j^^ 

«|2  +  i;2  =  «2  +  x^  +  2y«*— :r*  +  o«  —  a;2 
+  «2  +  ^«  —  2ya*— a:*  +  a«  —  a:« 

folglich  wird 

\^  )  "       ^x-ya'^—x^  "       xYu^  —  x^ 

=  d[|l(:r  +  2)  +  |l(:r  +  4)-|l(^-^l)] 
^/       2  3 ^—\dx 

27)  cfsiü(2x  +  5)  =  2cos(2j:  +  5)fl?a-. 

28)  dco^{mx)  =  —  m  sin  (mx)dx. 

29)  fl?(sm^:i:)  =  2sin2r  COSarflfcr. 

30)  d  (sin^a;  cos:r)  =  sin^a:  (3  —  4  sin-a:)  dx. 

31)  rf( -^ : — )=( ^^-  +  '^-^)COSxdx 

^     \sm^x       smxj     \     sin^x       sm^x/ 

(5sina:  —  6)  cosxdx 


sm^x 


1  +  cosa;\__  2s\nxdx 

'/  (1  —  cos^r/-^ 


cosa:. 


32)  rf(-J-^ 

33)rftg(0=i[l  +  tg3(|)]./.. 

34)  dctg{Sz)  =  —  3  [1  +  ctg^(Sx)]dx. 

35)  rf(tg-a:)  =  ^^,    "^  rfa:  =  mtg^-^x  (1  +  tg^ir)^/^-. 


cos-a- 
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36)  d(^t^\x—  Stg^x + 6tgr)  =  ( 1 2tgV — 6tgz  +  6)  (1  +  tgV)  dx 

=  6(2tg*a:  —  tg-V  +  Stg^x  —  tgx  +  l)dx. 
S7)  d  (ö*cos  a:)  =  tf*  (cos  x  —  sin  x)  dx. 

38)  dBm{\x)  =  cos  (l:r)  .  d{}x)  =:52!Ü£)^. 

39)  .*(|/i:)=«,(|/|)Y^=^»»(]/|)... 

2r— 2M      ^dx 


=[■+'«■(1^)] 


+  2/J(a:  +  2)« 
41)   rfl(Väi^)=e/(^lcoST)=-|^=_ltg^ar^. 

*^^   ^^^(7=^)  =  '^  Ll(l  +  ««S:r)  - 1  (1  -  COSX)] 

c?(l  +  COSa:)       rf(l —  cosa:)  2dx 

1  4-  cosa;  1  —  COSa:  sina: 


2sin(|)cos(|) 


sma- 


[3  *^  "I 

-l(sina:)  +  jl(cosar) 

_  3  /  cosa;       siiv^\  , 
"~4\sina:       cosa;/ 

3(cos-a* — sin-.r)^a:       3    ^    ,^  ^  , 

=         .  ■ —  =  ^  Ctg  (2a:)  dx. 

4sma;cosa:  2  ^ 

46)  rf(ö"°*)  =  e«i°* .  rf(sina:)  =  0«'"' .  rosa-rfar. 

47)  d{xe'^^'^)  =  c^o«*  (1  —  a-sina:)efa:. 

48)  d  [e^  .  cos  (mx)]  =  €"-^[0  cos  (mx)  —  wsin  (^na;)]  dar. 
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49)     d{a^')  =  a}'la  .  d[h:)  = dx. 


.2 


51)  '^arc^f)=— ^rf(^)=^ 

52)  rfarctg/-^^ V-^^^^':. 

o+2a:    2  '       a:  Va  +  «/ 


(a+a;)  Va  +  ar        adx 


adx 


2{a+2x)  |/7  '  («  +  ^)'       2(a  +  2x)  Y  x{a  +  x) 

53)  d\a  .  arc  008^^  ~    j  —  y^ax—a?    = 

a  j(^~'^\__  d(2ax  —  x') 

~  -|/       (^  —  ^^     \     a    )        ^Ty2ax-x^ 

adx  (« —  x]dx  xdx 

^  "^  l/2^7Zrp       y2a:r  —  a-^  ""  y2<w:  —  x^ 

54)  y  =  a^,    \y  ^  x\x,     -^=l+la-, 

rf(ir*)  =  a^(l  +\x)dx. 

55)  y  =  a^i°^ 

.        Idy  ,      ,    SlTli: 

ly  =  sina:.la-,    --j-  =  co^x  Ax  -\ ? 

y  ci*c  X 

(sin  2^  \ 

— —  +  cosx  ,  Ix  jdx. 

56)  y  =  -f^a:, 

-  1,  Idy        1—1^ 

ly==-l.r,      — -r= 5 — ' 

^       X  y  dx  x^ 

d  Y^^  y^'     ~   ^  dx. 
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57)  y  =  (ar^)' =  ir<*% 

^  ^    y  dx       X  ^  ^^ 

d  [{x'Y]  =  a:W  .  :r (1  +  2\x)dx  =  a:*'+»(l  +  2la:)ctr. 

58)  y^x^  \ 

Xy^x^Ax,    ig  =  :r'(l+l:r)l^+J 

nach  Aufgabe  54,  folglich  wird 


[>•>]= 


X      .a:'[(l+la-)la: +  «-']<& 


X 

=  /  "*"'f(l+lr)Ia:  +  a;-^J  cfc. 

59)  y  =  (cosa:)*»'^, 

1  c??/  sin^j? 

\y  =  silia;l(cos^),     — ;—  =  CO&r  l(cosa:) ? 

y  cLx  COS  ^ 

rf  [(cosa;)«*^]  =  (cosa:)-*+'^  [cos*.rl(coS;r)  —  sin-«}. 

60)  y  =  arcsin[tg(^)] 

a  —  ic 
siiiy=tgtt,     wo     w  =  — ; — > 
^        ^    '  a  +  a; 

rfy  \     du  1  — 2a 

'  dx      COS^  w  rfa:      COS-  m     (a  -f  a:)^ 

cos^y  =  1  —  tg^M 


2^  _  ^ ^^^  ^  _  cos^^  —  sin^u  _  COS  (2a) 

COS^M  ""    cos^m) 

e/y  1  —  2a 

öte      cos«  )/cos (2m)   (»  +  ^)^ 


j 


rf  aresin  [tg(|^)]  = 


2,adx 


."+')'-(fffy-(^^) 


III.  Abschnitt. 

Ableitungen  und  Differentiale  höherer  Ordnung. 

§26. 

Ermittelung  von  /-'(«). 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  44—46.) 

Wie  schon  früher  gezeigt  wurde,  ist  die  Ableitung  einer 
Function /(t)  im  Allgemeinen  wieder  eine  Function  von  x,  E» 
wurde  deshalb  auch  das  Zeichen /'(^)  eingeführt,  so  dass 

war. 

Man  kann  daher  f\T)  ebenso  behandeln  wie  f{x)  selbst  und 
untei^uchen,  ob  /'  {x)  eine  Ableitung  besitzt.  Ist  dies  der  Fall, 
so  bezeichnet  man  die  Ableitung  von/'(^)  mit/"(5-)  und  nennt 
sie  die  ^zweite  Ableitung^  \onf(x).    Es  ist  also 

(2.)  ^=/"(-)- 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  erhält  durch 
wiederholte  Differentiation  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 


(S.) 


äx 


^—-r-^  =/<"'(a:). 
ax 


Dabei  heisst /^"Xar)  die  n^'  Ableitung  der  Function /(a?). 

Es   ist    nun   auch    von   Interesse,    zu    untersuchen,   nach 
welchem   Gesetze  die  höheren  Ableitungen   von/(a:)  aus/(z) 

Kiepert,  Diflferencial-Rechnung.  8 
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selbst  gebildet  werden  können,   ohne  dass  man  die  dazwischen 
liegenden  Ableitungen  benutzt. 

Der  erste  Differenzen-Quotient  war 

Vertauscht  man  in  diesem  Ausdrucke  x  mit  x  +  Jx  unter 
der  Voraussetzung,  dass  sich  dabei  ^x  gar  nicht  ändert,  so  er- 
hält man 

Indem  man  die  Gleichung  (4.)  von  der  Gleichung  (5.)  snb- 
trahirt  und  die  Differenz  durch  Jx  dividirt,  ergiebt  sich 

^  Jx  Jx  Jx 

_/(.r  +  ^^x)  —  2/(.r  +  ^x)  +f(x) 

Lässt  man  jetzt  ^x  verschwindend  klein  werden,   so  wird 

folglich  ist 

(7.)         /"(.)  =  Um  fix-¥2^T)-2fix  +  Jx)+fi^rX 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 

(8.)  r*\x)  =  lim-^^"'  +  ^^""^  ~  3>'(^ +2^^)+3/(^  +^x)  -^f(x) 

(9.)    ß-K^)  =  Um  ^,  {/(:r  +  nJx)  -(i)/[^  +  («  -  l^^r] 

^Cy  t^  +  ^'^  ~  '^^'^'^^  ~  ^  •  •  •  -Cl  V^""  "^ ^""^  "^-^H' 
Der  Beweis  dieser  Formel  kann  duich  den  Schluss  von  n 
auf  n  +  1  geführt  werden,  möge  abei*  hier  übergangen  wei*den, 
weil  fttr  das  Folgende  nur  der  Fall,  wo  »  ==  2  ist,  in  Betracht 
kommen  wird. 
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Man  kann  auch  von  dem  Differentiale 

(10.)  dy  ^f\x)dx 

ausgehen  nnd  das  Differential  von  dy  bilden. 

Dann  bezeichnet  man  dieses  neae  Diftierential  d{dy)  mit  d^y 
und  nennt  es  das  zweite  Differential  von  y.  Bei  der  Bildung 
von  dh^  mnss  man  aber  beachten,  dass  in  Gleichung  (10.)  die 
unendlich  kleine  Grösse  dx  einen  von  x  unabhängigen  Werlh  hat 
und  deshalb  bei  der  nochmaligen  Differentiation  als  eme  Can- 
itante  anzusehen  ist.    Deshalb  wird 

(11.)  d'y  =  d{dy)  =  d[f\x)dr\  =  d[f\x)]dz; 

nach  Formel  Nr.  34  der  Tabelle  ist  aber 

d\f\x)]=r\x)dx, 

folglich  erhält  man 

(12.)  d^y  =  f'\x)dx^. 

Hierbei  soll  dx^  immer  mit  (dx)^  gleichbedeutend  sein  und 
ist  wohl  zu  unterscheiden  von  rf(ar')  =  2xdr. 

Aus  Gleichung  ( 1 2.)  folgt  jetzt  auch,  dass 

(12a.)  S=-^"^'^'^ 

ist. 

Unter  dem  dritten  Differential  von  y  versteht  man  das 
Differential  von  c?y,  also  d{d'^y)  und  bezeichnet  es  mit  d^y. 
Deshalb  wird 

d3y  =  d{d^y)  =  d[f"(x)dx^]  =  d[f**{x)]dx?, 
oder 
(13.)  cPy  =/"'.a:)^. 

Hier  ist  ctr»  gleichbedeutend  mit  {dxf  und  wohl  zu  unter- 
scheiden von  d{x^)  =  ^dx. 

Aus  Gleichung  (18.)  folgt  wieder 
(13a.)  g  =  f"'{x). 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet 

(14.)  d^y  =  d{d^^y)  =/(•*X^)rfa:^ 

o 
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(14a.)  g  =/<-'(*), 

wobei  d7^  immer  mit  (<&)**  gleichbedeutend  sein  soll. 


§  27. 

Uebungs-Beispiele. 

(Vergl.  die  Fonnel-TabeDe  Nr.  47  und  48.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

bilden. 

AuNBsung. 

2  =/'»  =  *•  3  •2-^=  24^' 
g=/ui(r)=4.3.2.1=24, 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  —f{x)  ==  3.r»  —  7:r*  +  83:»  +  IIa:-  —  6a:  +  9 

bilden. 

Auflösung. 

dy 

■^  =f\x)  =  15a:*  —  28ar'  +  24:x}  +  22a:  —  6, 

^  =/"(a^)  =  60ar^  —  84a:^  +  48a:  +  22, 

^  =/'"(a:)  =  180a:«  —  168.r  +  48, 

0  =/f»X^)  =-  360a:  —  168, 
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g  =/.^)(:r)  =  360, 

3  -^^^'w  - '- 

Aufgabe  3. 

Man  soll  die  höheren  E 

bilden 

y  =/(;r)  =  ;r* 

Auflosung. 

''"y  4(l-0(l-'^>-(l-''+0^*'"*="- 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  höheren  Differentiale  von 

bilden. 

AuflSsung. 

dy  =zf*{pc)dx  =  maf*''^dx^ 

d^y  =f"{x)ds^  =  7n  (m  — 1)2:"— 2^^ 

dhf  =:f'"{x)da^  —  m(m—l){m  —2)  ic"--3(fa», 

d^y  ==y(*)(ir)da;"  =  m  (w  —  1)  (m  —  2)  . . .  (m  —  n  +  l)x*^-'*dx*^. 

Ist  hierbei  m  eine  positive  ganze  Zahl ,  so  ist  also  /^"'\x) 
eine  Constante  und  die  höheren  Ableitungen  werden  alle  gleich 
0;  in  allen  übrigen  Fällen  aber  kann  man  die  Differentiation  bis 
ins  Unendliche  fortsetzen. 
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Aufgabe  5.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

bilden. 

Auflösung. 

f  (.r)  =  ^, 

.  •  .  . 

Die  Ableitungen    der  Exponential  -  Function  e'  sind    also 
sämmtlich  wieder  gleich  «*. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =f(^)  =  ^ 
bilden. 

Auflösung. 

fHx)  =  a»  .  la,    f%r)  =  a' .  (la)^  . .  .ß^^x)  =  a'  .  (1 «)  . 
Für  a  =  e  geht  diese  Aufgabe  in  die  vorhergehende  über. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 


bilden. 

y  -/W  - 

:liC 

Auflösung. 

** 

/'  (^)  = 

.        .        • 

=  —  1  .  x-\ 
=  +  1  .  2  .  x- 

*         •         •         • 

-3 

> 

• 

Die  Richtigkeit  der  letzten  Formel  wird  durch  den  Schluss 
von  n  auf  n  +  l  bewiesen. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =f{^)  =  sinar 
bilden. 
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Auflösung. 

f'{x)  =  cosar  =  sinf  ar  4-  -  V 

f'\x)  =  —  sinr  =:  9m(x  +  -^Y 

/'"{x)  =  —  COSa:  =  Biliar  +  -^Y 

fi^>(T)  =  +  sin^  =  sm(x+  ^^=f(x). 

Durch  den  Schluss  von  n  auf  n  +  1  findet  man,  dass  ganz 
allgemein 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

y  =f(x)  =  cosa: 

bilden. 

Auflösung. 

/*(x)  =  —  sinar  =  cos(  a-  +  ~  j> 
f*\x)  =  —  cosa:  =  cosf^a:  +  —  h 
/'"(jr)  =  +  sina:  =  COS^a-  +-^Y 
/C4)(^)  =  +  cosa:  =  C0s(a:  +^)  =/(a:), 
/<~)(a:)  =  C0s(a:+^). 

Aufgabe  10.    Man  soll  die  höheren  Ableitungen  von 

f(x)  =  «*sina: 
bilden. 
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Auflösung. 

f'{x)  =  (?*  (sin  X  +  cosar)  =  Y2eFWi(x  +  ~Y 

Z'X^)  =  V2"e'[sin(;r  +  ^)  +  cos(:r  +  ^)]  =  2^sm(;r  +  ^), 
r:\x)=  2^[sm(x  +  ?i^)j+  cos(:r  +^)]  =2}/2^sin(;r+^), 

/c->(^)  =  0/2)-  ^sm(a:  +  ^)- 

Aufgabe  11.      Es  sei   t*  =  y(a:),    v  =  ^(x);   man   soll    die 
höheren  Ableitungen  von 

y  =/(^)  =  u±:V==fp(x)±  xlj{x) 

bilden. 

Auflösung.    Aus   den  Formeln   Nr.  19  und  20  der  Tabelle, 
nämlich  aus 

d{u  ±  v)  _du      dv 

dx  dx  ~  dx 

folgt  durch  wiederholte  Differentiation 

d\u±v)       d''u    ,   d^'c 
dx^  dx"  ~  dx^ 

Beispiel.   Es  ist 
folglich  ist 

/V)  =  -  (.  + 1)-.  +  (,+  2,-  =  __^  +  _!_. , 

/^^^(x)  =  (—  1)"«!  (x  +  l)-»^«  -  (—  l)-nl  {x  +  2)—-» 

Aufgabe  12.    Es  sei  wieder  u  =  y  (a-),     c  =  ip  {x);  man  soll 
die  höheren  Ableitungen  von 

y  =/(^)  =  ^^  =  9^(«)  •  y^{^) 

büden. 
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AuflSsung.    Nach  Fonnel  Nr.  28  der  Tabelle  ist 

folglich  wird 

f"(x)  =  y(x)  fp"{x)  +  2ip\x)  tp'iz)  +  <p'\x)  ipiz), 

f'"{x)  =  ff{x)  ip"'(x)  +  SipXx)xf>'Xx)  +  S<p"ix)  if,'{x)  +  ^'"{x)  tp{x\ 

ß->(x)  =  if(x)ip^-Kx)  +  Qy'{x)  V<-"(^)  +  (2)  ^"(x)  ^<-«'(z) 

Die  Richtigkeit  dieser  letzten  Fonnel  wird  durch  den  Schloss 
von  n  auf  »  +  1  bewiesen. 


IV.  Abschnitt. 

Herleitung  und  Au  Wendungen  der  Taylor'sclien 
und  der  Mac-Laurin'schen  Reihe. 

§  28. 

Entwickelung  einer  ganzen  rationalen  Function /(a!;+^) 

nach  steigenden  Potenzen  von  h. 

Ehe  die  jTayfor'sche  Reihe  in  ihrer  allgemeinen  Form  her- 
geleitet wird,  möge  ein  besonderer  Fall  behandelt  werden, 
welcher  dazu  dienen  soll,  die  später  angewendeten  Methoden  za 
erläutern. 

Es  sei 

(1.)  f{x)  =  ax*^  +  axx^  +  a<iX^  +  a^  +  r/4, 

also,  wenn  man  mit  h  eine  beliebige  zweite  Veränderliche  be- 
zeichnet, 

(2.)  fix^-K)  =  a{x  ^  A)*+ai  {x  -t-Ä)«+  «2  (^+ A)^+  03  ix  +h)  ^•  a*, 

dann  folgt  aus  Gleichung  (2.)  durch  Auflösung  der  Klammem 
und  durch  Vereinigung  aller  Glieder,  die  mit  gleichen  Potenzen 
von  h  multiplicirt  sind, 

(3.)  /(^+Ä)  =  (ax^  +  aix3  +  a^r^  -f  «arr  -f  a*) 

4-  (4aa:^  -|-  Sajar^  -f-  ^a^x  -f-  a^h 
+  (Gac«  +  SöiiT  +  ih)k^ 
+  (4a:r  +  a^h^ 
-haÄJ. 

Dieses  Resultat  hätte  man  schneller  auf  folgendem  Wege 
finden  können. 

Man  weiss,  f{x  +  h)  lässt  sich  auf  die  Form 

(4.)  f{x  +  A)  =  .V  -h  X,k  +  XoA^  +  X8Ä3  +  A4Ä* 
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bringen,  wobei  die  CoefQcienten  X,  Xt,  X2,  Xs)  -^4  Functionen 
von  X  sind.    Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte  man  h  als  einzige 
Veränderliche  und  differentüre  beide  Seiten  der  Gleichung  (4.). 
Nach  Formel  Nr.  35  der  Tabelle  wird 

df{u)  __  (lf(u)    du 
dx  du      dx 

oder,   wenn  man  die   unabhängige  Veränderliche   mit  h   be- 
zeichnet, 

^f(u)_df(^du_  du 

d/i  du   dli  "-^  ^^'  dh 

Setzt  man  för  den  vorliegenden  Fall 

M  =  ;r  +  Ä,    also    -77  =  1, 

all 

so  findet  man,  dass 

(5.)        Mk^  =  Ä±J. .  1(^)  =/x.  +  Ä) 

^    ^  rfA  d{x  -\-  h)  dh  ^  V      •     / 

ist.    Man  erhält  daher 

(6.)  f\x  +  Ä)  =  1 .  Xi  +  2X«A  +  3XaÄ2  +  4X4Ä^ 

und  hieraus  durch  wiederholte  Differentiation 

(7.)  /"(^  +  Ä)  =  1  .  2X2  +  2  .  3X3Ä  +  3  .  4X4Ä«, 

(8.)         f*'\x  +  A)  =  1 .  2  .  3X3  +  2  .  3  .  4X4A, 
(9.)        /*>(x  +  Ä)  =  1 .  2  .  3-.  4X4. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  (4.)  und  (6.)  bis  (9.)  die 
Veränderliche  h  gleich  0,  so  findet  man 

f{x)  =  X,  oder  X  =^(5-)  =  aj*+ 01^:^+02^^  +  03^+04, 

f\x)  =  1  .Xi,  „      Xi  ^-^f- =  4a^3+3^^«^.2fl,:r+a8, 

/''(a;)  =  1 .  2X,,  „     X2  =  ^^^=  6a^«+3a,a:+a2, 

/"'(^)=1.2  .  3X8,        „      X3=-Q^^=4oa:+ai, 

/<*)(a:)=  1.2.3.4X4,   „     X^-=J—g^^a. 

Setzt  man  diese  Werthe  von  X,  Xi,  X2,  X3,  X4  in  die 
Gleichung  (4.)  ein,  so  erhält  man  in  der  That  genau  dasselbe 
Resultat  wie  in  Gleichung  (3.). 
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Es  wird  also 

(3a.)  Ax+h)  =/(:r)+Ä)  Ä+ö  Ä'+  Öl  Ä3+  =^Ä*. 

Diese  Entwickelungs-Methode,  welche  hier  nur  für  eine  ganze 
rationale  Function  i^^  Grades  ausgeführt  wurde,  lässt  sich  ohne 
Weiteres  wd  jede  ganze  rationale  Function  übertragen.  Es  sei 
jetzt  also  ganz  allgemein 

(10.)     f{x)  =  a:r-  +  a^a^-'  +  a^-'"-  +  . . .  +  On-ia:  +  a« 

und  deshalb 

(11.)  f{x  +  A)  =  a  (:r  +  Ar  +  a^  (ar+A)»*-*  +  Oj  (a:  +  A)"-^^  , . . 

+.«,»-i(2-  +  A)4-a„; 

dann  weiss  man,  dass  sich/(a-+A)  durch  Auflösung  der  Klam- 
mem und  durch  Vereinigung  aller  Glieder,  welche  mit  derselben 
Potenz  von  A  multiplicirt  sind,  auf  die  Form 

(12.)  f(x  +  A)  =  X  +  X,Ä  +  XoA^  +  XsÄ»  +  X4A*  +  . . . 

+  X»_iA*-»+XnÄ« 
bringen  lässt,  wobei  die  CoefiScienten 

X,    Xi,    X2,  .  •  .  Xn— ij    X„ 

noch  Functionen  von  x  sind.  Um  diese  zu  bestimmen,  betrachte 
man  wieder  A  als  einzige  Veränderliche  und  differentüre  beide 
Seiten  der  Gleichung  (12.)  zu  wiederholten  Malen  nach  A.  Da- 
durch erhält  man  der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

r    /'(^  +  Ä)  =  1 .  X,  +  2X2A  +  aXjA«  -f-  4X4A»+  . . . 

+(^»  —  l)Xn-iA»-2+«X«A-S 

f\x  +  Ä)  =  1 .  2X2+2  .  3X3A+3  .  4X4A^  +  . . . 

+  (w — 2)  (w— 1)  Xn-iA--3+  (n— 1)  «XnA*-«, 
f*\x  +  A)  =  1 .  2  .  3X3  +  2  .  3  .  4X4Ä  + . . , 

+(;^  —  3)  («  —  2)  («  —  l)Xn-iÄ"-* 
(13).  \  +(w-2)(n-l)nX.A'-», 

fW)[x-\'h)  =  1 .  2  .  3  .  4X4  +  . . . 

+  (»  —  4)  («  —  3)  («  —  2)  («  — l)Xn-iA*-5 

+  (»  —  3)  (»  —  2)  (w  —  1)  »XnÄ«-* , 

/<— "(:r-f-A)=1.2.3...(«— l)Xn-i+2.3.4...f»— 1)«X\A, 
/^~5  (:r  +  A)  =1.  2  .  3  . . .  (;*  — 1);jX„. 


§  28.  Entwickelang  einer  g«iiaen  rationalen  Function /(x+Ai.       125 


Setzt  man  jetzt  in  den  Gleichungen  (12.)  und  (13.)  die 
Veränderliche  h  gleich  0,  so  findet  man 


(14.) 


f'{x)  -  1  .  A-,, 
/"(a-)  =  1  .  2X,, 
f"'(x\  =  1.2.  3A'3, 
/<*»(a:)=1.2.3.4X^, 


oder  X  =f(x), 

"        ~  TV' 


/(«-•U)  =  («  -1)!X„_„  „  X„_,=-^j— il|, 


/.»'(a;)  =  «!X„, 


Die  Gleichung  (12.)  geht  daher  über  in 


Dasselbe  Resultat  erhält  man   auch  auf  folgendem  Wege. 
Nach  Gleichung  (5.)  wird 

dh 


=/\.r  +  //). 


In  derselben  Weise  findet  man,   indem  man  h  mit  x  ver- 
tauscht, 


^^  =/■>'  -  *'. 


folglich  ist 


df(X'\-h)  df[x  +  h) 


dx 


dh 


=f\x  +  Ä). 


Man  wird  also  mit  einander  übereinstimmende  Ausdrücke 
erhalten,  gleichviel  ob  man  die  rechte  Seite  von  Gleichung  (12.) 
nach  X  oder  nach  h  differentiirt.    Dies  giebt 
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(16.) 


dX    .  dX 


dx 


+ 


dx 


h  + 


+  ^^^  A*-i  +  ^;Ii*  A« 
dx  dx 


1 .  Xt  +  2X2A  +  3X3**+  4X4Ä»  +  . . .  +  nX^Ä'-». 
Für  A  =  0  findet  man  aus  Gleichung  (12.) 

(17.)  X  =/(.r) 

und  aus  Gleichung  (16.) 


(18.) 


dX 

dx 


dX 


Wenn  man  jetzt  in  Gleichung  (16.)  -^  gegen  l.Xi  fort- 

hebt  und  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  h  dividirt,  so  erhält 
man 


(16a.) 


c?ar      "         '     dx 
2X2  +  3X3A  +  4X4**+ . . .  +»XnÄ*-^ 
Hieraus  folgt,  wenn  man  wieder  A  =  0  setzt, 


dx 


dx 


Indem  man  dieses  Verfahren  fortsetzt,  findet  man  der  Reihe 


nach 


<19.) 


dx 

rfXa 
dx 


=  3X3,       oder    X3  = 


3! 


=  4X. 


?? 


x,= 


_   /•'«'Cr) 


4! 
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§  29. 

Anwendung  auf  den  binomischen  Lehrsatz  für  positive 

ganzzahlige  Exponenten. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  10.) 

Wie  wichtig  die  oben  angegebene  Entwickeiung  ist,  kann 
man  schon  aus  einem  sehr  einfachen  Falle  erseBen.  Es  sei 
nämlich 

(1.)  f(x)  =  ^", 

also 

(2.)  f{x+h)^{x+Kr, 

wobei   n   eine  positive  ganze   Zahl   sein   soll.     Nun  ist  nach 
Gleichung  (15.)  des  vorhergehenden  Paragraphen 

(S.,/(.+*)=/W+Ä,+Ö£V+Ö)*.+...+£^)v. 

In  diesem  Falle  ist  aber 

f'*\x)  =  » (n— 1)  (;i  —  2)a;'*-', . .  .ß''\x)  =  » (>  —  1) . . .  3  . 2 . 1  =  n ! 
folglich  geht  Gleichung  (3.)  über  in 

(4.)   (X  +  Ä)~  =  a;«  +  ^ x^-'h  +'*''*~^^  x^-'li' 
Setzt  man  noch 

a:  =  a,     h  =  ö,     ;?  =  m, 
so  erhält  man  den  binomischen  Lehrsatz,  nämlich 

eine  Formel,  welche  schon  in  §  9,  aber  auf  andere  Weise,  her- 
geleitet wurde. 
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§  30. 

Verallgemeinerung  der  gegebenen  Entwickelungs-Methode. 

Es  ist  nun  die  Frage,  ob  und  in  welcher  Weise  die  her- 
geleitete Entwickelung  einer  ganzen  rationalen  Function  f{x+h) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h  auch  auf  andere  Functionen 
übertragen  werden  kann. 

Eine  solche  Verallgemeinerung  liegt  sehr  nahe,  denn  man 
kann  dieselben  Schlüsse,  welche  in  §  28  richtig  waren,  auch  bei 
jeder  anderen  Function/ (5*  -h  //)  anwenden,  von  der  man  weiss, 
dass  sie  sich  nach  steigenden  Potenzen  von  h  entwickeln  lässt, 
dass  sie  sich  also  auf  die  Form 

(1.)      f{x  +  h)^X  +  A'iÄ  +  XJi^  +  X^h^  +  X,Ä»+  . . . 

bringen  lässt.  Man  findet  dann  nämlich,  indem  man  beide  Seiten 
der  Gleichung  (1.)  zu  wiederholten  Malen  nach  h  difterentürt*), 
der  Reihe  nach  die  Gleichungen 

/'  ix  +  A;  =  1  .  X,  +  2X2A  +  3X8Ä2  +  4X.A3  + 


f   ^     ,..  +  Ä)  =  1  .  2X.,  +  2  .  3X3A  4-  3  .  4X4/^2  +  . .  . . 
]   f'*V-  +  A)  =  1  .  2  .  3X3  +  2  .  3  .  4XÄ+  . . ., 

Setzt  man  dann  in  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  die  Ver- 
änderliche h  gleich  0,  so  findet  man  genau  so  wie  damals 

(3.;    A  =/  (:r),    Ai  =  -^  -  5     Ao  =  -^T"'     ^3  =  — 3?^  ' 

so  dass  Gleichung  (1.)  übergeht  in 

(4.)  fir+/>)=fir)+^h+-(^h^+-(^h^+-t^/,A  +  ... . 

Ist  nun  aber/(^)  ^'^'^^^  (/afize  raiionale  Function,   so  kann 
f{x  +  h)  unmöglich  gleich 


*)  Dabei  ist  allerdings  die  Voraussetzuug  gemacht,  dass  die  Suniiue 
avif  der  rechten  Seite  diiFerentiirt  wird ,  indem  man  jedes  Glied  einzeln 
düFerentiirt.  Enthielte  die  Summe  nur  eine  endliche  Anzahl  von  GÜedem, 
so  wäre  diese  Voraussetzung  ohne  Weiteres  richtig;  enthält  die  Summe 
aber  unendlich  viele  Glieder,  so  muss  man  erst  beweisen,  dass  diese 
Vorausssetzung  gilt. 
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^(,)+Ä),+m,.+...+^,. 

sein,  weil  dieser  Ausdruck  eine  gan$e  rationale  Function  n'^* 
Grades  von  h  ist.  Es  muss  daher /(ir  +  A)  von  dieser  ganzm 
rationalen  Function  verschieden  sein,  und  zwar  um  eine  Grösse. 
die  mit  R  bezeichnet  wei-den  möge.  J2  ist  daher  erkl&rt  durch 
die  Gleichung 

(5,  JJ=/(.+*)  -/W  -«  A  -^-a  *• 1^  »-. 

oder 

(5a.)  /(x+Ä)  =f(x)^f^hArf^  h^+  . . .  +-^>Ä"+Ä 

Wird  nun  R  ftir  hinreichend  grosse  Wertiie  von  n  beliebig 
klein,  so  darf  man  R  vernachlässigen,  so  dass  dann  die  Gleichung 
(5a.)  auch  noch  in  dem  Falle,  wof{x)  keine  ganze  rationale 
Function  ist,  sehr  brauchbare  Resultate  liefeii;. 

Man  nennt  die  Summe  auf  der  i*echten  Seite  von  Gleichung 
(5a.)  die  Tayfor'sche  Reihe  und  R  das  Reatglied  der  Taylor- 
sehen  Reihe. 

Wie  nothwendig  die  Untersuchung  dieses  Restgliedes  R  ist. 
soll  zunächst  bei  einem  einfachen  Beispiele  gezeigt  werden. 

Es  sei 

(6.)  f{x)  =  1-  =  x-\ 

also 

(7.)  /(* + h) = ^-A_^ 

und 


(8.j 


I  f'{x)  =  -  1  .  :r-S  f-{x)  =  1 .  2x'\ 

\  f'"{x)  =  —  1.2.  Sx-*, . . .        ß^'Xx)  =  (— l)"n!a:-«-^ 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (5'a.)  ein,   so 
erhält  man 

(9.)     —7-1= 2  +  -ö  — -7  + +  (—1)''  :::;nri+R' 

^    ^     x  +  h      x       z^      x^      3r  ^  x*'^^ 

Für  a:  =  2,  Ä  =  —  1  giebt  dies  z.  B. 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  9 
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=  1  =  ^  +  T  + 1  +  4  +  •  •  •  +  ^r;^  +  ^. 


2  —  1  2'4*8'16'  '     2"+^ 

Hier  wird,  wie  man  ohne  Weiteres  erkennt, 

also  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  ». 

In   diesem  Falle  würde   daher   die  Toy/or'sche  Reihe   an- 
wendbar sein.    Setzt  man  aber 

a:  =  2,     Ä  =  —  4, 

SO  findet  man  aus  Gleichung  (9.) 

^      =  —  -  =  -+ 1+  2  +  4  +  .-.  +  2»-*+i2. 


2  —  4 

Jetzt  ist 

jK  =  —  2*» 

und  wird,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  sogar  beliebig  gross, 
wenn  n  hinreichend  gross  ist.  Man  daif  also  B  nicht  vernach- 
lässigen, d.  h.  man  darf  in  diesem  Falle  die  Entwickelung  nach 
der  Töy/or^schen  Beihe  nicht  anwenden. 

Man  kann  in  dem  vorliegenden  Beispiele  das  Bestglied 
jR  auch  für  beliebige  Werthe  von  x  und  h  sehr  leicht  be- 
stimmen.   Aus  Gleichung  (9.)  folgt  nämlich 

(lö.)  ^  =  r3-T-7+:;:2-i3  +  i4-  + (-i)" 


X  +  h        X        x^        x^        z*  ^         "^      ä"+^ 

x+h       x\_  X       \   X    /      \  X  /  "^  X  /  J 

Der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  ist  eine  geometrische 
Progression,  deren  Summe  man  nach  Formel  Nr.  11  der  Tabelle 
bilden  kann.    Da  nämlich 

1  — p 
so  erhält  man  in  diesem  Falle ,  in  welchem  p  gleich ist, 

,,,  .-^._-(^r_/-(^r 

^11.;       — 5 — 7 =^x -— j • 

l—p  ^      h  x  +  h 

X 
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Daraus  folgt 


.  -(^r  (=?)■ 


(12.)  *  =  — T-T—  li        -r-A- 

Nun  wird  nach  fi-fiheren  Sätzen  (vergl.  §  9)  die  Potenz 
eines  ächten  Braches  beliebig  klein  und  die  eines  unächten 
Bruches  beliebig  gross  ^  wenn  man  den  Exponenten  hinreichend 
gross  macht,  folglich  wiitl  hier  R  nur  dann  beliebig  klein,  wenn, 
abgesehen  vom  Vorzeichen,  A  kleiner  als  x  ist. 

Bei  diesem  Beispiele  wird  also  die  Taylor'sche  Reihe  nui- 
anwendbar  sein,  wenn 

wobei  man  unter  |  A  |  und  |  :r  |  die  absoluten  Beträge  (d.  h.  die 
Zahlenwerthe,  abgesehen  vom  Vorzeichen)  von  h  und  x  versteht. 

So  leicht  wie  in  diesem  Beispiele  ist  im  Allgemeinen  die 
Berechnung  des  Restgliedes  It  nicht.  Man  braucht  aber  den 
wirklichen  Werth  von  jK  auch  gar  nicht,  sondern  braucht  nur 
zu  wissen,  ob  R  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig 
klein  wird. 

Diese  Untersuchung  soll  nun  in  dem  folgenden  Paragraphen 
ausgeführt  werden. 


§  31. 

Bestimmung  des  Restgliedes  der  Taylor'schen  Reihe 

nach  Lagrange. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  49,  49a,  50  und  öOa.) 

Es  war  nach  Gleichung  (5.)  in  §  30 
oder 

(2.)  B  =/(.+*)  -/w  --CM»  -q^,' f^  *.. 

Setzt  man  hierbei 

(3.)  X  -{-  h  =  z,     also     h  =z  z  —  r, 

so  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

9* 
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(4.)  Ä=./(z)_/(:r)--^(*-z)-Ö)(.-:r)»-Ö)(z-x)3- 

Aus  dieser  Darstellung  erkennt  man,  dass  R  eine  Function 
von  X  und  z  ist,  welche  flir  .r  =  z  cerscktcindet,  dass  also 
(4a.)  JB  =  0    für    a:  =  z. 

Bei  den  zunächst  folgenden  Untersuchungen  soll  z  einen 
Constanten  Werth  behalten  imd  x  als  die  einzige  Veränderliche 
betrachtet  werden.  Wenn  man  unter  dieser  Voraussetzung  beide 
Seiten  der  Gleichung  (4.)  diflferentiirt,  so  erhält  man 


dx 


3!     ■  '    ■       2! 


oder 

Nun  war  in  §  13  der  Satz  bewiesen  worden:  „Eine  Function 
7iimmt  gleichzeitig  mit  x  sa  für  alle  Werthe  von  x^  für  tcelche 

-j-  positio  istj  und  die  Fmiction  nimmt  ab,  tcährend  x  zunimmt^ 

dxi 
für  alle  Weit  he  von  x,  für  welche  -j-  negativ  ist^. 

Dieser  Satz  möge  hier  zunächst  unter  der  Voraussetzung 
angewendet  werden,  dass  x  kleiner  als  z  ist  und  alle  Werthe 
von  einem  Anfangswerthe  a  bis  zu  dem  Endwerthe  z  durch- 
läuft, so  dass 
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ist.    Ferner  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Functionen 

fix),  f\x\  r{x\  ...ß-Kx),  /C"+i»(:r) 

in  diesem  Intervalle  s&mmtlich  stettff  sind. 

Der  kleinste  Werth,  welchen /^•+*^(a:)  in  diesem  Intervalle 
vmrklich  annimmt,  heisse  K,  und  der  grösste  heisse  G;  es  sei 
also 

(6.)  /<-+'>(a;i)  =  K  und  /^"+'>(ar.)  =  G, 

wobei 

a'^Xi'^z   und   a'^Xi'^z 

ist.     K  und  G  sind  dann  constante  Grössen,   und  es  wird  für 
alle  hier  in  Betracht  kommenden  Werthe  von  x 

(7.)  jr  — /^•*+* '{x)  ^0,     G  —ß''^%x)  ^  0. 

Deshalb  ist  mit  Bäcksicht  auf  Gleichung  (5.) 

Wächst  also  X  von  a  bis  z,  so  muss  nach  dem  oben  an- 
geführten Satze 

Jl  —  ±. — T^rrr  -  ^  beständig  abnehmen, 
[n  +  l;i 

•B  —  —, — .   ,.,    G  beständig  zunehmen : 
(n  +  1)! 

d.  h-  die  Differenz  B  —  -^ — .   ,.,    JT  erhält  für  a:  =i=  5;   ihren 

(«  +  1)! 

kleinsten,  und  die  Differenz  J2  — ^^ — .    ,.,    G  erhält  für  a:  =  « 
ihren  yrössten  Werth,  wenn  x  das  Intervall  von  a  bis  z  durch- 

läuft.    Dieser  kleinste  Werth  von  B  — ^7 — .   ,.,   K  ist   aber 

(»  +  1): 

*)  Um  Platz  zu  sparen,  schreibt  man  hier  mid  in  ähnlichen  Fällen 

[{z  —  a7)»»4-»      1 
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nach  Gleichung  (4  a.)  gleich  0,  folglich  müssen  die  übrigen  Werthe 
grösser  als  0  sein,  so  dass  man  erhält 

('•)    ^-TTTjf^a»'  «der   «a-^f^if. 

Ebenso  ist  dieser  grösste  Werth  von  B — ^7 — :-i\,~  Cr 

^  («  +  1): 

nach  Gleichung   (4a.)   gleich   0,   folglich   müssen  die   übrigen 
Werthe  kleimr  als  0  sein,  so  dass  man  erhält 

Die  beiden  Ungleichungen   (9.)  und  (10.)  kann  man  ver- 
einigen, indem  man  schreibt 

Erklärt  man  jetzt  die  Grösse  M  durch  die  Gleichung 

(120  M=  ^^v^. 

so  wird 

(z  —  xY-^^ 

(^^•)  ^ = V+iyr^' 

und  die  Ungleichungen  (11.)  gehen  über  in 

(14.)  jrsif^G, 

d.  h.  M  ist  ein  Mittelicerth  zwischen  K  und  G. 

Aehnliche  Schlüsse  gelten,  wenn 

ist,  nur  muss  man  dann  zwei  Fälle  untei^cheiden,  jenachdem  n 
gerade  oder  ungerade  ist. 

Weil  fllr  gerades  n  auch  hier  (z  —  xf  positiv  ist,  so  gelten 
in  gleicher  Weise  wie  vorhin  die  Ungleichungen  (8.),  nämlich 
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Wächst  also  x  von  ^  bis  o,  so  moss 

Ä —^ — .    .N,    J^  beständig  abnehmen^ 

{n  +  1)1 

jB \ — r-TTT-  G  beständig  zunehmen ; 

{n  -f  1)! 

d.  h.  w^in  X  das  Intervall  von  2:  bis  a  dorchiäuft,  so  erhält  die 

Differenz  R ^7 — .  L,    JT  für  a:  ==  z  iliren  grössten  Werth, 

(»  +  1)  I 

nämlich  den  Werth  0,  und  die  Differenz  R  —  —. — .   ,.,   G  er- 

(»  +  1)! 

hält  ihren  kleinsten  Werth,  der  ebenfalls  gleich  0  ist.    Daraus 
folgt 


(15.)    { 


also 


Setzt  man  wieder  wie  in  Gleichung  (13.) 

^-     (»+!)!    ^' 
SO  findet  man  auch  hier 

Ist    dagegen   n   ungerade,    so    wird  {z  —  zY   negativ]    die 
Ungleichungen  (8.)  gelten  dann  nicht  mehr,  es  wird  viehnehi* 

Wächst  also  z  von  «  bis  o,  so  muss  jetzt 

Ä —  \ — .    ,.,    JT  beständig  zunehmen, 

(»  +  1)! 

^ ^7 — r-TTT-  G^  beständig  abnehmen ; 

(f»  +  1)!  ° 
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d.  h.  wenn  x  das  Intervall  von  z  bis  a  durchläuft,   so  erhält 
die  Differenz  R  —    ,~   ,.,  K für  a:  =  xr  ihren  kUinsien  Werth, 

nämlich  den  Werth  0,  und  die  Differenz  B—\ — .  ,,,    G 

erhält  ihren  ffrössien  Werth,  der  ebenfalls  gleich  0  ist.    Daraus 
folgt 

also 

Setzt  man  in  den  Ungleichungen  (18.)  wieder  in  Ueberein- 
stimmung  mit  Gleichung  (13.) 

^-      («+1)1     ^^ 

SO  findet  man  auch  in  diesem  Falle 

d.  h.   die  Gleichung  (13.)  und   die  Ungleichungen  (14.)  gelten, 
gleichviel  ob 

o  ^  a:  S  z,   oder  ob   z'^x'^a 

ist. 

Wenn  man  für  K  und  G  ihre  Weiüie  einsetzt,  so  kann  man 

die  Ungleichungen  (14.)  auch  auf  die  Form 

(14a.)  f^''-^'\xi)  S  M^ß^'-^'ix^) 

bringen. 

Nun  war  in  §  8  der  Satz  bewiesen  worden :  „  Ist  die  FUnctian 

f{x)  für  alle   Werthe  von  x  zwischen  Xi  und  x-i  stetig  y  so   wird 

f{x)  jeden  Werth   zwischen  /{xi)  und  f{x%)    mindestens    einmal 

annehmen^  wenn  x  alle  Werthe  zwischen  Xx  und  x^  durchläuft^. 

Dieser  Satz  möge  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet 
werden,  in  welchem  aber  die  Function  nicht/(a:),  sondem/^*+*>(a:) 
heisst.    Da  der  Mittelwerth  M  zwischen  /^"+''(a:i)  und  ß^'-^^Xx^ 
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liegt,  so  muss  es  z\\1schen  xt  und  x»  mindestens  einen  W'erth 
von  X  geben,  er  heisse  |,  fttr  welchen /<"+*'(:r)  gleich  3/  wiixl. 
Dies  giebt 

(19.)  /^"+*'(l)=  M. 

Ist  zunächst  a<g  nnd  xi  < x^,  so  erhält  man 

ist  a  <i:  nnd  x^Kxi,  so  erhält  man 

in  beiden  Fällen  wii*d  also 

(20.)  o  S  ?  S  xr. 

Ist  dagegen  z  <a  nnd  xx  < o-^,  so  erhält  man 

ist  z<a  und  ^<a:i,  so  erhält  man 

in  diesen  beiden  Fällen  wird  also 

(21.)  «S5  So- 

lu allen   vier  Fällen  liegt  |  zwischen  a  und  «r.    Deshalb 
wird  die  Grösse 

i  —  a 

(22.)  ' =  0 

immer  zwischen  0  und  1  liegen,  weil  in  diesem  Bruche  Zähler 
und  Nenner  gleiches  Vorzeichen  haben,  und  der  Zähler,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  kleiner  ist  als 
der  Nenner.  Am  besten  kann  man 
sich  von  der  Richtigkeit  dieser  Be- 
hauptung durch  die  geometrische  Dar- 
stellung der  Wei*the  a,  |  und  z  durch 
die  Prunkte  A,  P,  Z  überzeugen,  indem 
man 

OA  =  a,    OZ  =  z,     0P=^4 

macht;  dann  entspricht  Figur  21  den  Ungleichungen  (20.)  und 
Figur  22  den  Ungleichungen  (21.).    In  beiden  Fällen  ist 

g  — «       AP 

C/  =  — — ^  =r ; 

e  —  a       AZ ' 


Fig.  21. 

0 

A        P 

z 

Fig.  22. 

0 

z     r 
— 1 1 — 

A 
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und  zwar  sind  im  ersten  Falle  Zähler  und  Nenner  beide  positio, 
im  zweiten  Falle  sind  Zähler  und  Nenner  beide  negatic.  Des- 
halb wird  in  beiden  Fällen 

(23.)  0  S  0  g  +  1. 

Diese  Einschränkung  des  Werthes  von  ©  ist  für 
das  Folgende  besonders  zu  beachten. 

Aus  Gleichung  (22.)  folgt 

g  — a  =  0(z  — a), 
oder 
(24.)  |  =  a+0(2;  — a). 

Hierdurch  erhält  Gleichung  (19.)  die  Foim 
(25.)  M  =/(-+! i[ö  j^Q(z  —  a)], 

und  Gleichung  (13.)  geht  über  in 

^^^•)  ^  =  \7^\)\   ^'''^''  [«  +  0 (2  -  a)]. 

Diese  Gleichung  gilt,  wenn  x  alle  Werthe  zwischen  a  und 
z  durchläuft ,  sie  gilt  also  auch  für  a:  =  a.  Dann  gehen  die 
Gleichungen  (4.)  und  (26.)  über  in 

(27.)  f{z)  ^f{a)  +f^(z-a)  +-^  (;.  _  a)^  +  . . . 

wobei 

(28.)    «=/J=ife^|^  (,-„).«,     0a9S  +  I. 

Nachdem  man  auf  diese  Weise  den  Werth  von  R  ennittelt 
hat,  darf  man  die  Grösse  a  auch  als  veränderlich  betrachten 
und  whrd  sie  dann  am  besten  wieder  mit  x  bezeichnen.  Dadurch 
gehen  die  Gleichungen  (27.)  und  (28.)  über  in 

(29.)/(.)  =/(r)  +Ä  (,_^)  +/y  (^_^).3  +  . . . 

(^^•)  ^^- \^^\ — -H^-xY'-^   OS0S  +  1. 
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Setzt  man  jetzt  wieder,  den  Gleichungen  (3.)  entsprechend, 

i:  =  2r  +  Ä,     also     z  —  a;  =  A, 

so  erhält  man  hieraus 

(31.)  /(»  +  «)=/(») +Ä)i+Ö)i.4...+Ö£)i.+j,, 

^32)        s=£!^&+«ä*«.,  oses+1. 

Diese  Gleichungen  gebefi  an,  in  welcher  Weise  man  /(x-^-h) 
nach  steigenden  Potenzen  von  h  enttoickeln  kann. 

Bemerksng» 

Um  die   Form   des  Restes   R  leichter    zu   behalten,    merke  mau 

sich,  dass  R  aus  dem  letzten  Gliede        .      A*»  entsteht,  indem  man  n  mit 
n  +  1  und  X  mit  x  +  Bh  vertauscht. 

Für  /« =  0  findet  man  aus  den  Gleichungen  (31.)  und  (82.) 
(33.)  f{x  +  A)  -fix)  =  A ./'  [x  +  ®Ä). 

Man  kann  in  den  Gleichungen  (27.)  und  (28.)  die  Grösse 
a  auch  als  constant  und  die  Grösse  r  als  veränderlich  beti'achten, 
wobei  es  zweckmässig  sein  wird,  den  Buchstaben  z  mit  dem 
Buchstaben  x  zu  vertauschen.    Dann  ist 

(34.)    /(..)=/(«)+Ä(^_a)+/^)(^ _„)*+... 

,35.)        ii=/^'[«-t^f-IZ^  (._«)...■ 

Diese  Gleichungen  gehen  an^  in  welcher  Weise  man  f(x) 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a  erdwickeln  kann. 

Für  »  =  0  findet  man  aus  den  Gleichungen  (34.)  und  (35.) 

(36.)  f(x)  -f{a)  =:{x-  a)f  [a  +  0  (o:  -  «)]. 

Lässt  sich  nun  zeigen,  dass  B,  beliebig  klein  wird  für  hin- 
reichend grosse  Werthe  von  n ,  so  darf  man  R  für  unbegrenzt 
wachsende  Werthe  von  n  vernachlässigen  und  schreiben 
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(34a.)         fix)  =f{a)  +Ä  (^  _  «)  +0)  (^  _  «). 

wo  die  Punkte  andeuten  sollen,   dass  die  Beihen  bis  in's  Un 
endliche  fortzusetzen  sind. 


§  32. 

Die  Mac-Laurin'sche  oder  Stirling'sche  Reihe. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  51  und  51a.) 

Die  Mac  Laurin^he  oder  Stirlinff'sche  Reihe  ist  nur  ein 
besonderer  Fall  der  2ay/<w'schen  Reihe,  den  man  erhält,  indem 
man  in  den  Gleichungen  (34.)  und  (35.)  des  vorhergehenden 
Paragraphen  a  gleich  0  setzt.    Dies  giebt 

(,.)  /w  =/(o) + «)  ,+q»)  ^ + . . .  +£^  ^+^ 

wobei 

(2.)  JJ=Z_Jl^^«+i    und    OS 0^+1 

(/*  +  1)!  "^      ■*" 

ist.    Für  w  =  0  findet  man  hieraus 

(3.)  f(^a:)-f(0)  =  x./\ex). 


§33. 

Entwickelung  der  Functionen  e^  und  a^ 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  52  und  53.) 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Function  ^  nach  steigenden  Po- 
tenzen von  X  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 
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(!•) 


also 


/(o)  =  1, 

/'(O)  =  1, 
/"(O)  =  1, 


/(«>(x)  =  e*, 
/(•+»>(r)  =  ««, 


>1 


/^")(0)  =  1, 


_  ^ö« 


/«••+n(@a:)  =  ^ 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Mac-Laurtnsdie  Reihe 

/<.)  =/(«) +«^ +/;f ,.+...  +^^>^ +* 

ein,  so  erhält  man 

(2.)  «.=  i  +  _  +  _+...+  _+22, 

wobei 


(3.) 


^  ^  ß^^^^\®x)  ^,^,  ^     ^"^^     ^e. 


(w  +  l)! 


(«+!)! 


Bezeichnet  man  nun  den  absoluten  Betrag  von  x  (d.  h.  den 
Werth  von  x,  abgesehen  vom  Vorzeichen)  mit  |  x  |,  und  bestimmt 
die  Zahl  g  so,  dass  sie  der  Ungleichung 

g%\x\<g+l 


genügt,  so  zerlege  man 


{n+l)\ 


in  die  Factoren 


X 


Fl  =  ^ •  ~ und  jFs  =•    .    ,         ,   _ 

12       g  ^+l(/  +  2 


X 


;»  4- 1 

Es   ist  dann,   wenn    man   vorläufig  voraussetzt,    dass  x 
positiv  ist, 

X 


ein  ächter  Bruch,  und  es  wii*d 


=  A 


ff  +  2 
Daraus  folgt 

X 


ö<*. 


X 


g+s 


<k, . 


X 


n  +1 


<A. 


/;  = 


X 


X 


g+l  g  +  2  g  +  3      n+  i 


</;«-fl-i,^ 
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(5.)  R^Fx.Fi.Fz,    wobei    jPa  =  <?®' 

ist.    Die  Factoren 

Fl  =  -7    und    i'i  =  e^' 

sind  endliche  Grössen,  während  man  A"''-^  und  folglich  ei-st 
recht  den  Factor  Ei  beliebig  klein  machen  kann,  indem  man 
den  Exponenten  n  +  l  —  g  hinreichend  gross  macht ;  deshalb 
wird  auch  R  beliebig  klein  für  hinreichend  grosses  n. 

Vertauscht  man  x  mit  — x,  so  ändert  der  Factor  -. — r— TvT 

{n  +  1)1 

höchstens  sein  Vorzeichen,  und-FJ  =  e^'  geht  über  in  c"® "  -  -^  -  ? 

e^" 

bleibt  also  eme  endliche  Grösse.  Deshalb  wird  R  auch  dann 
beliebig  klein  für  hinreichend  grosses  /»,  wenn  x  einen  negativen 
Werth  hat. 

Man  kann  daher  in  allen  Fällen  das  Bestglied  bei  dieser 
Entwickelung  vernachlässigen,  wenn  man  die  Reihe  bis  in's 
Unendliche  fortsetzt,  und  erhält 

(6.)  ,.==:  1 +  £. +  |!  + £!  +  ?!  +  ...  in  inf. 

Für  a:  =  1  stimmt  diese  Gleichung  mit  Formel  Nr.  14  der 
Tabelle  überein. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Function  a^  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 

f{x)  =  a-,  also  /(O)  =  1, 


(7.) 


ß-\x)  =  a'  (la)-,  /('•)(0)  =  (U)-, 

ßn^u(jjc)  =  oFi).  a)"+»  /t«-^  ^\&x)  =  a^«  ([af^K 

Daraus    folgt    durch    Anwendung    der    3fac -Latirtn'schen 
Reihe 
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wobei  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin  zeigen  kann,  dass 
R  beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 
Dies  giebt 

Dasselbe  Resultat  hätte  man   auch   aus  Gleichung  (6.)  in 
folgender  Weise  finden  können.    Es  sei 

dann  wird 

\y  =  \{a^^  =  .rla, 
iblglich  ist 

also  nach  Gleichung  (6.),  indem  man  x  mit  x\a  vertauscht, 
a' =  ^  1 «  =  1  +  ^  +  ^-^  + -^ + . . . . 


§  84. 

Entwickelung  der  Functionen  sina?  und  coso:^. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  54  und  55.) 

Aufgabe  1.    Man   soll   die  Function  sin^r  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Aufifisung.    Hier  ist 

f{z)  =  sina:,  also  /(O)  =  0, 


(1.) 


f\x)  =  COSa:,  „  /'(O)  =  1, 

f"{x)  =  -  Sina:,  „  /"(O)  =  0, 

f"'{x)  =  -  COSX,  „  /'"(O)  =  -  1, 

f^*-\x)  =  Sinx,  „  /<*)(0)  =  0, 


Unter  der  Voraussetzung,  dass  »  eine  ungerade  Zahl  ist, 
vii'd  daher 


(3.)  sin.  =  ^-3J+5-,-+--±-j+i2, 
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V      f    /^~»(a:)  =  ±  cosa:,  also       ß^){(i)  =  ±  1, 

i/c-+*)(a:)  =  +  sina:,     „    ß^^'Hßz)  =  q:  sm(®:r). 
Dies  giebt  mit  Hülfe  der  J1fac-2/aurtn'schen  Reihe 

wobei 

Nun  wurde  bereits  im  vorigen  Paragraphen  bei  Entwickelung 

von  e'^  gezeigt ,  dass  man        x  ^\\  l>eltebig  klein  machen  kann, 

wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  wählt  Ausserdem  liegt 
sin(©a:)  zwischen  —  1  und  +1,  folglich  kann  R  vernachlässigt 
werden,  wenn  man  die  Reihe  bis  in's  Unendliche  fortsetzt.  Da- 
durch erhält  man 

/-  N  •  X       a?  ^  a?     x'  , 

Heisst  das  letzte  Glied,   welches  man  für  die  Berechnimg 

x^ 
^\ 
Rest,  welcher  veraachlässigt  wiid,  nämlich 

vom  Vorzeichen  abgesehen,  immer  nur  ein  Bruchtheil  dieses 
letzten  Gliedes,  so  dass  man  für  die  Genauigkeit  der  Rechnung 
ein  sicheres  Mass  erhält. 

Aufgabe  2.  Man  soll  nach  dieser  Foimel  sinl5^25'20"  be- 
reclmen. 

Auflösung.  Die  Länge  des  Bogens,  welcher  dem  Centn- 
Winkel  von  15®25'20"  in  einem  Kreise  mit  dem  Halbmesser  1 
entspricht,  ist 

.r  =  15  -I«  . ^  =  2776.3  14159265  ^     ,^^,^^,^^ 
180    180  32400  ' 

Deshalb  wird 


von  sina:  benutzt  hat,  ±—^^   und   ist  ja:(<» -f  1,   so   ist   der 
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^3 


X        X 


-^  =  0,269  168  56,      ^  =  0,003  250  29, 
-r^  =  0.000  011  77,       ^  =  0,00000002. 

Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Decimalstellen 
keine  geltenden  Ziffern  mehr.    Es  wird  daher 

sina:=  0,269  18033  —  0,00325031, 

oder 

sinl5«25'20"  =  0,26593002. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Function  cos  2:  nacli  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

Auflösung.    Hier  ist 

f{x)  =  C0S:r,  also      /(O)  =  +  1, 


16.) 


/'(^)  =  -sinz,  „  /'(0)  =  0, 

/"W  =  -cosx,  „  /-(0)  =  -l, 

/-(rr)  =  smr,  ,  /"'(0)  =  0, 

f^^\x)  =  cosr,  „  ß^\0)  =4-1, 


Unter  der  Voraussetzung,   dass   n   eine  gerade  Zahl   ist, 
wird  daher 

/     /^*X^)  =  ±  cosa:,     also        f^'^XO)  =  it  1, 
(7-)     |/(n+i)(^)  =  ipsinar,        „     /'-+*'(@;c)  =  q:sin(0r). 

Dies  giebt  mit  Hülfe  der  Mac-Laarin'^Qh&ai  Reihe 


x^  .    a^       x^ 


x 


n 


,8.)  cOS^=l_-+--_+_...  +  _+Ä, 

wobei 

(9-)  Ä  =  T  (^^  sm(®;r). 

Der  Rest  hat  hier  dieselbe  Form  wie  in  Aufgabe  1,  nur 
war  dort  7»  eine  ungerade  Zahl,  während  hier  n  eine  gerade 
Zahl  ist.  Man  findet  daher  ebenso  wie  in  Aufgabe  1,  dass  R 
beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  «,  und 
erhält 

Kiepert,  Differentiftl-Rechnung.  10 
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•  /)A  ^f\  nM 

(10.)  COSr=l-^+^-gj+-.-.. 

Auch  hier  ist  der  vernachlässigte  Best  nur  ein  Bruchtheil 
des  letzten  von  der  Reihe  beibehaltenen  Gliedes. 

Aufgabe  4.     Man  soll  nach  dieser  Formel  cos  15®  25' 20'' 
berechnen. 

Auflösung.    Da  in  diesem  Falle 

X  =  0,269  168  56 

ist,  so  findet  man 

1  =  1,000  000  00,      -r  =  0,036  225  86, 
^  ==  0,000  218  72,       -rj  =  0,000  000  53. 

Die  folgenden  Glieder  haben  in  den  ersten  8  Decimalstellen 
keine  geltenden  Ziffern  mehr.    Es  wird  daher 

COSic  =  1,000  218  72  —  0,036  226  39, 
oder 

cos  15^25' 20"  =  0,963  992  33. 


§35. 

Berechnung  von  Tafeln  fDr  die  Functionen 

sin  9!^  und  cosa^^. 

Es  war  für  alle  endlichen  Werthe  von  x 

/i  \  •  X        7?    .    T"        x"' 

(1.)  sm^  =  ^-^+gj--,+-..., 

»j«*  /if\  /t^ 

(2.)  cos^=.i_-  +  ___+_.... 

Dabei  ist  x  die  Länge  des  zugehörigen  Kreisbogens,  nämlich 

^^^  ^-180- 2 -90' 

wenn  der  entsprechende  Centriwinkel  gleich  «®  ist.  Da  man 
nun  för  den  Gebrauch  zweckmässiger  Weise  die  trigonometrischen 
Functionen  der  Winkel  in  Tafeln  zusammenstellen  wird,  so  wird 
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man  den  in  Gleichung  (3.)   angegebenen  Weilh  von  rr  in  die 
Gleichungen  (1.)  und  (2.)  einsetze.    Dadurch  erh&It  man 

(4.)    dn.«  =  I . ^ - |i(|)'- (|i)*+i (j)'(0-  +•  •  •  . 

-mmh-' 

wobei  man  die  numeiischen  Cbeffidenten 

TT      1    /ttV      1  /ttV      1  /7r\* 

2^  2!  Ur  slUJ'  iTW'-  • 

ein  für  alle  Mal  ausrechnen  kann,  und  zwar  wird 

^      =  1,570  796  :33,  Y»"(^)    =  1'233  700  55, 

J^gJ  =  0,079  692  63,  j  j  ( jj  =  0,020  863  48, 

yr(0   =  0,004  681  75,  "^(f  J  =  ^,000  919  26, 

ir(f J  ==  ^'^^^  ^^^  ^^'       1^!  (?)'  ==  ^'^^^  ^^^  ^^' 

YJj  (0'  =  0,000  000  06,  ^ (0*  =  0,000  000  Ol. 

Bezeichnet  man  also  —  mit  /,  so  wird 

(4a.)  sin«»  =  1,570  796  33  .  ^  —  0,645  964  10  .  f 

+  0,079  692  63  .  t^—  0,004  681  75  .  t' 
+  0,000  160  44  .  r»—  0,000  003  60  .  ^" 
+  0,000  000  06  .  <*^ 


10= 
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(5  a.)  cosa»  =  1,000  000  00       —  1,233  700  55  •<* 

+  0,253  669  51 .  ^  —  0,020  863  48  .  ^ 

+  0,000  919  26  .  ^—  0,000  025  20  .  t^^ 

+  0,000  000  47  .  <"—  0,000  000  Ol .  <". 

Da  man  nur  die  Winkel  zu  berücksichtigen  braucht,  welche 
zwischen  0^  und  45^  liegen,  so  ist  t  immer  kleiner  als  0,5,  so 
dass  man  bei  der  Berechnung  nicht  einmal  die  angeführten 
Glieder  alle  brauchen  wird.  Dabei  ist  es  für  die  Genauigkeit 
des  Endresultates  von  grosser  Bedeutung,  dass  ^,  ^,  z^,  .  .  . 
sämmüich  ächte  Brüche  sind,  weil  deshalb  die  Fehler,  welche 
bei  den  C!oefficienten  durch  Vernachlässigung  der  späteren  Decimal- 
stellen  entstehen,  durch  die  Multiplication  mit  ^,  ^',  ^, . .  .  nicht 
vergrössert  werden. 

Ist  z,  B.  «  =  18,  so  wird  <  =  18 :  90  =  0,2,  also 

sin  180  —  0,314  159  27  —  0,005  167  71 

+  0,000  025  50  —  0,000  000  06 

=  0,314  184  77  —  0,005  167  77, 


oder 


oder 


sinl80  =  0,309  017  00. 

cos  180  ^  x,000  000  00  —  0,049  348  02 
+  0,000  405  87  —  0,000  001  34 
=  1,000  405  87  —  0,049  349  36, 

cosl8o  =  0,951  056  51. 


Aufgabe.  Man  soll  eine  Tafel  herstellen,  welche  die  Sinusse 
und  Cosinusse  aller  Winkel  von  10'  zu  10'  bis  auf  6  Decimal- 
stellen  genau  berechnet  enthält. 

Auflösung.    Bekanntlich  ist 

(6.)  sin  (a  zb  A)  =  sin u  co^ß  ±  cosasm/öf, 

(7.)  cos(«db/5f)  =  cosacos/öf^  sinasiuiöf. 

Ist   dabei   ß  =  10',   so   ist   der   zugehörige  Werth   von   / 

gleich  Tjjrj  und  man  erhält  aus  Gleichung  (4  a,) 
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(8.)  gin  10'  =  0,002  908  88, 

wobei  man  nur  das  er$ie  Glied  zu  berflcksichtigen  braucht,  und 
ans  Gleichung  (5a.) 

•  9.)  COS  10'  =  1  —  0,000  004  23  =  0,999  995  77, 

wobei  man  ausser  der  1  wieder  nur  ein  einziges  Glied  zu  be- 
rücksichtigen braucht.  Indem  man  diese  Werthe  in  die  Glei- 
chungen (6.)  und  (7.)  einsetzt,  findet  man 

(10.)     sin(a  zb  10')  =  0,999  995  77  sin«  zh  0,002  908  88  cos«, 
(11.)     cos(«  dz  10')  =  0,999  995  77  cos«  =F  0,002  908  88  sin«. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  sin(«  +  20')  und  cos(«  ±  20'), 
sin(«  ±  30')  und  cos(«  ±  30')  berechnen,  wenn  sin«  und  cos« 
bekannt  sind. 

Es  genagt  also  nach   dieser  Methode,   sin«  und  cos«  für 

«  =  1»,  2«,  3»,  ...  45« 

unter  Anwendung  der  Gleichung  (4  a.)  and  (5  a.)  auszurechnen. 
Die  dazwischen  liegenden  Wer(.he  findet  man  dann  in  der  an- 
gedeuteten Weise  mit  Hülfe  der  Formebi  (6.)  und  (7.). 

Die  Rechnung  wurde  auf  8  Decimalstellen  ausgeführt,  da- 
mit in  den  Endresultaten  die  ersten  G  Decimalstellen  sicher 
richtig  sind. 

In  welcher  Weise  man  diese  Methode  auch  auf  den  FaQ 
übertragen  kann,  wo  es  sich  um  eine  Tabelle  von  Minute  zu 
Minute  oder  von  zehn  zu  zehn  Secunden  handelt,  erkennt  man 
ohne  Weiteres. 


§  36. 

Andere  Formen  des  Restgliedes. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  49—51.) 

Dem  Bestgliede  kann  man  noch  andere  Formen  geben,  die 
gleich&lls  hergeleitet  werden  mögen,  weil  sie  für  spätere  An- 
wendungen erforderlich  sind. 

Nach  Gleichung  (31.)  in  §  31  war 

(1.)      /(^+Ä)=/W+-^?Ä+'^Ä^  +  --+-^^ 
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Setzt  man  in  dieser  Gleichung  für  R  den  Werth  ein,  wie 
er  dort  in  Gleichung  (32.)  angegeben  ist,  vertauscht  dann  aber 
n  mit  n  —  1,  so  erhält  man 

{n — 1)!  n\ 

Indem  man  beide  Seiten  der  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  von 
einander  subtrahirt,  findet  man 


oder 

1 


(3.)  ^  =  -^  [ß^'K^  +  Qh)  — /(«)(a:)]Ä". 


Diese  Form  des  Restes  ist  der  früheren  z.  B.  dann  vorzu- 
ziehen ,  wenn  man  nicht  weiss ,  ob  die  («  +  1)**  Ableitung  von 
f{x)  in  dem  betrachteten  Intervalle  stetig  ist. 

Auch  hier  ist  ®  eine  Zahl,  welche  zwischen  0  und  1  liegt; 
sie  ist  aber  selbstverständlich  vei^schieden  von  der  Grösse  0, 
welche  bei  der  anderen  Form  des  Restes  auftrat.  Es  möge 
dies  dadurch  zum  Ausdruck  gebracht  werden,  dass  man  zu  den 
beiden  Grössen  &  die  Indices  1  und  2  hinzufügt. 

Es  ist  also 

(3a.)     R  ^f^:^^^^^)  Ä-+i  =  1  [/<*)(:r+®2Ä)  -/<'•>W]Ä^ 

Setzt  man  in  Gleichung  (1.)  x  gleich  a,  so  geht  sie  fiber  in 

« 

wobei  jetzt  nach  Gleichung  (3a.) 

R  =  —  [/l«)(fl+©2Ä)— /t")(o)]Ä« 

wird.    Vertauscht  man  sodann  noch  A  mit  x  —  a,  so  erhält  man 
die  andere  Form  der  Tayfor'schen  Reihe,  nämlich 
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(4.)   /(x)=/(o)+^(:r-a)+-^(^_a)«+... 

wobei 

(5.)  -'^  =  ^ {ß*\a+eiix  —  a)]  — /<-)(o)  J {x~af. 

Indem  man  endlich  in  den  Gleichungen  (4.)  nnd  (5.)  a  gleich 
0  setzt,  findet  man  fBr  die  ifoe-Laurm'sche  Reihe 

(6.)  /W=/(«)+-M«+«^+-+«>^+s 

das  Bestglied  in  der  Foim 

(7.)  J2  =  ^  [/<»'(02:r)  -/'»'(0)>«. 

Eine  dritte  Form  des  Restgliedes  erhält  man  in  folgender 
Weise. 

Setzt  man  in  Gleichung  (1.) 

(8.)  a:  +  Ä  =  z,     also     A  =  JET  —  r, 

so  wird 

(9.)   f{'>)=f{x)+^-^{z-x)-\-^--^^(ß-xf  +  '-' 


+-'-^(z-xY+R, 


oder 

(10.)   B  =f{z)  -fix)  -ffl  (z  -  x)  -Ö)  (,  _  ^). 

Hiemach  ist  R  eine  Function  von  x  und  z.  Wenn  man 
aber  wieder  festsetzt,  dass  z  in  der  hier  folgenden  Betrachtung 
constant  bleibt,  so  ist  i2  als  eine  Function  von  x  allein  zu  be- 
handeln, d.  h.  man  kann  setzen 

(110  R  =  9>{^)> 
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Dies  giebt,  wie  schon  in  §  äl  Gleichong  (5.)  gezeigt  wurde. 

(^"^•)  -^  =  ^ (^) = -—a\    (* - ')" 

Wenn  nun  f{x)  mit  seinen  »  +  1  ersten  Ableitungen  in  dem 
betrachteten  Intervalle  stetig  ist,  so  sind  auch  die  Functionen 
tp{x)  und  ^*{x)  in  diesem  Intervalle  stetig.  Man  kann  also  auf 
^  {x)  die  Entwickelung  nach  der  Tayfor'schen  Keihe  für  »  =  0 
anwenden  und  findet 

q>{x+h)—(p{x)+  .^j ■  Ä, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (8.) 

(13.)  •      y(z)  =  y(.)+  y'[^  +  ®(^-^)3  (,_,). 

Nun  folgt  aber  aus  Gleichung  (10.) ,  dass  Ä  =  0  wird  füi- 
2;  =  j?,  dass  also 

y(^)  =  0 

ist.     Femer    folgt   aus   Gleichung   (12.),    indem   man   x   mit 
x+&(z  —  x)  vertauscht, 

deshalb  geht  die  Gleichung  (13.)  über  in 

(14.)         y (.)  =  Ä  ^/^"-^^'f^  +  ®(^-^)] ^1  _  <9)„(, _  ^)..... 

Auch  hier  ist  &  eine  Grösse  zwischen  0  und  1,  die  aber 
zum  Unterschiede  von  ®i  und  ©2  mit  ©3  bezeichnet  werden 
möge.    Berücksichtigt  man  noch  die  Gleichungen  (8.),   so  wiitl 

(15.)  22=/!!:^ü(j+M)(i_03)«Ä«+.. 

Vertauscht  man  jetzt  wieder  x  mit  a  und  A  mit  x  —  a,  so 
erhält  man  die  zweite  Form  der  Tay^or'schen  Reihe,  nändich 

(16.)    /{,)  =/(»)  +-af> («-»)+  O^ ^^-af+■■■ 
wobei 
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Indem  man  in  diesen  Gleichungen  (16.)  und  (17.)  a  gleich  0 
setzt,  findet  man  für  die  Mac-Laurin'sche  Reihe 

ü8.)  /„=/(«)+/w.+q«)^+...+^^^^ 

das  RestgUed  in  der  Form 

( 19.)  B  =/ü:!:!il®2£.)(i  _  03)n^n+i^ 

Hl 

Beaierkvnf«*) 

Diese  Form  des  Restes  ist  nnr  ein  besonderer  Fall  einer  viel  all- 
gemeineren Form,  die  man  anf  folgende  Weise  findet. 

Sind  fp{x)  nnd  iff{sß)  zwei  Functionen,  welche  mit  ihren  Ableitungen 
(f'(^)  und  ^'(x)  ^^  dem  Intervalle  von  a  bis  s  9tetig  und  endUeh  bleiben, 
und  nimmt  t/rYo?)  innerhalb  dieses  Intervalles  nur  posüive  Werthe  an,  so 
bleibt  dw  Quotient 

(20.)  Q(^)  -  Jr^) 

in  diesem  Intervalle  gleichfalls  ttetig  nnd  endlichy  und  die  Function  tlß{w) 
nimmt  mit  x  zugleich  zu. 

Wenn  nun  x  das  Intervall  von  a  bis  z  durchläuft,  so  möge  Q(x)  ftir 
z  s=  jF]  seinen  kleinsten  Werth  K  und  f{\r  x^^x^  seinen  grö$$ten  Werth  O 
erreichen.    Es  sei  also 

wobei  äp\  und  x^  zwischen  a  und  z  liegen.    Dies  giebt  für  a'^x'^z 

oder 

(22.)  7' W  —  JST  i/;'(i:)  ^  0,    <p'(a?)-öi/,'(a?)SO. 

Diese  Ausdrücke  sind  aber  bezw.  die  Ableitungen  von 

*)  Der  Anfänger  darf  diese  Bemerkung  übergehen,  da  von  der 
darin  enthaltenen  Untersuchung  nur  selten  Gebrauch  gemacht  wer- 
den wird. 
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Da  nach  den  Ungleichungen  (22.) 

ist,   so  muss  u  beständig  zunehmen  und  e  beständig  abnehmen,   wenn  x 
iunimmt.    Für  j?  =  a  werden  u  und  t»  beide  gleich  0,  folglich  ist 

0  der  kleinete  Werth  von  «,  und 
0  der  gröeste  Werth  von  v  , 
wenn  a  das  Intervall  von  «bis  2  durchläuft;  d.  h. 

u  « <f(x)  —  (f{a)  —  K[ti;(af)  -  tp(a)]  ^  q, 

V  =  y(x)  —  f/)(a)  —  0[iKx)  —  i/<a)]  ^  0, 
oder,  da  ^(x)  —  iK«)>  0  für  a:>  a, 

(24)  y:^^-y(a)^ 

i5ezeicnnet  man  ^^.  __  ^^ ,  ^  mit  3f,  so  gehen  die  Ungleichungen 
(24.)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (21.)  über  in 

^^•^  •p'(^,)=^^=i?(^* 

r^/(:r) 
Nun  ist  aber  jrn^  eine  etetige  Function,  folglich  giebt  es  nach  dem 

in  §  8  bewiesenen  Satze  14  zwischen  x^  und  x^  einen  Werth  von  x,    er 
heisse  I,  iiir  welchen 

(25.)  3/=^| 

wird.    Da  |  zwischen  Xi  und  x^  liegt,  so  liegt  es  auch  zwischen  a  und  2, 
und  man  kann  wieder 

|«a+e(2  — a) 
setzen,  wobei  0  ^  ö  r?=  4-  1  ist.    Dies  giebt 

A>;;o  ^  *f  _  2!lfhl^  _  y'  [tf  +  ^'>  —  g)] 

und  für  j:  ~  2 

^      '^  i/;l2j  -  iA(«)         !/;•  [a  +  e(z  -  a)]  * 

Setzt  man  z.  B. 

iKar)  =  6*  —  ,6  ^  «)«,  also  i/;'(j: )  =  x;6  —  x)*  "\ 

wobei  6>  2  und  x>0  sein  möge,  so  sind  die  Ar  ^(a?)  und  ^'  a?)  fest- 
gestellten Bedingungen  erfüllt ,  und  man  erhält  aus  (Gleichung  (2ii.) 

y(s)  —  <f(a)  y'[a  +  6(2  —  g)] 

(ft  _  a)*  -  (6-  2)*  ■"     x[b  —  a  -  e(2  -  a)/-*  ' 
oder 
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27.)       »(»)-V-(a)-,^fj;j^~/l~y_.   ..p>  +  <»(«~a)]. 

Dies  gilt,  wie  nahe  auch  h  dem  Werthe  von  z  liegen  mag,  folglich 
erhält  man  f^  lim  6  «■  z 

28.)  ifiz)  -  ^(a)  -      /"Jn-i  •  ^'[«  +  ^(*  -  «*)]• 

xv  1  —  w; 

Für  2  ^  X  ^  a  gelten  ähnliche  Schlüsse.  Ans  den  Ungleichungen 
(22.)  folgt  dann  wieder,  dass  u  beständig  zunimmt  und  v  beständig 
ahnimmi,  wenn  x  zunimmt.    Da  jetzt  aber  x'^a,  so  ist 

0  der  ffröMte  Werth  von  u  und 

0  der  kl0in9i4  Werth  von  0, 

wenn  x  das  Intervall  von  z  bis  a  durchläuft.    Dies  giebt 

V  -=  *p{x)  —  <pla)  —  Ö  [tlß(x)  —  ^  (a)  ^  0. 

Da  jetzt  j<Cay  so  ist  tK^)— »K^^X^;  deshalb  folgt  aus  diesen 
Ungleichungen  wieder 


und 


(fr(z)  —  y (rt)         ep'[a  -f  Q  z  —  tt)J 
1//;«)— ^(ü)  —  ,/,'[a  +  ©(z  — tf)j  ' 


Setzt  man  in  diesem  Falle 

i/r(x)  —  («  —  6)«  —  6*,  also  i/f'(x)  —  K-^  —  &)*' S 

wobei  6  <<  s  und  x^O  sein  möge,   so  sind  die  für  tfj(eBi)  und  tp'(x)  fest- 
gestellten Bedingungen  wieder  erfCÜlt^  und  man  erhält 

y(i)  —  y(a)        ^        (()'[a -f  e(g  —  g)] 
oder 

x[a b+  Ö(«  —  o)] 

also  für  lim  b  =  z  findet  man  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  (28.) 

if{z)  —  v(fl)  = -—zr^  (f '[a  4-  «(«  -  «)]. 

Für  ao-x  findet  man  hieraus 
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(29.)  rW - v(*)  — ,,^^",  'r'[*  +  ^K^ - *)]■ 

X(l  —  H) 

gleichviel  ob  «  <  s  oder  z  <  o;  ist, 

Setzt  man  jetzt  wieder 
(30.)        v(;r)  =  Ä-/(.)-/(x)-^J(*-*)—Qf^  («-*)»-.    . 

so  wird 

(31.)  v(*^-0,    ,/,'(*) --5j---'—;^\«-x)-, 

(32.)  v'[ar  +  «(.-*)] -^^ ^-^^T-^^ ^'(1  -  »)"(«  -  X)», 

folgUch  findet  man  aus  Glöchung  (29.) 

(33.)  ji-/"^'^[-+^y'-^J,i-e)"-'-H>(x-.)»n 

Für  X  «3 1  erhält  man  hieraus  in  üebereinsti mmnng  mit  Gleiokung 
(14.)  die  dritte  Form  des  Restes. 


§  37. 

Der  allgemeine  binomische  Lehrsatz. 

(Vei^l.  die  Formel-Tabelle  Nr.  56—58.) 

Aufgabe.  Man  soll  (1  +  x)^  nach  steigenden  Potenzen  von 
X  entwickeln,  gleichviel  ob  m  eine  positive  ganze  Zahl  ist 
oder  nicht. 

Aufifisung.    Hier  ist 

f(x)  =  (1  +  xr, 

f\x)  =  m(jL  +  xY--\ 
/"(a;)  =  m(m-l)(l+ar)— ^ 
i  !•)     {      /'"(^)  =  m(m  —  1)  (m  —  2)  (1  +  a;)— », 


/(«Ha:)  =:  m{m  —  1) . . .  (m  —  «  +  1)  (1  +  «)"•"**, 
fKn^^x)  =  iw(f»  —  1) . . .  (m  —  «+ 1)  (m— »)(l-f  a;) 


also 


da.) 
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/(O)  =  1, 

fiO)  =  m, 
/-(O)  =  m(m  -  1), 
/"'(O)  =  m{m  -l){m  —  2), 


/i~)(0)  =  m(m  —  1) . . .  (m  —  n  +  1), 
/(«M-i)(©a:)  =  m{m—l)...{m—n+l){m—n)  (l  +  ©a:)~-^^ 

Dies  giebt  mit  Hülfe  der  Jfac-I/aurtn'schen  Reihe 

^2.)    (1+^)^  =  1  +  7^+    172*^       1T273 — ^+-' 

m(m—l)...(m  —  n+l) 
■^  1.2...U  "^ 

='+(?>+(")'*+(:y+-+(:)'"+^' 

wobei 

„       m(m— 1)...(ct— «+l)(m— »)(l+Qia;)'"-»-'_^^, 
^^•^     ^ 1.2...»(»+1)  ' 

oder 

(4.)  It  = 

m(m-l)...{tn^n+l)(m-»)(l  +  &,x)''—'  ^  (1-©,)-:^-+«, 

jenachdem   man  die  erste  oder  die  dritte  Form    des    Restes 
benutzt. 

Erster  Fall.  Zunächst  möge  gezeigt  weMen,  dass  J2  beliebig 
klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  «,  wenn 

(5.)  OS:r<+l. 

Bezeichnet  man  mit  ff  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl, 
so  kann  man  das  Restglied  nach  Gleichung  (3.)  in  drei  Haupt- 
factoren 

(6.)  F,  =  m(fn-l)        (m-ff+1)  ^^ 

X  •  ^  •  •  •  g 

,„.  r,       m  —  g       m  —  g  —  1  m  —  n 

^    ^  y+1  g  +  2  n+  1     ' 
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(8.)  r3  =  (i+e>,).-^.=  ÜJ^, 

zerlegen,  wobei  der  Einfachheit  wegen  &  statt  &i  ge- 
schrieben ist. 

Der  erste  Hanptfactor  Fi  enthält  n  gar  nicht  und  bleibt 
endlich,  wie  gross  auch  g  sein  mag.  Der  dritte  Hanpt£a€tor 
Fi  wird  gleich  1,  wenn  von  den  beiden  Grössen  0  nnd  x  wenig- 
stens die  eine  gleich  0  wird;  Fs  wird  aber  sogar  beliebig  klein 
für  hinreichend  grosse  Werthe  von  «,  wenn  ®  >  0  und  a-  >  0. 

Setzt  man  m+  l=p,  und  ist 

ff>fn^  —  1,    also    m+l=jo^O, 
so  wird 

m  —  ff  —  l  ^_  j[  +  2j--p 

ff  +  2  ff+2         -    ' 


m —  n      _7»+l  —  p 

1  n  + 1  —    ' 

folglich  ist 

(9.)  (—  l)"-^+i  Ji  S  Ä*»- ^+*.       • 

Da  nun  a:  <  +  1  ist,  so  wird  fiii-  hinreichend  grosse  Werthe 
von  n — ^+1  die  Grösse  a:*-^+*  beliebig  klein,  folglich  erst 
recht  Fi. 

Ist  dagegen 

w  <—  1 ,    also    m  + 1<  0, 

so  erhält  man,  indem  man  »i  + 1  =  —  />  setzt, 

fn  —  g ^ff  +  l+p  ^  ,   ,       P 
g  +  l         ^-f-l  g  +  i' 

m—g  —  l_  9  +  2  +p  _  .    ,       P 

g  +  2  g  +  2  '^g  +  2' 

m —  »w  +  l+P ,,       /? 

—  1  + 


n  +  1  w+1  «  +  1 

Alle  diese  Brüche  sind  grösser  als  1 ,  da  j^  >  0  ist,  aber  sie 

nähern  sich  dem  Werthe  1  beliebig.     Da  a:  <  1   ist,  so  kann 
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man  es  daher  erreichen,   wenn  man  nur  g  hinreichend  gross 
macht,  dass 

_?^ll^  =  i  +  _JL_<i 

wird,  dass  aJso 

^ ff  1 

ist.    Dies  giebt  dann 

m  —  g—l 


9  +  2 
fn  —  ff  —2 


x<k, 


x<  it, 


w  +  1 


Deshalb  wird 
(10.)  (—  !)«-<'+*  -F2  <  ***-^+S 

also  auch  hier  wird  JFi  für  hinreichend  grosse  Werthe  von 
n  —  y  +  1  beliebig  klein,  da  k  ein  ächter  Bruch  ist. 

Daraus  folgt,  dass  auch 

jB  =  JI.Fa. JFi,    wenn    0^ar<+l 
ist,  beliebig  klein  wird  ftir  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

Zweiter  Fall.    Liegt  x  zwischen  —  1  und  0,  ist  also 
(11.)  — l<a:SO, 

so  wendet  man  die  dritte  Form  des  Restgliedes  an,  um  zu 
zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird.  Aus  Gleichung  (4.)  folgt 
dann,  wenn  man  der  Einfachheit  wegen  @  statt  Q>%  schreibt  und 
a:  =  —  z  setzt, 

.    P  _  m(fw— !)...(>«- w+l)(yw—n)(l—(9g)'"-*(l>-0y'(—2:)*>-H 

--mz(l-@z)       •      1.(1  _©,) 2.(1-0.)    '•• 

(n  —  m)  (z  —  (^z) 
«(1— (9z)       ' 

wobei 
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(118.)  0S«<+1. 

Auch  hier  zerlegt  man  E  in  drei  Hanptfactoren 
(13.)  jFi  =  —  mz{l  —®zy-\ 

. .  ,  .         ^        1— >n   z — Gz   2— m  z  —  Qz      g — m  z — Sz 

(14.;  jTa  = ; j:r-'  — - —  •-; jr- • —- , 

^  1        1 — (^z       2        1—0«  g        1  —  ©r 

V         , ,  _  ^+1  —  m  z  —  ^z  ^  +  2  — m   z  — 0g 
(lo.J        ^3-       ^+1      'i  — 0;j'      ^  +  2         1  -0^'" 

«  —  m   2  —  02 

-  •  » 

n        1  —  0« 

Der  erste  Hauptfactor  jR  ist  eine  endliche  Grösse,  ebenso 
der  zweite  Hauptfactor  F^.     Femer  ist  nach  der  Ungleichung 

(IIa.) 

0^0;:,     0^1-0^1-02, 

0  S<1  —  6>)  =  «  —  ®2  ^2(1  —  02), 

folglich  wh-d 

Ist  nun  m^O,  so  wii'd 
g  +  1— m  </  +  2  —  w  >^—  m 

5-+  1      —  y  +  2      —    '  «     —    ' 

also 

<"•)  «s(B^)-'s-'. 

Da  z  ein  ächter  Bnich  ist,  so  wird  z^-^  beliebig  klein  fiir 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n  —  y,  also  erst  recht  I\. 

Ist  dagegen  »n  <0,  also  — m>  0,  so  wird,  wenn  man  hier 
—  m  =  p  setzt, 

y  +  1  ff  +  i 

ff  +  2-m  ^_ 

ff+2  '+ff  +  2^'' 


n  n 
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Diese  Brüche  sind  zwar  alle  grösser  als  1 ,  da  />  >  0  ist, 
nähern  sich  aber  dem  Werthe  1  beliebig.  Macht  man  daher  g 
so  gross,  dass 

g  +  l  —  m^  1    I       P         1  —  6»^ 
^  +  1  '^  g-^-l^e  —  ez 

oder 

g+l-m    z-®z 
g  +  l         l  —  ®z 

ist,  so  wird 

g  +  2  —  m    z  —  &z 


g  +  2        1  —  0Z 


<k, 


n  —  m    z  —  Gz    ^  , 


n         l  —Gz 

Dies  giebt 
(18.)  1^3  <*••*'. 

Da  *  ein  achter  Brach  ist,  so  wird  k^~'  beliebig  klein  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n — y,  folglich  eret  recht  F^. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  auch  R  beliebig  klein  wird  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  gleichviel  ob  m  positiv  oder 
negativ  ist. 

Dui-ch  Vereinigung  des  ersten  und  des  zweiten  Falles  erhält 
man  daher  für 

(19.)  — 1<2:<+1 

die  Entwickelung 


(20.)      (l  +  -)-  =  l+(7>  +  (2y  +  (3)^ 


+ 


Bemerkangr**) 

Liegt  m  zwischen  — 1  und  +oo,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  diese 
Beihe  auch  noch  ftbr  iP=  +  1  gilt;  liegt  m  zwischen  0  und  +oo,  so  gilt 
sie  auch  noch  für  xss  —  1. 


*)  Sollte  der  Inhalt   dieser  Bemerkung   lür   den  Anl'änger  noch  zu 
schwer  verständlich  sein,  so  darf  sie  übergangen  werden. 

Kiepert,  Di flTerential -Rechnung.  W 
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Beweis.    Ist 

—  1  <  m  <  4-  2«5»    oder    0<m+l<+oo,    ^^^  ^l^ 
so  gehen  die  Gleichungen  (6.),  (7.)  und  (8.)  über  in 

1 .2...^ 
(7a.)  J=i=ilZ_^rül^_l...'?i^S 

(8a.)  ^3-^ii^- 

Der  erste  Hauptfactor  JFi  bleibt  wieder  endlich ,  der  dritte  Haupt - 
l'actor  wild  gleich  1  für  e  «*=  0  und  beUebig  klein  für  8  >  0.  Femer 
folgt  aus  Gleichung  (7  a.),  wenn  man  die  positive  Grösse  m-\-l^=^p  setzt, 

(21.)  (-l)--^+^P,  =  ^±llI^.^J4^ 

(7  +  1  g  +  2  n  +  1 

Nun  ist  nach  dem  Taylor^achen  Lehrsatze  (vergl.  Formel  Nr.  49  a 
der  Tabelle) 

fix+h)^fix)-\-hr(x+sh), 

also  fiir 

erhält  man 

(22.)  (^  +  Ä)'+i«a:*+i  +  (p+  1)  h(x+ehf, 

und  ftlr  x  =  l 

(23.)  •  (1  +  /i)^+*  =  1  +  (;,  +  1)  A  (1  +  Shf. 

Wenn  nun  h  und  p  beide  positiv  sind,  so  ist 

und  die  Gleichung  (23.)  geht  über  in  die  Ungleichung 

(1  +  Ä)^+*S  l  +  ip  +  l)ha  +  h)P, 
folglich  ist 

(24.)  (l  +  hy{l^ph)^l. 

Dies  giebt  für  Ä  =  -i 


oder 

(25.)  ff  +  ^-p 


9  + 


-P<^(    9  +  ''    Y 


Lidem  man  to*  «  nach   und  nach  die  Werthe  1,  2,  ...»  —  ^  + 1 
einsetzt,  erhält  man 
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17  +  2 

•    •    • 

n+l  —  p 


•     ••••• 


-p      /»-M  Y 


«  + 

Daraas   folgt,   wenn  man  alle   diese  üngleichongen  mit  einander 
multiplicirt,  nach  Gleichung  (21.) 

d.  h.  \Ff\  wird  beliehig  klein  für  hinreichend  gp:t>sse  Werthe  von  ti,  also 
auch  R  selbst. 

Im  zweiten  Falle,  wo  die  Voraussetzungen 

0  <  m  <  +00,    X  —  —  1, 

gelten,   benutze  man  diejenige   Form  Rlr  den   Rest    der   Tay/or'schen 
Reihe,  welche  in  §  36,  Gleichung  (33.)  gegeben  worden  ist,  nämlich 

x.ft! 

wobei  X  eine  beliebige  positive  Zahl  ist. 

Indem  man  x  mit  0  und  z  —  x  mit  x  vertauscht,  findet  man   aus 
üesem  Ausdrucke  für  den   Best  der  Mac-Laurm^schen  Reihe  die  Form 

x.n!       ^ 
Deshalb  wird  in  dem  vorliegenden  Falle  nach  Gleichung  (la.) 

j^_mffw  — l)...(m  — n)(l  +  Sx)'^^^"^    /^  _^.n-«+i^n-fi 

x.n! 

Dies  giebt  ftir  ap  =  —  1 

(27.)  i2  -  (-  !)•*+*  m(m-l)...(m-n)  j  _  ^y«_x, 

X .  n! 

also  für  x«=m 

,»i  ,  »=-      (1  —  m)  (2  —  m) . . .  (yi  —  mj 

^28.;  Ä^ 1.2..  .n =  ^^  '  ^" 

wobei  für 

(29.)  Pi  =»  —  (1  — ffl)(2~m)  ...(/y  — m) 

1.2.  ..g 

eine  endliche  Grösse  ist.    Dagegen  wird  unter  Anwendung  der  im  ersten 
Falle  ausgeführten  Untersuchung,  wenn  man  p  mit  m  vertauscht, 

n* 
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,30)  J,-2±l^'..^±2^'...!LrLi:i^£+lY. 

flf  4- 1         g  +  2  n     — \fi  + 1  / 

d.  h.  Fi  wird  beliebig  kUin  ftir  hinreichend  grosse  Wertihe  von  n,  folglich 
auch  22. 

Da  m  unendlich  viele  Werthe  haben  darf,  so  sind  in  dem 

binomischen    Lehrsatze    unendlich    viele   Reihenentwickelungeu 

enthalten.    Ist  m  eine  positive,  ganze  Zahl,  so  geht  die  Reihe 

nicht  bis  in's  Unendliche,  sondern  sie  bricht  nach  dem  m+l*«" 

Gliede  ab. 

Beispiele. 

1)  m  =  — 1. 

X.  "T~  X 

2)m=+i-. 
(l+x)    -Vl+x-l+^       24+2.46       2.4.68  + 

yr+li:  2     ^2,4  2.4.6 

,   1.3.5.7    . 
^2.4.6.8  ^ 

Man  kann  den  allgemeinen  binomischen  Lehrsatz  auch  auf 
die  Entwickelung  von  (a  +  J)*»  anwenden. 

Ist  nämlich  | «  |  >  1 6 1 ,   so  wird  -  ein  ächter  Bmch ,    und 
man  erhält 


(a  +  Ä)"*  =  «»» A  +  -Y 


--bO^O^O-'^-] 


oder 


(31.)    ia+by-=^a-^  +  (^\a'--'b+(^^^^^^  ... 


a 


Ist  dagegen  |  « ]  <  |  6  | ,   so  wird  7-  ein  ächter  Bruch .  und 
man  erhält 
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(a  +  *)-  =  i-(l  +  ij 

='-['+(T)f+©F+(:)?+-} 

oder 

Der   binomische  Lehrsatz  kann  auch  benutzt  werden  zur 
Ansziehung  von  Wurzeln  mit  beliebigen  Wurzel-Exponenten. 

Beispiele. 

1)  -^130  =  (125  +  5)*  =  5(1  +  ^)*=  5(1  +  0,04)* 

Nach  dem  binomischen  Lehi*satze  wird  aber 

/1  .     ^i     1   I  1  2    2  .    *^-ö     o        2.5.8      .  , 

(^  +  -)    -^  +  3"-3:6"^+3TO^"3X9j[2^+-'--' 

also  hier  ist 

(1  +  0,04)*  =  1,013  333  333  3  —  0,000  177  777  8 

+  0,000  003  950  6  —  0,000  000  105  3 

+  0,000  000  003  1  —  0,000  000  000  1, 
oder 

(1  +  0,04)*  =  1,013  159  403  8, 
-y^l3Ö  =  5  (1  +  0,04/  =  5,065  797  019  0. 

Wegen  Vernachlässigung  der  späteren  Decimalstellen  ist  in 
diesem  Resultate  die  letzte  Decimalstelle  um  15  Einheiten  un- 
sicher. 

2)  j/TÖÖ6  =  (1024  —  24)*=  4^1—  ~^' 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist 

^^      ^^         ^       5         5.10  5.10.15 

folglich  wird 
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( 


oder 


1  —  tL  r  =  1  —  0.004  687  500  0 
128/ 

—  0,000  043  945  3 

—  0,000  000  618  0 

—  0,000  000  010  1 

—  0,000  000  000  2, 


y  1000  =  4  .  0,995  267  926  4  =  3,981  071  705  6. 

Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  beträgt  hier- 
bei 8. 

In  ähnlicher  Weise  werden  die  folgenden  Aufgaben  gelöst: 

3)  >^22Ö  =  (216  +  4)^  =  ß(l+  ^^  =  6  . 1,006  135  122  799 

=  6,036  810  736  794. 

Die  Unsicherheit  in  der  letzten  Decimalstelle  beträgt  hier- 
bei 18. 


4)  >^^21Ö6'=  (2187  —  81)^=  3^1  — ^Vi 


(l-t-^)*  =  l  +  y:r—  ^ 


Ö     2 


14 

6  .  13   ,     6  .  13  .  20 
"*"7.14.21     7.14.21.28   "^ 


/-_J_U_ 1 6 6.13 

\    27/  ""     7.27   7.14.272   7.14.21.27» 

=  0,994  623  032  493, 

-^2106  =  2,983  869  097  479. 

Die  Unsicherheit  in  der  letzten  DecimalsteUe  beträgt  hier- 
bei lOf 


§  38. 

Der  Logarithmus. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  59—64.) 

Setzt  man 
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SO  kann  man  die  Mac'Laurin'sche  Reihe  nicht  anwenden ,  weü 
f(x)  nnd  alle  Ableitungen  davon  füi-  .r  =  0  unendlich  gross 
werden.    Deshalb  setzt  man 


(1.) 


fix)  =  (1  +  x)-\ 
/"(t)  =  _  1 .  (1+  3-)-*, 

:  1  .  2  (1  +  X)-», 


also  /(O) 

„     /'(O) 

«    /"(O) 
-   f"(0) 


0, 

+  1, 
—  1, 
+  1.2, 


/'"(x)  -- 

/(♦•(a;)  =  -  1  .  2  .  3  (1  +  x)-*,    „   /H'(0)  =  -1.2.3, 

/-'(a:)=(— l)»-'(»-l)'.(l+a:)-,  „  /t"(0)=(— 1)"-'(«— 1)!, 
/c»+n(a;)=:(_i)«.»!  (1  +  a;) 


— «♦-! 


also 

(la.)  /<»+"(©«)  =  (—  1)"«!  (1  +  ©«)-»-'. 

Durch  Anwendung  der  JUac-Laurin'achea  Reihe  erhält  man 


dann 


X       ar"    .  ar       a:* 


ar 


» 


(2.)     l(l+a:)=---  +  ---+-...±-+Ä. 

Auch  liier  kann  man  zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird 
für  hinreichend  grosse  Wert  he  von  «,  wenn  x  zwischen  — 1 
und  4-  1  liegt. 

Ist  zunächst 

(3.)  OSa:^+l, 

SO  wendet  man  die  erste  Form  des  Restes  an  und  erhält 


(4.) 


_/C'H-l)(0z)  _  (-1)"  Z-+^ 

(»+!)!  ~  «+1  '(l  +  ©a-)«+» 


_  (—1)"/       X      \»+' 


_  (-  i)Y 

»+  ivi 

Für  a;  =  1  wird  also 


+  &z 


) 


B  = 


±1 


(n  +  1)  (1  +  Oy-^^ 


beliebig  klein,  selbst  wenn  0  gleich  0  sein  sollte,  denn 


w  +  1 


wird  beliebig  klein   für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.    Ist 
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aber  z  ein  ächter  Brach,  so  ist  sicher  auch  ,   .   ^     ein  achter 

l  +  &x 

Bruch;  dann  wird  R  ei'St  recht  beliebig  klein,  da  die  Factoren 

1  .    /      :r      Y+* 


»H-1 

beide  beliebig  klein  werden. 
Ist 

(5.)  —1  <x^0, 

SO  wendet  man   wieder  die  dritte  Form  des  Restes  an  und 
erhält,  indem  man  x  mit  — z  vertauscht, 

(6.)  Ä=*^ }    ^  (1— ®)«x-+*=  (— l)*(l+0a:)-*-Hl— 0)*a:'»+» 


z         /Z  —  Gz  Y 

—        1  —  02  \  1  —  02:  / 


Nun  folgt  aus  der  Ungleichung  (5.),  dass 
(7.)  0^z<l,     1  —  0^1  —  02 

und  deshalb 

O'^z{l  —  0)=:Z—Oz^s{i  —  @Z) 

ist,  folglich  wird 

z 


z  —  Oz^  ,     /z—Gzy' 

7^  ^  Z,       und      (  ; TT-  )    ^ 

l—Gz—  '  Vi  — 0z/  — 


z^ 


wird  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n.    Das- 
selbe gilt  daher  auch  für  B. 

Somit  erhält  man  für 

—  l<x'^  +  1 
die  Entwickelung 

X       x^       x^       x^ 
(8.)  1(1  +  ^)  =  1—2+3-4+ • 

Es  ist  z.  B. 
(8a.)  12  =  1-1  +  1-1  +  -.... 

Für  die  numerische  Berechnung  der  Logaiithmen  ist  die  Reihe 
in  Gleichung  (8.)  noch  nicht  sehr  geeignet,  weil  man  sie  nur  für  die 
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Berechnnng  der  Logarithmen  zwischen  0  und  2  benutzen  kann, 
und  weil  man  sehr  yiele  Glieder  der  Reihe  braucht,  um  den 
Logarithmus  auch  nur  auf  einige  Decimalstellen  genau  zu  erhalten. 

Man   kann  aber  aus  dieser  Reihe  einige  andere,   &r  die 
numerische  Berechnung  weit  geeignetere  Reihen  ableiten.    Setzt 

man  z.  B.  in  Gleichung  (8.)  a;  =  ~j  so  erhält  man 

•0+9='(^)=>(«+,)-.« 


a       2a«  "^  3a«      4a*  ^ 


oder 


(9.)  l(a  +  y)  =  la  +  ^-24+^_i^+-..., 

wenn  —  ein  ächter  Bruch  ist.    Für  y  =  1  folgt  hieraus 

(9a.)       l(a+  i)  =  la  +  --^+.:^  — A  + • 

^  a       2(ir       Sw^       4a* 

Eine   noch   brauchbarere  Reihe   erhält  man   auf  folgende 
Weise.     Nach  Gleichung  (8.)  ist 

<]f.  /fl  /yO  ^^  A-O 

Vy^  V  tH*  itf  tilf  JL  tf^  • 

—  X)  =  —j  —  ^  —  j—^  —  j  , 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichungen  von  euiander  subtrahirt, 
findet  man 

(10.)  1(1 +.)-iu  -^)=iQ^)  =  2  (i + ^ + ^V  • .  •)• 

Setzt  man  jetzt 

(U.)     a:  =  -4— »    also    l  +  r  =  |^-^,    1— ^  =  T^' 
2y  +  2  2y  +  2  2y  +  z 


so  wird 

1  +z      y  +  z 

' = ? 

1—x  y 

(leshalb  geht  Gleichunj?  (l6.)  über  in 


iG-^)  =  i(y  +  -)-iy; 
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(12.)     l(y  +  .)  =  ly+2y^^  +  ^^  +  ^^,+-.]. 

Sind  y  und  z  positive  Zahlen,  so  wird  a-  ein  ächter  Bruch; 
dann  gilt  also  die  durch  Gleichung  (12.)  gegebene  Entwickelong. 

Diese  Reihe  wird  besonders  häufig  angewendet  für  den 
Fall,  wo  2"  =  1  ist;  dann  wird  nämlich 


( 


i2a0  1(y+l)  =  ly+2[^^-h3^^ 


§39. 

Berechnung  der  natürlichen  Logarithmen. 

Aufgabe.    Man  soll  die  natürlichen  Logarithmen  der  Zahlen 
1  bis  10  auf  8  Decimalstellen  genau  berechnen. 

Auflösung.     Um  in  dem  Resultate  eine   Genauigkeit    von 

8  Decimalstellen  zu  erzielen,  wird  es  gut  sein,   die  Rechnung 

bis  auf  10  Decimalstellen  durchzuführen. 

Zunächst  ist 
(1.)  11  =  0. 

Femer  setze  man  in  der  Reihe 

(2.)  l(y+l)=l,,+2  [^  +  3^3  +  ^^,  +. . .] 
y  =  1 ,  dann  wird 

V3^  3.3»  ^    5.3-^^       / 
Nun  ist 

3     =r  0,333  333  333  3,  1:3=  0,333  333  333  3, 

33    =  0,037  037  037  0,  1  :  3  .  3»   =  0,012  345  679  0, 

35    =  0,004  115  226  3,  1:5.3'^    =  0,000  823  045  3, 

37    =  0,000  457  247  4,  1  :  7  .  3"^    =  0,000  065  321  1, 

30    =  0,000  050  805  3,  1:9.3«=  0,000  005  645  0, 

3"  =  0,000  005  645  0,  1:11.  3»*  =  0,000  000  513  2, 

3*»  =  0,000  000  627  2,  1:13.  3»»  =  0,000  000  048  2, 

3*5  =  0,000  000  069  7,  1  :  15  .  S^^  =  0,000  000  004  6, 

31"'  =  0,000  000  007  7,  1:17.  S''  =  0,000  000  000  5, 
folglich  ist 
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^12  =  0,346  573  590  2 
2  ' 

und 

(3.)  12  =  0,693  147  180  4. 

Setzt  man  in  Gleichung  (2.)  y  =  2,  so  erhält  man 

1  1 


''='''  +  Khi^+T^  +  ") 


Nun  ist 


1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 


5  =  0,2, 
5»  =  0,008, 
56  =  0,000  32, 
5'  =  0,000  012  8, 
5»  =  0,000  000  512, 
5"  =  0,000  000  020  5, 
5"  =  1,000  000  000  8, 


folglich  ist 


i+_L_ 
5^  8.5» 


+ 


<^ 


+ 


+ 


5.5«^ 

1 
5.5^ 


+ 


+ 


1:5  =  0,200  000  000  0, 
1 :  3  .  53  =  0,002  666  666  7, 
1:5.5*  =  0,000  064  000  0, 
1:7.5^  =  0,000  001  828  6, 
1:9.5«  =  0,000  000  056  9, 
1:11.5"  =  0,000  000  0019, 
1:13.5»»  =  0,000  000  000  1; 

•  •  =  0,202  732  554  2, 

•  -^  =  0,405  465  108  4, 
12  =  0,693  147  180  4. 


(4.) 
(5) 


3.5» 
Dies  giebt 

Fem  er  wird 

14  =  2  .  12  =  1,386  294  360  8. 

Für  y  =  4  folgt  aus  Gleichung  (2.) 


13=  1,098  612  288  8. 


^^  =  »^  +  Ki+3:V  +  ^  +  -) 


Nun  ist 


1 
1 
1 
1 
1 


9  =  0,111 111 111 1, 
93  =  0,001  371  742  1, 
95  =  0,000  016  935  1, 
9'  =  0,000  000  209  1, 
9»  =  0,000  000  002  6, 


1:9  =  0,111111111  1. 
1:3.9»  =  0,000  457  247  4, 
1:5.9»-  0,000  003  387  0, 
1  :  7  .  9"^  =  0,000  000  029  9, 
1  :  9  .  9»  =  0,800  000  000  3, 


folglich  ist 
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Ki  +  ^3+5^5  +  --)=  0,223143  5514, 

14  =  1,386  294  360  8; 
dies  giebt 

(6.)  15  =  1,609  437  912  2. 

Ferner  ist 

16  =  12  +  13=  0,693  147  180  4  +  1,098  612  288  8, 
oder 

(7.)  16  =  1,791759  469  2. 

Für  y  =  6  folgt  aus  Gleichung  (2.) 

17  =  16  +  2  I  —  H 1 1 Y 

^     V13/^  3  .  13«  ^  5  .  13»  ^      ) 

Nun  ist 

1  :  13  =  0,076  923  076  9,  1:13  =  0,076  923  076  9, 

1  :  13«  =  0,000  455  166  1,  1 :  3  .  13»  =  0,000  151  722  0, 

1  :  13«^  =  0,000  002  693  3,  1:5. 13»  =  0,000  000  538  7, 

1  :  13^  =  0,000  000  015  9,  1:7.13^  =  0,000  000  002  3, 

folglich  ist 

<Ä  +  3n^3  +  ^.  +  •  •  •)  =  «'154  150  679  8, 

16  =  1,791759  469  2; 
dies  giebt 

(8.)  17  =  1,945  910149  0; 

18  =  3.12  =  3  .  0,693  147  180  4, 
also 
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19.) 

also 
\  10.) 

also 

(11.) 


18  =  2,079  4415412; 

19  =  2  .  13  =  2  . 1,098  612  288  8, 

19  =  2,197  224  577  6; 
HO  =  12  +  15  =  0,693  147  180  4  +  1,609  437  912  2, 

110=2,302  585  092  6. 


Berücksichtigt  man  nun ,  dass  die  beiden  letzten  Decimal- 
stellen  in  den  vorstehenden  Rechnungen  nicht  mehr  ganz  zu- 
verlässig sind,  und  behält  man  deshalb  nur  8  Stellen  bei,  so 
ergiebt  sich  als  Resultat  der  Rechnung  die  folgende  Tabelle: 

U  =  0, 

12  =  0,693  147  18, 

13=  1,09861229, 

14  =  1,386  294  36, 

(12.)  I  15  =  1,609  437  91, 

16  =  1,791759  47, 

17  =  1,945  910  15, 

18  =  2,079  44154, 

19  =  2,197  224  58, 
'  110=2,302  585  09. 

Will  man  hieraus  die  Logaiithmen  mit  der  Basis  10  berechnen, 
so  hat  man  nach  den  Ausführungen  in  §  18  die  geftmdenen 
Werthe  mit  dem  Modul  des  Briffffs'^chen  Logarithmensystems, 
nämlich  mit 


(13.)  log  (?  -  j  ^^  -  .^^^^2  585  09 

zu  multiplichren. 


=  0,434  294  48 


Bezeichnet  man  also  löge  mit  J/,   so  erhält  man  für  die 
Logarithmen  mit  der  Basis  10  folgende  Tabelle: 
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=  0,301  029  99, 
=  0,477  121  25, 
=  0,602  059  99, 
=  0,698  970  00, 

(14.)  {  1<>?^    =  itf  .  16    =  0,778  151  25, 

=  0,845  098  04, 

=  0,903  089  98, 

=  0,954  242  51, 

loglO  =  Jf .  HO  =  1,000  000  00. 

Für  die  Berechnung  der  Logarithmen  aller  übrigen  Zahlen 
mit  der  Basis  10  findet  man  aus  Gleichung  (2.)  durch  Multi- 
plication  mit  M 

1 


log  2 

=  M.\2. 

log  3 

=  MAZ 

log  4 

=  ilf.U 

log  5 

=  Jlf.15 

10g6 

=  Jf.l6 

log? 

=  iJf.l7 

logS 

=  if.l8 

log9 

=  J»f.l9 

(15.)    log(y  + 1)  =  logy  +  2 M  [^^  + 


+ 


•] 


3(2y+l)'» 

Dabei  braucht  man  von  der  Reihe  höchstens  nur  noch  die 
drei  ei-sten  Glieder,  wenn  man  auf  8  Decimalstellen  genau 
rechnen  will.  Bei  etwas  grösseren  Zahlen  werden  sogar  schon 
die  beiden  ersten  Glieder  ausreichen.    So  ist  z.  B. 

1 


153  =  152  + 


^  G'c 


+ 


105  '     3.105* 


+ 


■) 


105 


=  0,009  523  809  5 , 


.^-^^  =  0,000  000  287  9; 

folglich  ist 

153  =  152  +  2  .  0,009  524  097  4 
=  152+0,019  048  194  8. 

Hier  hat  schon  das  dritte  Glied  der  Reihe  in  den  ersten 
8  Decimalstellen  keine  geltende  Ziffer  mehr. 

Allerdings  darf  man  es  sich  nicht  verhehlen,  dass  die  Fehler, 
welche  man  durch  Vernachlässigung  der  späteren  Decimalstellen 
begeht,  bei  diesem  Verfahren  um  so  grösser  werden,  je  weiter 
man  es  fortsetzt.  Zu  dem  Fehler,  der  schon  bei  der  Bildung 
von  \y  begangen  ist,  tritt  ein  neuer  Fehler  bei  der  Bildung  von 
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l(y+  1)  hinzu.    Ist  ferner  die  Zahl  n,  deren  Logarithmus  man 
bilden  wül,  eine  zusammengesetzte,  ist  z.  B. 

n  =  abc . . . , 
so  wird 

\n  =  \a  +  \b  +  lc  +  ..., 

so  dass  der  Fehler  bei  1»  gleich  der  algebraischen  Summe  der 
Fehler  bei  la,  1ä,  Ir, . . .  ist. 

Man  muss  daher  die  Logarithmen  der  Primzahlen  2,  3 
und  5,  die  am  häufigsten  bei  der  Bildung  zusammengesetzter 
Zahlen  vorkommen,  ganz  besonders  genau  berechnen  und  kann 
das  in  folgender  Weise.    Es  ist 


_  /16V   /25Y   /81 Y  —  _T^ 
■"  \15/  *  \2V    \80/  "  3^  .5^ 


.10 


3*2 


(16.) 


^  /16\"  /25Y   /ÖlV^    2**_ 
"  Vl.V  '  V24/  *  \80/  ■"  3".5" 

_  /leV®  /25V'  /81 Y  _    2J 
\15/    \24>/  \80/  "'S*«. 

Daraus  folgt 


2" 


2*».  3«^    2*2  5» 

516  320 

224738  •  220.-55 
524       328 


518    93«.  3*?    22«.  5' 


(17.) 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (2.),  wenn  man  für  y  die 
Werthe  15,  24  und  80  einsetzt  und  mit  20  Decimalst eilen 
i^echnet, 

V15/    \31  ^  3.3p  ^   / 


(18.) 


31  '  3.3p 
=  0,064  538  521  137  571  171  70, 

1 


\24/    \4I 


49  "^  3  .  493  "^ 


■) 


=  0,040  821  994  520  255  129  56, 

1 


\80/    Vl€ 


61"^  3.16P  "*" 


■) 


=  0,012  422  519  998  557  153  30. 
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Bei  der  Berechnung  von   i(t^)  und  l(—j  braucht  man 
hierbei  nur  6  Glieder  der  Entwickelung ,   bei  der  Berechnung 

von  m-qJt)  sogar  nur  4.    Dadurch  findet  man 

12  =  0,693  147  180  559  945  309  60, 

13  =  1,098  612  288  668  109  691  68, 
15  =  1,609  437  912  434  100  375  02, 

1 10  =  2,302  585  092  994  045  684  62. 

Es  ist  nicht  zu  verlangen,  dass  in  diesen  Resultaten  die 

beiden  letzten  Decimalstellen   noch   genau   richtig   sind;    und 

zwar  ist 

bei  12,  13,  15,  UO 

die  obere  Fehlergrenze  ±  48,    d=  67,    ±112,    ±  160 

und  der  wirkliche  Fehler  +  18,     +  28,      +  42,     +  60; 

d.  h.  die  hier  angefahrten  Werthe  von  12,  13,  15,  110  sind  in 

den  letzten  beiden  Decimalstellen  bezw.  um  18,  28,  42,  60  zu 

gross. 

Es  ist  dem  Anfönger  sehr  zu  empfehlen,  die  hier  angedeutete 

Rechnung  wirklich  durchzuführen. 

Jetzt  ist  es  auch  möglich,   17  sehr  genau   auszurechnen, 

denn  es  ist 

4Q 

'   -  50  •  ^-  ^  ' 
also 

217=12  +  215-1(1^). 
Dabei  ist  nach  Gleichung  (2.)  für  y  =  49 

V49/         V99  ^3.993^5.995^       / 

=  0,020  202  707  317  519  448  40, 

mid  wenn  man  die  hier  gefundenen  Werthe  zu  Gnmde  legt. 

12  -i-  215  =  3,912  023  005  428  146  059  64, 
also 

217  =  3,891  820  298  110  626  611  24, 

17  =  1,945  910  149  055  313  305  62, 

ein  Werth,  der  in  den  beiden  letzten  Decimalstellen  um  51  zu 

gross  ist. 
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§  40. 

Partes  proportionales. 

Nadi  den  Gleichungen  (2.)  und  (4.)  in§38istffir»^2 

also 

„,  <l±|)  .  ^  +  *  ^  «  =  irTSi)'+(iz^)'} 

Nun  wird  für  0  <  a:  <  +  1 

z        X        ^      X 


1  +  ®^===    '     l  —  &ix=l  —  x 
folglich  ist 

oder 

Setzt  man  wieder 


x  ■=. 


2y  +  2 
also 

2y  +  z  2y+z 

l  +  :r       y  +«  a:  2 

1  —  X  y  1 — X      2y 

SO  folgt  aus  Gleichung  (1.) 

(3.)  Ky  +  ^)  =  ly+    2^  +  ^' 

wobei  nach  Ungleichnng  (2.) 
(4.)  R 1 


^3 

12y^' 
Ist  also  y>10  000,  «^1,  so  wird 

Kiepert,  Differential-Rechnung  X2 
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d.  h.  R  hat  in  den  ersten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziffer  mehr. 

Darauf  gründet  sich  bei  dem  Gebrauche  der  Logarithmeu- 
tafehi  die  Berechtigung  für  die  Interpolation  durch  die  partes^ 
proportionales. 

Sind  z.  B.  in  einer  solchen  Tafel  die  Logarithmen  für  alle 
fünfstelligen  Zahlen  angegeben,  so  kann  man  daraus  doch  noch 
den  Logarithmus  einer  siebenstelligen  Zahl  «  bis  auf  7  Decimal- 
stellen genau  finden,  wie  folgt. 

Da  es  nur  auf  die  Mantisse  des  Logarithmus  ankommt,  so 
setze  man  das  Decimal- Komma  hinter  die  fünfte  Ziffer,  nenne 
die  Ganzen  y  und  den  übrig  bleibenden  Decimalbruch  z^  dann  ist 

w  =  y  +  2-,    wobei    y>  10000    und    0  <l. 

Jetzt  ist  nach  Gleichung  (3.) 

(6.)  \n  =  l(y  +  z)  =  \y  +  g^+Ä«, 

(7.)  i^y+^)  =  '»-^2^+^^' 

wobei  man  aber  die  beiden  Beste  R»  und  Äi  vernachlässigen 
darf,  da  beide  in  den  ei-sten  13  Decimalstellen  keine  geltende 
Ziffer  haben.    Setzt  man  daher 

(8.)  ^  =  l(y+l)_ly  =  _A_, 

so  wird 

(9.)  \n  =  \y+      ^' 


=  ly  +  c.^  + 
=  \y  +  z  .J  + 


2y  +  z 

2z  2z 


2y+z      2y  +  l 

2z{l—z) 


(2y  +  z){2y+l) 

Dabei  ist  aber,   da  von  den  beiden  Factoren  z  und  1  —  z 
der  eine  kleiner  als  ^  und   der  andere  kleiner  als  1  sein  muss. 

2^(1--)         ^   2z{l~z)    ^  J_  ^      1      . 


(2y  +  z)  (2y  +  1)  4y2  ^  4y2    ^  4  .  lo» 

Setzt  man  also 
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1»  =  ly  +  z.J, 

SO   ist  der  Fehler  so  klein,   dass  er  in  den  ersten  8  Decimal- 
stelten  keine  geltende  Ziffer  hat. 

Man  braucht  also  nur,  um  In  zu  erhalten,  m  den  Tafeln  \y 
aufzuschlagen  und  den  Ausdruck 

z.^  =  z[l(y+l)  — ly] 
zu  addiren,   welcher  unter  dem  Namen  „partes  proportionalen^^ 
in  den  Logarithmentafeln  an  der  Seite  an^fegeben  ist. 

Das  Gesagte  gilt  zunächst  für  natür liehe  Logarithmen,  da 
aber  die  Briffffs'schen  Logarithmen  aus  diesen  entstehen,  indem 
man  sie  sämmtlich  mit  3f  =  log«  multiplicirt,  so  gilt  es  in  ahn- 
hcher  Weise  auch  für  Briggs'sche  Logarithmen  und  ebenso  für 
jedes  andere  Logarithmen-System. 


§  41. 

Methode  der  unbestimmten  Coefficienten. 

Bei  manchen  Functionen  ist  die  Bildung  der  höheren  Ab- 
leitungen sehr  umständlich ;  deshalb  wählt  mau  zur  Entwickelung 
nach  Potenzen  von  z  einen  etwas  anderen  Weg. 

Nach  der  Mac- Laurin' sehen  Reihe  wird 

(1.)      f{x)  =  A  +  Aix  +  A2z'  +  A^  +  .  "+A„x»+R, 
wobei 

,2.)      A=m,  ^,=Ä,  ^.=«,... 

wird.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt  aber  durch  Differentiation 

(^•)    /'(^)  =Ai  +  2A2Z  +  ZA^  -f  . . .  +»^^«-i+^ . 

Ist  also  die  Entwickelung  von/'(:r)  bekannt,  und  kann 
man  zeigen,  dass  R  beliebig  klein  wird  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  «,  so  findet  man  die  Werthe  der  Coefiöcienten 
Ax,  A%,  -43, . . .  aus  Gleichung  (3.).  Deshalb  soll  der  folgende 
Satz  bewiesen  werden: 

Ist  für  hinreichend   grosse  Werthe    von  n  die  Grösse  -r— 

dx 

beliebig  klein,  so  gilt  dasselbe  auch  von  It. 

12  • 
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Beweis.  Ist  e  eine  beliebig  kleine  Zahl,  so  gilt  für  hin- 
reichend grosse  Werthe  von  n  die  Voraussetzung 

dR 

also 

djR  dR 

oder 

d{R-ex)               d{R  +  ex) 
(^^•)  ^ <^'     dx        >^' 

deshalb  nimmt  R  +  bx  mit  x  beständig  zu ,  während  R  —  ex 
beständig  abnimmt,  so  lange  x  zunimmt.  Für  x:=0  sind  aber 
beide  Functionen  gleich  0,  folglich  ist  für  positive  Werthe  von  x 
(5.)  R  +  €x>  0    und    R  —  ex<0, 

oder 

(5a.)  —ex  <R  <  +  ex. 

Für  negative  Werthe  von  x  findet  man  ebenso 

(6.)  +ex  <R  <  —  ex. 

In  beiden  Fällen  wird  R  beliebig  klein,  denn  e  ist  beliebig 
klein. 

Dabei    ist    zu    beachten,    dass  --r-  das  Eestglied  in  der 

Entwicklung  von  /'(x)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  ist. 
Man  kann  daher  dem  eben  bewiesenen  Satze  auch  die  Fassung 
geben : 

Lässt  sich  f  (x)  nach  steinenden  Potenzen  von  x  entwickeln^ 
80  gilt  dasselbe  at$ch  von  f{x). 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  findet  man  z.  B.  sehr  leicht  die 
Entwickelung  von 

f{z)  =  \{l+x)  =  A  +  AiX  +  A22?  +  A^+  . . .  +Ana^  +  Ä, 

denn  es  wii-d  nach  dem  binomischen  Lehrsatze  für 

-l<iC  <  +  1 
(7.)     f'(x)  =  j^  =  1  -  x+x'-a^^  . . .  +(_l)H-i:cH-i+  g , 
folglich  ist 
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A  =/(0)  =  11  =  0,     u4i  =  1,     2Ät  =  —  1,     8^s  =  +  1, . . . 

und  deshalb  in  Uebereinstiimnung  mit  Fonnel  Nr.  59  der  Tabelle 

(8.)  1(1+0:)  =  ^-^+^-^  +  -.... 

Wenn  —1  <  ar  <  +  i  igt,  so  wird  dabei  R  beliebig  klein, 

dR 
weil  das  Bestglied  -j-  in  der  Entwickelang  von/'(ar)  beüebig 

klein  ist. 


§  42. 

Entwickelung  der  Function  arctga?  nach  steigenden 

Potenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  65.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  arctgo;   nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

AuflSsung.    Hier  ist 

(1-)    /(^)  =  arctga;  =  A+AiZ+A2X^+A^+ . . .  +A^''+R, 
(2.)    f'(x)=  j-i^  =  Ai+2A2X+SAsX^+  . .  .  +nA^'^+~ 

Nun  wird  aber  nach  dem  binomischen  Lehrsatze,  wenn  x 
ein  ächter  Brach  ist, 

(3.)  j^  =  (1  +  x')-'  =  1  _a;«  +  a:*-rc«  + , 

folglich  ist 

A  =/(0)  =  arctgO  =  0, 
At  =1,    ^2=  0,    SA3  =  —  1,    4^  =  0,    5^5  =  +  1, . . . 
und  deshalb 

!i  X  7?         X?         X^ 

arctgi:  =  ---+--^4.-... 
für— l<a:<  +  l. 

JB  wird  dabei  beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe 
von  w,  weil  das  Restglied  -j-  in  der  Entwickelung  von  f\x) 
beliebig  klein  ist. 
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§  43. 

Berechnung  der  Zahl  n 
durch  Anwendnng  der  Entvyickelung  von  arctga?. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  66—68.) 

Die  Entwickelung  von  arctg:r  nach  Potenzen  von  x  ist 
sicher  richtig,  so  lange  x  zrvischen  —  1  und  +  1  liegt.  Es 
lässt  sich  aber  auch  beweisen,  dass  sie  noch  fiir  a:  =  ±  1  richtig 
bleibt.*)    Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  findet  man  daraus  unmittel- 

TT  /TT\ 

bar  den  Werth  von-j'  weil  tg(— j  gleidi   1   ist.     Denn    die 
Keihe  giebt  für  a;  =  1 

(1.)  7-1-3+5-7+9-11+ • 

Diese  Reihe  heisst  die  „Reihe  von  Leibniz'*, 
Aus  Gleichung  (1.)  folgt  weiter 

f=(-ÖH^-f)+(|-n)+- 

oder 
mid 

4  V3       5/       \7       9/       \11        13/ 

oder 

(^•)  T=i-KÄ  +  ^+ir3+-> 

Berücksichtigt  man  in  Gleichung  (2.)  die  ersten  n  Glieder 
und    ebenso   in  Gleichung    (3.),    so   findet   man   zwei  Zahlen, 

TT 

zwischen  denen  —  liegt.     Man  erkennt  aber  auch,  dass   die 
Rechnung  sehr  langwierig  werden  würde,  wenn  man  nach  einer 

*)  Der  Beweis  kann  an  dieser  SteUe  übergangen  werden,  weil  die 
Folgerungen  des  Satzes  hier  nur  geschichtliches  Interesse  haben.  In  den 
Beispielen  auf  S.  210  (§  47)  wird  der  Beweis  nachgeholt. 
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dieser  Reihen  den  Werth  von  —  auch  nur  auf  6  Decimalstellen 

4 

genau  berechnen  wollte.   Man  kann  aber  aus  den  Gleichungen  (2.) 

und  (3.)  noch  andere  Reihen  ableiten,  die  zur  Berechnung  von  n 

geeigneter  sind.    Durch  Addition  der  Gleichungen 


( 


2a.)  !L  =  2('--  +  — +  -^  +  ...'1 

''  4  Vi.  3  ^5.  7  ^9. 11  ^       / 


lind 


•^*-^  I=^-K3^+7^  +  i03  +  --) 


erhält  man  nämlich 


|-  +  Kt^-3^-—    ' 


5       5.7       7.9 


^9.11       11.13^  / 

also 

(4.)  1  =  1  +  2. 4(3^+5:f^+o^+-> 

oder 

(5.)     ^=l  +  A_2.4(^^+^-J-^+^;^^+...). 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  findet  man  in 
ähnlicher  Weise 


n 


— :  O  J.     ^     4-2     4  I — 

^1.8^     •     Vi. 3. 5       3.5. 


+  _i L_+_...Y 

also  ^5.7.9      7.9.11^  / 

(6.)    TT  =  2-1-  — r  +  2.4.  6^ ^ 1 ^ 1 \ 

^    ^  1.3^  ''Vl.8.5.7^5.7.9.11^      / 

oder 
•     /^\  o   .     2     ,     2.4 

('•)  "=2+1:3  +  1x5 

_  2 . 4 .  q( — = — I ^ — I — Y 

^3. 5. 7. 9^7. 9. 11. 13^      / 
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In  dieser  Weise   kann  man  fortfahren,  wobei  man  immer 
stärker  convergirende  Reihen  erhält. 

Noch  schneller  führen  die  folgenden  Methoden  zum  Ziele. 
Setzt  man 

(8.)  tgM  =  -»     oder    w  =  arctg(-Y 


(9.) 

tg«'  =  |'      n       0  =  arctg(j 

dann  wird 

(^{\\       tir(ti 

tgu  +  tgü  _     2^3 

2    3 

oder 

(11.)  tt  + i?  =  arctgl  =:^ 

Dies  giebt 
(12.)  j  =  arctg(-)+  arct«r(|^), 

oder 

(13)  T^V2~O3+572^~"^'*7"*"U~0'5"^57P""^''7 
oder 

(»•)t=(l+?)-KF+p)+K?+i)-+-- 

Diese  Reihe  heisst  die  „Beihe  von  Euler^.  Sie  ist  zur  Be- 
rechnung von  n  schon  weit  geeigneter  als  die  Reihe  von  Leibniz. 

Machin  hat  eine  Reihe  zur  Berechnung  von  n  angestellt, 
welche  f&r  die  numerische  Berechnung  noch  zweckmässiger  ist. 
Er  setzte  zunächst 

(15.)  tgu  =  ~ »    also     u  =  arctgf -V 

Hieraus  folgt 
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(16.)  to(2«)  =  -^-«^  -  =-A_  =  ± 

25 


Q7.)  tg(4«)  =  -^^-i''^  -  =— 5— =  ^ . 

yii.)  igv»«;       l_tg*(2M)      j_25^      119 

144 
Es  ist  demnach 

tg(4i«)  >  1,    also    4u  >  —  • 
Der  Unterschied    zwischen  ^u  und  -r-  ist  offenbar  sehr 

4 

klein;  bezeichnet  man  ihn  mit  c,  so  wird 

(18.)  4«  =  —  +  r,    oder    4«  —  t?  =  - - 

^  4  4 

Qod 

(19.)  0  =r  4m  —  ^  • 

4 

Deshalb  erhält  man 

tg(4«)-tg(^) 


tgf  =  tg(4«— j)= 


1  + 


tg(4«)tg(j) 


oder 


120      ^ 


119  1 

■      ^  ^«^"  =  7-120— =  239- 

^+ll9*^ 

Dies  giebt 

(21.)  .  =  ^'^(^} 

und  mit  Rflcksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (15.) 

(22.)  ^  =  4w  —  t?  =  4arc  tg(^)-  arc tg(— ), 

oder 
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^     ^^   4  V5       3.53^5.55       ^      /     V239     3.239»^  / 

Will  man  also  den  Weilh  von  7t  bis  auf  8  Decimalstellen 
genau  berechnen,  so  findet  man 

1:5  =  0,200  000  000  0,      —1:3.5»  =  —  0,002  666  666  7, 
1:5.5'^  =  0,000  064  000  0,      —  1 :  7  .  5"^  =  —  0,000  001  828  6, 
1:9.5«  =  0,000  000  056  9,    —1:11.5»*=—  0,000  000  001  9, 
1  :  13  .  5*3  =  0,000  000  000  1, 
also 

arctg(^^=  0,200  064  057  0  —  0,002  668  497  2 

=  0,197  395  559  8. 

Ferner  ist 

1 :  239  =  +  0,004  184  100  4 

—  1:3.  239»=  —  0,000  000  024  4, 
also 

arctg  (2^)=  ^'^^^  ^^^  ^'^^  ^• 
Daraus  folgt 

f  =  '  ^^^^©-^'^(219) 

=  0,789  582  239  2  —  0,004  184  076  0, 
oder 

j  =  0,785  398  163  2, 

7t  =  3,141  592  652  8. 
Hierbei  sind  die  beiden  letzten  Decimalstellen  nicht  mehr 

sicher,  weil  schon  bei  Berechnung  von  arctg(-j  durch  Ver- 
nachlässigung der  folgenden  Decimalstellen  ein  kleiner  Fehler 
begangen  ist,  der  in  der  10*^^  Decimalstelle  kleiner  als  2^  ist. 
Dieser  kleine  Fehler  wird  aber  bei  der  Bildung  von  7t  mit  16 
multiplicirt,  weil 


7t 


=  16  axctg(i)-  4  arctg(^) 
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ist.     Dazu  tritt  noch  ein  Fehler,  der  von  4  arc^^fööd)  herrührt 

and   der  in   der  letzten  Decimalstelle  kleiner   ist   als  4.    Der 
Gesanuntfehler  ist  also  kleiner  als 

44 

Durch  eine  Rechnung  auf  mehi*,  z.  B.  auf  20  Decimalstellen 
findet  man  dies  bestätigt;  es  wird  dann  nämlich 

n  =  8,141  592  653  589  798  238  46. 

Daraus  erhält  man  ohne  Weiteres  noch  die  folgenden  Zahlen, 
welche  in  der  Vermessungskunde  häufig  angewendet  werden: 

arcl<»==  ;r^  =  0,017  458  292  519  943, 

1  QA 

flO  =  =^  =  57,295  779  513  1 ; 
arc  1'  =  -^   =  0,000  290  888  208  666, 

^  180 ,  60  ^  ^  437  74e  770  784  9; 
^      n 

arcl''=  ,^^  ^^  ^^  =  0,000  004  848  136  811, 
180.60.60    '  ' 

_  180.60.60  ^  2^^  264,806  247  096  4. 


§44. 

Entwickelung  der  Function  aresin  a?  nach  steigenden 

Potenzen  von  x. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  69.) 

Aufgabe.    Man  soll  die  Function  arcsinrr  nach  steigenden 
Potenzen  von  x  entwickeln. 

AuflSsung.    Setzt  man  hier 

(1.)   f{x)  =  ar  Wix  =  A-^- Axz-\' A^a?  + . . .  +  -4*,^"  +  -B, 
so  wird  nach  dem  allgemeinen  binomischen  Lehrsatze 
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(2.)    /'(.)  =  :^^  =  (!-.«)-* 

dR 

=  A1+2A2X  +  • .  •  +nAfi^-'  +  -^ 

Wenn  a:*  kleiner  ist  als  1,  so  wird  -t-  beliebig  klein  für 

hinreichend  grosse  Werthe  von  n,  folglich  gilt  auch  dasselbe  for 
R.    Aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  findet  man  daher 

A  =/(0)  =  arcsinO  =  0, 

folglich  ist 

,^.  .  a;    ,    1  «8   ,    1 .  3  a;5   .    1 .  3  .  5  a:'   , 

(3.)     arcsina;^: — h*-* 

yn.j      oii^öui  1^23^2.45^2.4.67^ 

für  — l<a;<+  1. 

Auch  diese  Beihe  kann  man  zur  Berechnung  von  n  benutzen. 
Es  ist  n&mlich 

folglich  wird 

6        2'^2'3.2»'*"2.4'5.2«^"^2.4.6'7.2''^*"' 


V.  Abschnitt. 

Gonyergeiiz  der  Reihen. 

§  45. 

Erklärungen  und  vorbereitende 

Ist 

(1.)  «« =/(«) 

eine  gegebene  Function  der  positiven  ganzen  Zahl  m,  so  bilden 
die  einzelnen  Fnnctionswerthe 

/(O),  /(l),  /(2),.../(n-l), 
oder 

WO)     **!»     ^2?  •  •  •  «^—1» 

eine  endliche  Reihe^  welche  aus  n  Gliedern  besteht,   und  deren 
Summe  mit  Sn  bezeichnet  werden  möge.    Es  sei  also 

(2.)  fi;  =  «0  +  wi  +  «2  + . . .  +  Wfi-i. 

Wächst  die  positive  ganze  Zahl  n  in's  unbegrenzte,  so 
wird  aus  der  endlichen  Beihe  eine  unendliche  Beihe.  Dabei  kann 
es  vorkommen,  dass  sich  Sn  mit  unbegrenzt  wachsendem  n  einer 
hesUmmien ,  endlichen  Grenze  4$  nähert,  dass  also 

(3.)  ^mSn  —  S 

nas  00 

wird«    In  diesem  Falle  heisst  die  unendliche  B^e  (oder  kürzer: 
die  Beihe)  convergent. 
Dies  giebt  die 

Erklärung.  Eine  Reihe  ist  convergenty  wenn  Sny  die  Summe 
der  n  ersten  Glieder,    sich    mit   unbegrenzt  wachsendem  n  einer 
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bestimmten,  endlichen  Ghreme  S  nähert,  welche  die  Summe  der 
Reihe  genannt  wird. 

Wird  Sn  mit  n  zugleich  unendlich  gross,  so  heisst  die  Reihe 
„divergent^]  wird  der  Werth  von  Sn  mit  wachsendem  n  un- 
bestimmt, so  sagt  man,  „die  Reihe  oscillirt.*^ 

Dabei  möge  zunächst  die  Voraussetzung  gemacht  werden, 
dass  die  Reihenfolge  der  Glieder  in  keiner  Weise  geändert 
werden  soll. 

Zahlreiche  Beispiele  für  solche  unendliche  Reihen  liefei-t  der 
vorhergehende  Abschnitt,  in  welchem  die  Tay/or'sche  Reihe  be- 
handelt worden  ist.  Dort  wurde  die  Convergenz  der  gebildeten 
Reihen  dadurch  geprüft,  dass  man  untersuchte,  ob  der  Rest  R  für 
hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird.  Ist  dies  der 
Fall,  so  ist  die  Reihe  in  der  That  convergent.  denn  der  Unter- 
schied zwischen  der  Function  f(x  +  h)  und  S^  wird  beliebig 
klein,  d.  h.  Sn  nähert  sich  der  endlichen  Grenze  f{x  +  h)  be- 
liebig. 

Ein  anderes  Beispiel  liefern  die  geometrischen  Progressionen 

(4.)     Sn==A+Ap  +  Ap^  +  ...  +  Ap""-'  =  ^  ^^  ~^"^  > 

wenn  p  ein  ächter  Bruch  ist,  denn  dann  wird  sich  nach  Formel 
Nr.  IIa  der  Tabelle  Sn  der  Grenze 

<5.)  *^  =  r^ 

nähern,  wenn  n  unbegrenzt  wächst. 
Auch  hier  wird  die  Differenz 

1-p 

beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  w. 

Soll  sich  Sn  mit  wachsendem  n  einer  bestimmten,  endlichen 
•Grenze  S  nähern,  so  müssen  die  Grössen 

S—Sui    S—Sn^i    und  deshalb  auch   Sn+i  —  Sn^Un 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  werden; 
4.  h.   die    Glieder    einer    convergetiten  Reihe  müssen    ton    einer 
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bestimmten  Stelle  ab  immer  Heiner  und  schliesslich  unendlich 
klein  werden.  Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  Un^t  stets  kleiner 
als  Um  sein  muss;  es  ist  vielmehr  sehr  wohl  denkbar,  dass  ab 
und  zu  auch  grössere  Glieder  auf  kleinere  folgen;  wenn  aber 
n  in's  Unbegrenzte  wächst,  so  muss  Un  vei'schwindend  klein 
w  erden,  es  muss  also 

(6.)  lim  u„  =  0 

sein. 

Diese  Bedingung  ist  eine  nothwendige  aber  duichaus  noch 
keine  hinreichende^  wie  das  folgende  Beispiel  zeigen  soll. 
In  der  sogenannten  „harmonischen^  Reihe 

L  +  L+i  +  L  +  L  +  ... 

werden  die  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  unendlich 
klein;  trotzdem  kann  man  zeigen,  dass  Sn  beliebig  gross  wird, 
wenn  man  nur  n  hinreichend  gross  macht,  dass  also  die  Beilie 
divergent  ist. 

Man  setze  zu  diesem  Zwecke 

n  =  2  +  2  +  4  +  8  +  ...  +  2''*-S    oder   n  =  2•^ 
dann  wird 

+(     '     ■I....  + ! \ 

\2"'-*  +  1  2"'"-*+2"*-V 

oder 

-•>'+l+a+i)+(f+iH4)+- 

4.fJ_+..,+  i.Y 

\2"»  2V 

also 

^s;,>  i  +  1  +  l  +  i-i l1=i  +  ^. 

"'^^222  2  2 

Da  man  jetzt  m  beliebig  gross  machen  kann,  so  wird  auch 
Sn  beliebig  gross,  d.  h.  die  Reihe 
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ist  divergent 

In  der  Reihe 

a  —  a  -\-  a  —  a  -{ ... 

wird  Sn  zwar  nicht  unendlich  gross,  aber  Sn  nähert  sich  mit 
wachendem  n  keiner  bestimmten  Grenze,  denn  für  gerade  Werthe 
von  n  wird  Sn  gleich  Null  und  für  ungerade  Werthe  von  n 
wird  Sn  gleich  a.    Deshalb  osdllirt  diese  Reihe. 

Die  Reihe 

ist  eine  geometrische  Progreeaion  und  convergirt,  weil  in  diesem 
FaUe 

(8.)  ;>  =  i  <  1 

ist.    Ihre  Srunme  ist  daher  nach  Gleichung  (5.) 

o         1  13 

Indem  man  zu  den  einzehien  Gliedern  dieser  Reihe  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  oscillirenden  Reihe 

1  —  1  +  1  —  1  +  1  — +  ... 
addirt,  erhält  man  eine  dritte  Reihe 

2_2       10_26      _82__ 

1       3        9        27  "^  81       "" 

und  erkennt,  dass  die  Summe  Sn  der  ersten  n  Glieder  dieser 
Reihe  für  gerade  Werthe  von  n  sich  wieder  dem  Grenzwerthe 
I,  für  ungerade  Werthe  von  n  aber  dem  Grenzwerthe  ^  beliebig 
nähert,  wenn  ?i  hinreichend  gross  wird. 

Deshalb  osdttirt  auch  diese  Reihe,  d.  h.  Sn  schwankt  zwi- 
schen den  Grenzwerthen  f  und  |  hin  und  her. 

« 

Ein  solches  Schwanken  oder  „Oscilliren^  kann  nm-  eintreten, 
wenn  die  Reihe  positive  und  negative  Glieder  enthält.  Um  diesen 
Fall  auszuschliessen ,  sollen  zunächst  nur  Reihen  mit  lauter 
positiven  Gliedern  betrachtet  werden. 
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§  46. 

Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern. 

(YergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  70  und  71.) 
Satz  1.  Sind  die  Glieder  einer  Reihe  sätnmüich  positiv^  eo 
kann  die  Reihe  niemals  osciUiren;  sie  muss  entweder  convergiren 
oder  diver  ff  iren;  d.  h.  entweder  nähert  sich  Sn  mit  wachsendem 
n  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze,  oder  Sn  wird  mit  n  zu- 
gleich unendlich  ffross. 

Beweis.  Wenn  sich  Sn  keiner  bestimmten,  endlichen  Grenze 
nähert,  wie  gross  auch  die  Zahl  n  sein  mag,  so  muss  immer 
noch  eine  grössere  Zahl  ni  vorhanden  sem,  für  welche  Sn  nnd 
Sn^  um  eine  endliche  Grösse  ai  von  einander  verschieden  sind; 
es  ist  also 

(1.)  Sn^  —  Sn^=  öl. 

Ebenso  kann  man  jetzt  eine  Zahl  n2,  welche  grösser  als  m 
ist,  so  bestimmen,  dass 
i2.)  Sn,  —  Sn,^ai 

eine  endliche  Grösse  ist.  In  derselben  Weise  kann  man  fort- 
fahren nnd  die  Zahlen  ita,  »4, . .  •  n,  so  bestimmen,  dass 

(3.)  /S„,  —  Ä»,  =  Os,      Sn,—  Sn^=^  04,      Sn^  —  Ä^^.,  =  a, 

endliche  Grössen  sind,  welche  sämmtlich  grösser  als  eine  nicht 
beliehig  kleine  Grösse  a  sind.  Indem  man  die  Gleichungen  (1.), 
(2.)  nnd  (3.)  addirt,  erhält  man  daher 

(4.)  Sn^—  -Sh  =  Gl  +  02  H h««  ^  ? .  ö, 

oder 

(4a.)  Sn^^Sn  +  q.  a. 

Da  man  nun  q  so  gross  machen  kann,  wie  man  will,  so  wird 
auch  Sn^  beliebig  gross  und  wächst  mit  q  zugleich  in's  Unendliche. 

Dem  eben  bewiesenen  Satze  kann  man  daher  auch  die  fol- 
gende Fassung  geben: 

Satz  1a.  Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  con- 
verffentj  wenn  Sn  Heiner  bleibt  als  eine  endliche  Grösse  G,  wie 
gross  auch  n  sein  mag. 

Daraus  ergeben  sich  dann  die  folgenden  Sätze: 

Satz  2.    Ist 

t'O  +  »I  +  t?2  +  •  '  • 
Kiepert.  Differential-Rechnuiig.  13 
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eine  convergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern,  und  ist  von 
eitler  bestimmten  Stelle  ab 

SO  ist  auch  die  Reihe 

Wo  +  wi  +  «^  H , 

(die  lauter  positive  Glieder  enthalten  möge)  converyetd. 

Beweis.    Setzt  man 

Ä'n  =  Wo  +  «1  +  •  •  •  +  Wn-l,       *>^n'  =  Co  +  «^l  +  •  •  •  +  «'»-l, 

SO  wird 

S*m-\-r Ä'«,=  ««  +  t?w4-i  +  •  •  •  +  ©w+r-l . 

Nach  Voraussetzung  wird 

ttn  ^  t?M    für    «  ^  m ; 
es  ist  also 

folglich  wird 
oder 

Dabei  sind 

und  S'm-^-r  endliche  Grössen,  wie  gross  auch  r  sein  mag,  folglich 
ist  nach  Satz  la  die  Beihe 

Wo  +  «1  +  tt«  +  •  •  • 

convergent. 
Satz  3.    Ist 

Cq  +  <?l  +  t>2  +  •  •  ' 

eine  divergente  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern^  und  ist  ton 

einer  bestimmten  Stelle  ab 

w„  ^  t?„, 
so  ist  auch  die  Reihe 

f/O  +  Wl  +  «2  H 

divergent 

Beweis.  Ware  die  Reihe  «o  +  «i  +  «i  +  •  •  •  convergent, 
so  müsste  nach  dem  zweiten  Satze  auch  vq  +  vi  +  vt  +  ' "  con- 
vergent sein,  und  das  widerstreitet  der  Voraussetzung. 

Satz  4.     (Kriterium  von  Cauchy.)     Eine  Rei/ie 

^'O  +  ''l  +  «2  +  •  •  ' 
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rmt   lauter  positicen  Gliedern   converyirt  jedenfaü'^  ^    wenn  ton 
einer  bestimmten  Stelle  nb 

(o.)  ^k  <1 

ütf  wobei  k  eine  ton  n  unabhängige  Constante  ist. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  wird  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  «;  z.  B.  für  »  ^  m 

also 

Um^x  ^  u^k, 

Wm+3  S  "«+2*  S  '*»»*'» 


,6.) 


d.  h.  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  sind  die  Glieder  der  be- 
trachteten Beihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  Beihe 

Um  +  Umk  +  U„,P  +  Uj^  4"  •  •  •  ,' 

diese  Reihe  ist  aber  concergent^  deim  sie  ist  eine  geometrische 
Progression,  bei  welcher  der  Quotient  *  kleiner  als  1  ist,  und 
deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 


Wm 


l—k 

wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  2  auch  die  Beihe 

Uq  +  Ux  +  U2  +  •" 

convergent.    Gleichzeitig  erkennt  man  aus  dem  Beweise,   dass 

der  Fehler  kleiner  als     ,  wird,  wenn  man  die  Beihe  hinter 

dem  Gliede  tt^-i  abbricht. 

Beispiele. 


1)  '^"  =  l+n  +  2!  +  "-+(«-l)! 

Hier  ist 

n\  ^        (» +  1)! 

also  wird 

««         n  +  l  — 
wenn  man  n+l  grösser  als  x  wählt,  folglich  ist  die  Beihe 

13" 
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X        ^       s? 

ffir  alle  endlichen  Werthe  von  x  convergent. 

o>l    S  ^^  .  1^,1. 3rr^  1.3. ..(2/»— 3)   3:^'*-^ 

^      "       1*^2  3"*"2.4  5  "*"        ■^2.4...(2»— 2)2»  — 1 

Setzt  man  in  dieser  Eeihe  z/o  =  0,  so  ist 

1 .  3  . . .  (2n  —  5)  (2n  —  3)  a:^**-^ 
2  .  4  ...  (2«  —  4)(2«—  2)  2n  —  \  ' 

—  1  .  3  . . .  (2;^  —  3)  (2»  —  1)   a^^^ 
^'--^^^     2.4...(2»  — 2)(2»)      2n  +  l' 

folglich  wird 


««    = 


ttn+i  _  (2n  —  1)V  __ 


{^-Wir 


Un        2n{2n+l)  ^^2 

n 

Ist  X  gleich  1,  so  nähert  sich  dieser  Ansdmck  mit  wachsen- 
dem n  dem  Werthe  1  beliebig,  dann  ist  also  die  Bedingung 

w»-i-i 


Un 


SA<1 


nicht  erfüllt,  denn  k  muss  um  eine  endliche  Grösse  von  1  ver- 
schieden sein.  Damit  ist  noch  nicht  gesagt,  dass  in  diesem  Falle 
die  Beihe  diver getU  ist;  es  lässt  sich  vielmehr  ihre  Convei^enz 
auf  einem  anderen  Wege  (vergl.  S.  205)  sehr  wohl  beweisen. 

Ist  dagegen 
so  wird  auch 

in  diesem  Falle  ist  also  die  Reihe 


X       la:»       1.3a:^ 
1  "^2  3  "^2.45  "^ 


sicher  convergent 
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wobei  f  >  0  sein  möge. 
Hier  ist 


«n  =^  — ;  >         Wn+i  = 


folglich  wird 

ttn+l 


«^ 


gleich  oder  kleiner  als  ein  ächter  Bruch  h^  wenn  x  gleich  k  ist. 
Die  Reihe 

1  +  —  +  —  +  --  +  ••• 
ist  also  convergerU,  wenn  :r  kleiner  als  1  ist. 

Satz  5.     Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
gentj  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

(7.)  '^^l 


Mi 


ist. 

Beweit. 


(B.) 


I 


Da  non  die  Reihe 

«^  +  tt»  +  Wm  + 

divergent  ist,  so  ist  die  Reihe 

«0  +  Wl  +  «*2  +  • 

nach  Satz  3  erst  recht  divei^ent. 
Die  Reihen 
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und 


1  "*'2  3  "^2.4  5  "'■ 


1'       2''       3'' 


welche  vorhin  in   den  Beispielen  2  und  3   untersucht  wurden, 
sind  daher  diver gmt^   wenn  x>  \  ist;   denn  man  kann  dann  n 

so  gross  wählen,  dass  auch  die  Grössen  -^S  nämlich 


M 


— ,  bezw. 


gleich  oder  grösser  als  1  werden. 

Salz  6.     Eine  Reihe  mit  lauter  positicen  Gliedern  ist  con- 
vcTffenty  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

(9.)  y/^n-^kKl 

ist. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist  für  n^m 

(10.)  Un  S  /l'S 

folglich  wird 

m    — ^  ^    1 


(11.) 


d.  h.  von  einer  bestimmten  Stolle  ab  sind  die  Glieder  der  be- 
trachteten Reihe  gleich  oder  kleiner  als  die  der  Reihe 

l  +  k  +  k^  +  k^+'". 

Diese  Reihe  ist  aber  concergent^  denn  sie  ist  eine  geometrische 
Progression,  bei  welcher  der  Quotient  k  kleiner  als  1  ist,  und 
deren  Summe  daher  nach  Formel  Nr.  IIa  der  Tabelle  gleich 

1 
l  —  k 

wird.    Deshalb  ist  nach  Satz  2  auch  die  Reihe 
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«0  +  Ml  +  W2  +  •  •  • 


convergent. 


und 


Dass  indessen  die  bisher  aufgestellten  Sätze  noch  nicht 
immer  unmittelbar  ausreichen,  zeigt  das  folgende  Beispiel. 
Soll  man  die  Eeihe 

1+1+1+1  +  .. . 

^2   »^  2^       3*       42 
Untersachen,  so  setze  man  uo  =  0,  so  dass 

-S.  =  0  +  p  +  25  +  F2  +  "*  +  {^^ 
wird;  dann  ist 

*^  =  ^'    ^•*+^  =  örTiF 

Dieser  Ausdruck  nähert  sich  dem  Werthe  1  beliebig  mit 
wachsendem  n^  wlixl  also  grösser  als  jeder  beliebige  ächte  Bruch 
k.  Der  Satz  4  reicht  hier  deshalb  zum  Beweise  der  Convergenz 
nicht  aus. 

Ebenso  nähert  sich 

dem  Werthe  1  beliebig,  denn  es  ist 

log  (y^  =  log  V/^"  V=  —  -  log/*. 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  mit  wachsendem  n  beliebig  klem. 

Nimmt  man  z.  B.  die  Zahl  10  als  Basis  des  Logarithmensystems 

und  setzt 

n  =  10*", 

so  wird 

logy  w«=  - 


2^ 

n 


10 


tu 
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folglich  nähert  sich  log-p^  mit  wachsendem  m  dem  Werthe  0 
nnd  deshalb  j/un  dem  Werthe  1  beliebig.*)  Daher  ist  auch  der 
Satz  6  nicht  immittelbar  verwendbar. 

Setzt  man  aber 


^0  =  Tg» 


1 

r 


«1  =  2^  +  3«' 

*^  —  42  -t-  52  T"  62  "t-  72 


1        ^  1  J^  _L_ 


80  wird 


(2"*)*     (2"»+  1)2  '  '  (2*+2-  —  1)^ 


Wo  =  1, 

«i<22  +  25  =  2' 

^  1  4- 1 -L  1  j.  1  -  1 

***    "^    42      •"    42  "•"    42  "T-   42   ~  4    ' 


..1.1,  ,  1         _      1 

""  ^  (2**)2"*'  (2''0''^  (2"')2  ""  2* ' 

Es  ist  also 
und  deshalb  die  Reihe 

^2  ^  2^  ^  32       4*       5« 

Satz  7.     fm«  üßfA«  miV  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
genty  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 


*)  £in  yollständlg  strenger  Nachweis  daRlT)  das  limy.^  -«  1    ist^ 

NBOOf 

wird  an  einer  späteren  Stelle  (Seite  295)  gegeben  werden. 
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(12.)  -P^  ^  1 

ist. 

Beweit.     Für  hinreicliend    grosse   Werthe  von  m  ist   in 

diesem  Falle 

u^^lj    M^^.1^1,    M„+2^1,...; 

da  nun  die  Beihe 

1  +  1  +  IH 

diyerg^t  ist,  so  ist  die  Beihe 

«0  +  «*l  +  tt«  +  • '  • 

nach  Satz  3  erst  recht  divergent 

Das  zu  Satz  6  gegebene  Beispiel  kann  man  sogleich  vei*- 
allgemeinem  und  den  folgenden  Satz  beweisen: 

Satz  8.     Du  Beihe 

li»^  2*^      3'      4' 
ist  canvergent  für  /?  >  1. 

Beweif.    Setzt  man 

1 


(13.) 


Wo  = 


\p 


1,1,1 


4P  '   51»  •   ßP  '   7p 


•*W~~     /irk...\M     I 


(2»»)p     (2«+!)'' 


!-•  •  '+. mJ 


(2«»+i  —  i)p 


dann  wird 


(14.) 


^  "^  41»  "*"  4i»  "*"  4P  "^  41» 


Kir 


(2'»)^  •^(2'»)J 


(2' 


folglich  ist 
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und  da  nach  Voraussetzung  p  —  1  positiv  sein  soll, 

ar=*<'- 


Deshalb  ist  die  Reihe 

concergent^  wenn  p>\  ist. 
Satz  9.     Die  Reihe 

1+1+1+1+.. 

ist  dtoergent  für  p  S  1. 

Beweit.    Setzt  man  in  diesem  Falle 

f  «»  =  f?  =  1' 


(16.) 


«1  =  :r:.» 

«,=  1+1+1+1, 


«»,= 


+ 


dann  wird 


(2'"-»  +  lj/'^(2'»-»  +  l)i' 


(17.) 


l 


«,>i+i+i+i^i. 


+ 


(2")' ' 


2  ' 


oder 


l 


""  >  (2^+(-2^+-  •  -  +  (2^=1  •  (2*")'-', 
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(18.)        -^2^2  >  2*-^»,      >^  >  2*-', . .  .y^m  >  2*-*, 
Es  wird  also,  da  p  ^  1  und  deshalb  1  — p  ^  0  ist, 

folglich  ist  nach  Satz  7  die  Reihe 

2uq  +  2ui  +  2u2  -{ 

und  deshalb  auch  die  Reihe 

uq  +  ui  +  th  +  "  ' 
divergent, 

Satz  10.    Ist 

«'o  +  ^1  +  0«  +  t's  +  •  •  • 
eine  convergente  ReiJie  mit  lauter  positiven  Gliedern^  und  ist  von 
eifier  bestimmten  Stelle  ab 

(19.)  !^S^ti, 

SO  ist  auch  die  Reihe 

Uq  +  Ui  +  U2  +  Us  '  "  , 

{welche  gleichfalls  laiUer  positioe  Glieder  enthalten  möge\    con* 
cergent. 

Beweit.    Ist  m  hinreichend  gross,  so  wird  nach  Voraus- 
setzung 


u 


m  ^m 


oder,  wenn  man  —  mit  A  bezeichnet. 


(20.)  w«+i  S<^w-i-i .  A, 

Femer  wird 

(21-)  {  _.  V,nJ^^  _  . 


Daraus  folgt,  dass  von  einer  bestimmten  Stelle  ab  die 
Glieder  der  Reihe  «o  +  «'i  +  «2  +  •  •  •  kleiner  sind  als  die  ent- 
sprechenden Glieder  der  Reihe  Ai\  -^Acx  +-4o2  H ;  da  aber 
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vo  +  Vi  +  V2  +  "  '  nach  Voraussetzung  eine  convergente  Reihe 
ist,  so  gilt  dasselbe  von 

(22.)  Avo  +  Avi  +  Av2'\ ; 

deshalb  ist  auch  nach  Satz  2  die  Reihe 

«0  +  «1   +  «^2  H 

convergent. 

Satz  11.     (Kriterium   von  Raabe.)     Eine  Reihe  mit    auter 
positiven  Gliedern 

Uo  +  Ui  +  U2  +  Uz  +  '" 

ist  convergent,  wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 
ist. 

Beweis.    Aus  der  Voraussetzung  folgt 

n — p>  n — -^  ? 

oder 

(24.)  !fü±L^^z:^. 

^  Un  n 

Setzt  man  jetzt  to  =  0  und  für  «  >  0 
(25.)  Vn  =  ^, 

so  ist  die  Reihe 

»0  +  t?i  +  f2  H =  ^  +  1^  +  2^  "* 

nach  Satz  8  convergent,  weil  />  >  1  ist.    Dabei  wird 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  51a  der  Tabelle 

/(^)  =/(o)  +  ^  ./'(0^); 

ffir 

fix)  =  (1+  xy+\    fix)  =  ip +  !)(!  +  x)" 

erh&lt  man  daher 


also 
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(1  +  xy^^  =  1  +  (/?  +  1)  (1  +  ®xy  .  X. 

Da  0^0^  +  1  ist,  soistffir  positive  Werthe  von  x 

1  +  ©a:  S  1  +  iT, 
(1  +  a:)i»+i  ^  1  +  (p^  +  ^)  (1  +  xy, 

oder 

{i^xy(i—pT)^i, 

(27.)  l^;,.^(j^J. 

Setzt  man  in  dieser  üngldchung  2;  =  - »  so  erhält  man 
(28.)  i_£  =  ^ZlP^    «    Y=?=±i, 

oder  mit  Rücksicht  auf  Ungleichung  (24.) 

.29.)  !^<fü±i. 

Es  gilt  deshalb  in  diesem  Falle  der  Satz  10,  d.  h.  die  Reihe 

«0  +  «1  +  ««  +  ws  H 

ist  convergent. 

Beispiel. 

Es  sei 

*•  ^     ^2    3  ^2.4   5  ^      ^2.  4...  (2»  — 4)    2»— 3 

dann  wird  für  n  ^  2 

_  1 .  3  ...  (2;^  —  5)  (2/1  —  3)  1 

*^'"2.4...(2»— 4)(2/j  — 2)   '2»— 1' 

_  1 .  3  . . .  (2n  —  3)  (2n  —  1)         1 
*'*^*'"      2.4...(2»  — 2)(2n)       '2n  +  l' 

tfiH-1  _   (2«  —  1)»   _  4n«  — 4»  4-  1  ^  n^fiV 

Un  "~  2»  (2n  +  1)  ^      4»«  +  2»      ""       ^2 

n 
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Dieser  Ausdruck  nähert  sich  mit  wachsendem  n  der  Grenze  1 
beliebig;  deshalb  ist  Satz  4  nicht  anwendbar.    Dagegen  wird 

^A      «^+A        /i       4/*^  — 4n  +  l\_6/»— 1       ,    ,    2n—S 
""V ^J^  V 4««  +  2n    ;'4M=^  =  ^  +  4ir+ 2* 


Es  ist  also 


yl_*^^>l   für  «^2, 


und 


6-i 


n=.oo  L       \  **«  /J        n=oo  ^     ■    ^         ^ 


4-4-- 


folglich  ist  die  Eeihe 


1_  1      1_^   1     1.3.5  1 

"^2*3"^2.4'5"*"2.4.6'7  "^ 


convergerU. 


Satz  12.     Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  ist  diver- 
gent^ wenn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

(,o.)  i'-i^)s' 

ist. 

Beweis.    Aus  der  Voraussetzung  folgt 
(31.)  n-l^n"^.    oder    '^^'L^. 

^         Un  Un    ~       n 

Setzt  man  also 
(32.)  {m  —  l)un,  =  A, 

so  ist  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  m 

A 

Um  =  r> 

m — 1 

_  (m— l)ttm       A 
^  —  m  m 
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*'m+8 


(m  +  1)Mi„4-« 


w  +  2        —  m+2 


Da  nun  die  Reihe 

1+1+1+1+.. . 

diTergent  ist,  so  ist  auch  die  Eeihe 

./l,  1,1,1.       V^,-'«.^.^. 

^  Vr+2 +3+4  +  • '  v=  r+¥+¥+T+'  •  • 

divergent,  folglich  ist  nach  Satz  3 

Wo  +  wi  +  «2  +  "3  +  •  •  • 
erst  recht  divergent. 

§  47. 

Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  72  und  73.) 

Die  Bedingongen,  welche  in  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen für  die  C!onvergenz  einer  Reihe  aufgestellt  wurdeUi 
bezogen  sich  inuner  nur  auf  ihre  Glieder  von  einer  bestimmten 
Stelle  ab.  Die  ersten  Gliedei*  der  Reihe ,  d.  h.  die  Glieder  bis 
zu  einer  bestimmten  Stelle ^  die  noch  im  Endlichen  liegt,  sind 
nur  der  einen  Bedingung  unterworfen,  dass  keines  von  ümen 
unendlich  gross  wird. 

Fflr  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  gilt  zu- 
nächst der  folgende  Satz: 

Eine  Reihe  mit  positicen  und  negativen  Gliedein  converffirt, 
wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  concergirt. 

Beweis.    Es  sei 

(1.)  Sn  —  Uo  +  Ui  +  U2  + h  Wn-i; 

hierbei  seien  die  Glieder 
alle  positiv,  und  die  Glieder 
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alle  negativ.    Setzt  man  also 
'  SO  wird 

(3.)  Sn  =  Sn   —  Sn'. 

Ans  der  gegebenen  Reihe  kann  man  aber  eine  andere  bilden, 
indem  man  sämmtliche  Glieder  mit  dem  positiven  Vorzeichen 
nimmt.  Diese  Reihe  ist  nach  Voranssetzung  convei^nt ,  d.  h. 
die  Summe  SJ+Sn*  nähert  sich  mit  wachsendem  n  einer  be- 
stimmten, endlichen  Grenze.  Dies  ist  aber  nur  möglich,  wenn 
weder  Sn  noch  Sn'  mit  n  zugleich  unendlich  gross  werden. 
Deshalb  nähern  sich  nach  Satz  la  des  vorhergehenden  Para- 
graphen Sn'  und  Sn"  einzeln  einer  bestimmten,  endlichen  Grenze, 
folglich  gilt  dasselbe  auch  für 

Sn  =  Sn   Sn\ 

Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  kann  aber 
auch  dann  noch  convergiren^  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  divergirt. 

Versteht  man  unter  einer  alternirenden  Reihe  eine  Reihe, 
deren  Glieder  abwechselnd  positiv  und  negativ  sind,  so  gilt  z.  B. 
der  Satz: 

(Kriterium  von  Leibniz.)  Eine  aüernirende  Reihe  convergirty 
wenn  der  absolute  Betrag  der  Glieder  immer  Heiner  und  schUesS" 
lieh  unendlich  klein  wird. 

Im  Gegensatz  zu  der  Bemerkung  auf  Seite  191  möge  be- 
sonders hervorgehoben  werden,  dass  hier  von  einer  bestimmten 
Stelle  ab  t^+i  stets  kleiner  als  Un  sein  muss.  Ist  diese  Be- 
dingung nicht  erfüllt,  so  kann  die  Reihe  auch  divergiren. 

Beweis.    Es  sei 

(4.)       S2m  =Wo Ui  +  U2 W3-1 f-  Uim-2 ^««1-1, 

(       Ql  =  tt2m, 

I       Qs  =  U2m («2m+l  —  «<2«i-|-«)j 

(5.)  I        Q5  =  U2m—  («2«+!  «2«+2)  —  (Wim+a  —  tt«ii.+4), 

Q?r-  1  =«2w — (W2m-|-l ^2111+2) '  * '  — (M2«-f2»'-8 — ^^m-^^r-t)'^ 


(6.) 
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-I-  (««ii»+8r-2  —  W*»+ir-l). 

Da  nach  Voraussetzung  die  Glieder  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  immer  kleiner  werden,  da  also  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  m 

fHm  >  thm^i  >  %,^+8  >  >  «2m+2r-l  >  0, 

so  sind  in  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.)  die  Klammergrössen 
sämmüich  positiv,  so  dass  man  erhält 

rtt2«=   Qt>   Q3>Q5>      ">Q2r-U 

^   '^  \      0  <  O2  <  Q4  <  Qe  <  •    •  <  Q2r. 

Ausserdem  ist 

Qir  =   Qir^l  —  W2j»i-f2r-l  <C  Qir—U 

also 

(8.)  0<Qir<Qtr-i<thm, 

wie  gross  auch  r  sein  mag.    Nach  Voraussetzung  ist 

lim  (Q2r-1 Q2r)  =  Um  W2»,+2r-l  =  0, 

rasoo  r=oo 

deshalb  wird,  welchen  Werth  m  auch  haben  mag, 
(9.)  lim  Qir.  1  =  lim  Qzr, 

r=oo  r=oo 

und  zwar  liegt  die  gemeinsame  Grenze  dieser  beiden  Grössen 
nach  den  Ungleichungen  (8.)  zwischen  0  und  utm-  Da  aber  t^2l(• 
mit  wachsendem  m  beliebig  klein  wird,  so  ist  damit  bewiesen, 
dass  der  Untei*schied  zwischen 

«Sim     und      'S'2m-|-2r-l  =  *%»»  +   Q2r— 1 

und  ebenso  zwischen 

S2m     und     5'2m+2r  =  ^2in  +   Q^r 

beliebig  klein  gemacht  werden  kann,  welchen  Werth  r  auch 
haben  mag,  wenn  man  nur  m  hinreichend  gross  macht.  Sn 
nähert  sich  daher  mit  wachsendem  n  einer  bestimmten,  endlichen 
Grenze  Sy  gleichviel  ob  n  gerade  oder  ungerade  ist,  d.  h.  die 
Reihe 

Kiepert,  DifTerendal-Rechnung.  ^4 
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ist  convergent 

Für  jeden  beliebigen  Werth  von  n  ist  dabei 

(10.)  S  =  Ä'2«  +  lim  Qir, 

folglich  wird,Ida  Q^r  eine  Summe  von  lauter  positiven  Grössen  ist, 
(11.)  S^„,<S. 

Die  Gleichung  (10.)  kann  auch  auf  die  Form 

(10a.)  S  =  «2«+!  —  («2m  —  lim  Qar) 


gebracht  werden,  wobei  nach  Ungleichung  (7.) 

lim  Q2r  <  Warn,    oder    tt^m  —  lim  Qar  >  0 

rasoo  rs=oo 

ist,  folglich  wird 

(12.)  S  <  5'2„+i, 

oder,  wenn  man  die  Ungleichung  (11.)  und  (12.)  zusammenfasst, 

(13.)  Ä2«,  < Ä  < Ä^2m+i  und  ebenso  S^,  <:S< Äi,»^,. 

Da  nun 

(14.)  S^fn-l  *^2m  =  W2m— 1     UUd     ^iw^-i Szm  <  «2« 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  den  Ungleichungen  (13.),  dass  der  unter- 
schied ztoischen  S  und  Sn  kleiner  (üs  Un  toirdy  gleichviel  ob  n 
gerade  oder  ungerade  ist 

Beispiele. 

1)  Die  Reihe 

1       2^3       4^ 

ist  convergentj  und  zwar  ist  nach  Formel  Nr.  60  der  Tabelle 
ihre  Summe  gleich  12,  obwohl  die  Reihe 

1+1+1+1+.. . 

1  ^2  ^3  ^4  ^ 

divergent  ist,  wie  schon  in  §  45  gezeigt  wurde. 

2)  Die  Reihe 

l_l  +  l_l+_... 

8^5       7  ^ 
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ist  cofwm-gmt^  und  zwar  ist  nach  Formel   Nr.  66  der  Tabelle 

7t 

ihi-e    Summe    gleich  —     Hierdurch    ist    auch    der    Nachweis 

geführt,  dass  die  Formel  Nr.  65  der  Tabelle  noch  richtig  bleibt 
für  ar  =  +  1.    Die  Reihe 

1  +  1  4-1+  1+  ... 
ist  dagegen  divergent.    Dies  folgt  schon  daraus,  dass 


oder 


1+1  +  1  +  1+.. .>i4-i  +  l  +  l  + 
^3^5^7^        ^24^6^8^ 


1+1  +  1  +  1+.. .>lA  +  l  +  l+i  +  ...\ 
^3^5^?^        ^2Vl^2^3^4^       / 


ist. 


Bei  altemirenden  Reihen  kann  ein  eigenthümlicher  Umstand 
eintreten.  Werden  nämlich  die  absoluten  Beträge  der  Glieder 
schliesslich  nicht  beliebig  klein,  sondern  nähern  sie  sich  einer 
bestimmten,  endlichen  Grenze  ^,  so  werden  sich  die  Differenzen 

der  Grenze  Null  nähern.    Es  kann  also  sehr  wohl   eintreten, 
dass  sich  mit  wachsendem  n 

Ä2«  =  («0 «0  +   (t/2 «3)  + h  (W2n-  2  —  «2»-  l) 

einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  nähert.    Dasselbe  ist  dann 
bei 

Ä2»+l=(Wo— Wl)+(tt2— W8)H |-(«<2n-2  — W2n-l)H-W2«=Ä2u+M2n 

der  Fall;   trotzdem  ist  die  Reihe  nickt  concergent,   denn  es  ist 
nach  Voraussetzung 

lim  (Ä2n+i  —  S2»)  =  lim  thn  =  ^, 
d.  h.  die  Summe  der  Reihe 

Uq Ml  +  W2  —  «3  H • 

nähert  sich  zwei  endlichen,   um  q  von  einander  verschiedenen 
Grenzen,  jenachdem  man  eine  gerade  oder  eine  ungerade  Anzahl 

14* 
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von  Gliedern  addirt.    Eine  solche  Beihe  wird,  wie  schon  in 
§  45  hervorgehoben  wurde,  „eine  osciUirende  Reihe"  genannt. 

Beispiele. 

1,)  Bei  der  Reihe 

a  —  a  '■\'  a  —  a  -\ ••• 

ist 

«San  =  0,      «wSn+l  =  '^. 

2.)  Bei  der  Reihe 


2_3       4  _5    ,   6_7_ 
1       2"*'3       45       6"*" 


ist 


5'2n+t=([-|)+(~[)+...+(2^^ 

also 

lim  S^n  =  1 2,     limÄ'sn-f  1  =  1  +  12. 

n^oo  nsoo 


§  48. 

Bedingte  und  unbedingte  Convergenz. 

(VergL  die  Formel- Tabelle  Nr.  74.) 

Bisher  wurde  die  Annahme  gemacht,  dass  bei  den  Gliedern 
einer  Reihe  eine  bestimmte  Ordnung  festgehalten  werde. 

Bei  einer  Summe  mit  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern 
ändert  sich  der  Werth  der  Summe  gar  nicht,  wenn  man  die 
Aufeinanderfolge  der  Glieder  ändert ;  bei  Summen  mit  unendlich 
vielen  Gliedern  aber,  d.  h.  also  bei  unendlichen  Reihen  kann 
sich  möglicher  Weise  der  Werth  der  Summe  mit  der  Reihen- 
folge der  Glieder  ändern.    Ist  z.  B. 

^  V4«  —  3       4»  —  2  ^  4«  —  1       4«/ 
und 
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"      Vi  ^3       2/^V5^7       4/^        ^V4«— 8^4»— 1       2»/ 
SO  wird 

^\4«  — 2^4»      2«/ 

\2       4/^V6       8/^       ^V*«  — 2       inj 
oder 

-■--•=l[(f-f)+a-.^)+-+(i;rirT-Ä)} 

Nun  wird  aber 


folglich  ist 


lim  Sn  =  12,    lim(Ä«'—  Sn)  =  |l2, 


*«=00  HssOO 


Die  Reihen 


lim^„'=|l2  =  |Hni.9«. 


and 


1       2  "^3       4  "^5       6  "^ 


1^3       2  ^5  ^7       4  ^^ 


sind  also  beide  convergent  und  jede  von  ihnen  enthält,  wenn 
man  sie  nur  weit  genug  fortsetzt,  sämmtliche  Glieder,""  welche 
die  andere  enthält,  aber  ihre  Summen  haben  verschiedene  Werthe, 
weil  die  Aufeinanderfolge  der  Glieder  in  den  beiden  Reihen 
eine  verschiedene  ist 

Zwei  Reihen,  welche  sich  nur  durch  die  Aufeinanderfolge 
ihrer  Glieder  von  einander  unterscheiden,  müssen  natürlich  so 
beschaffen  sein,  dass  jedes  Glied  der  ersten  Reihe  gleichfalls  in 
der  zweiten  Reihe,  wenn  auch  an  einer  späteren  Stelle,  vor- 
kommt.   Bezeichnet  man  z.  B.  mit 

Sh  =  Uq  +  Ui  +  .,  .  +  Un-i 

die  Summe  der  n  ersten  Glieder  in  der  einen  Reihe  und  mit 
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die  Summe  der  p  ersten  Glieder  in  der  anderen  Reihe,  so  kann 
man  p  immer  so  gross  machen,  dass  aüe  in  ^«»  enthaltenen 
Glieder  wo,  «i, .  • .  «n-i  auch  unter  den  Gliedern  von  Sp  wirk- 
lich vorkommen. 

Erklärung.  Eine  Reihe  ^  bei  der  eich  die  Summe  der  n 
ersten  Glieder  mit  wachsendem  n  nur  unier  der  Bedingung  der- 
selben endlichen  Grenze  nähert^  dass  die  Aufeinanderfolge  der 
Glieder  eine  bestimmte  ist^  heisst  „bedingt  concergent^.  Bleibt 
aber  dieser  Grenzwerth  derselbe,  wie  man  auch  die  Glieder  der 
Reihe  anordnen  mag,  so  heisst  die  Reihe  ^unbedingt  convergent"^ . 

Dabei  gilt  nun  der  folgende  Satz: 

Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergerdj  wenn  nach  Absonderung 
von  Sn  die  Summe  von  beliebig  vielen  Gliedern,  welche  aus  den 
noch  folgenden  Gliedern  vnUkürlich  ausgewählt  sind,  beliebig 
klein  wird  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n. 

Beweis.    Um  zu  zeigen,  dass  sich  dann 

(1.)  Su  =  uo+ui-\ h  «^«-1,  und  Sp'  =  wo'+«i'H h"Vi 

derselben  endlichen  Grenze  nähern,  kann  man  p  so  gross  wählen, 
dass  die  Glieder 

Uqj  Wi,  .  .  .  Un-i 

sämmtlich  unter  den  Gliedern 

enthalten  sind.  Ausserdem  kommen  in  Sp  noch  beliebig  viele 
andere  Glieder 

Ur,    Ugj    «t,  .  .  . 

vor,  so  dass 

(2.)  Sp'  =  Sn  +  Ur  +  U,  +  Ut  +  " 

wird.    Nach  Voraussetzung  ist  aber 

(3.)  lim  {ur  +  Us  +  ut  +  "-)=z  0, 

folghch  wird 

(4.)  limiSy  =  UmÄn; 

d.  h.  unter  der  gemachten  Voraussetzung  näheii;  sich  die  Summe 

Sn   mit  wachsendem  n  derselben  Grenze,   wie  man  auch  die 

Reihenfolge  der  Glieder  besthnmen  mag. 
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Diese  Yoranssetzimg ,  unter  welcher  der  eben  bewiesene 
Satz  gilt,  wird  offenbar  erffillt,  wenn  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  convergirt.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  |  u  |  den  abso- 
luten Betrag  von  u,  und  nähert  sich 

(5.)  -S;!  =  I  «0  l  +  l  «1  l+l  t^  I  + hl  «n-l  I 

mit  wachsendem  n  einer  bestimmten  endlichen  Grenze  ^,  so  wird 
für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n 

(6.)  2n^a  —  -2;  =  I  tt,  l+l  tt,H-l  1+ 1-|  «'n+a-l  | 

beliebig  klein,  folglich  erst  recht 

«r  +  ««  +  «t  H , 

wobei  t^,  ««,  utj. . ,  aus  den  Gliedern  Un,  t^w+i, . . . Un-^a-\  will- 
kürlich ausgewählt  sind. 

Hiervon  gilt  aber  auch  die  Umkehrung: 

Wird  bei  tciUkürlicher  Auswahl  der  Glieder  Urj  «#,  w^  . . . 
alte  den  Gliedern  i/nj  ^n+ij  •  •  •  Wn-fo-i   die  Summe 

Ur  +  U^  +  Ut-i 

/tir  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein^  so  ist  in  der 
Seihe  eio  +  t^i  +  ^  +  *  *  *  die  Summe  der  absoluten  Beträge  eine 
convergtnte  Meihe. 

Beweis.    Setzt  man 

(7.)  Sn+a  —  Sn  =  Un  +  ««+1  +  "  *  *  +  "n-fa-l  =  ^a 

und  bezeichnet  die  Summe  aller  positiven  Glieder,  welche  in  Da 
enthalten  sind,  mit  Da  und  die  Summe  aller  in  Da  enthaltenen 
negativen  Glieder  mit  — Z>«",  so  ist 

(8.)  Da  =  Da'  —  Da'\ 

Nach  Voraussetzung  müssen  DJ  und  !>«"  einzeln  beliebig 
klein  werden,  folglich  wird  auch 

(9.)  2;+a  —  ^n  =  Da'  +   />a" 

beliebig  klein  für  hinreichend  grosse  Werthe  von  w.  ^n  und 
2n^a  nähern  sich  daher  mit  wachsendem  n  demselben  Grenz- 
werthe  ^,  d.  h.  die  Sunune  der  absoluten  Beträge  ist  convergent. 

Der  vorhin  ausgesprochene  Satz  deckt  sich  daher  mit  dem 
folgenden  Satze: 

Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent^  wenn  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  convergirt;  und  ungekehrt. 
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§  49. 

Multiplication  der  Reihen. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Kr.  75.) 

Sind 

CT  =;=  Mo  +  Wi  +  «2  +  •  •  • 

und 

F  =  f  0  +  t?i  +  t?8  H 

ztoei  unbedingt  canvergente  Reihen^  und  ist 

Wo  =  Moüo, 

tOi   =  UqVi  +  UiVoj 

tVi  =  U0V2   +  UiVi  +  U2V0J 


■  •  •  • 


SO  ist  auch  die  Reihe 

tOo  +  Wi  +  U-2  -] 

unbedingt  convergent,  und  ihre  Summe  TV  ist  gleich  dem  ü'oducte 
UV  der  Summe  der  beiden  ersten  Reiften. 

Beweis.    Es  sei 

üm  —  Vo+Ui-{-U2-\- h  Utn-l  , 

F,„  =  t?o  +  t?i  +  t?2  H H  t^m-l , 

H^m  =  t^'o  +  «?!  +  W2  + h  t^m-l  , 

und  es   mögen  zunächst  die  Glieder  wo,  «1,  «2, . . .  t?o,  t?i,  t?2» . .  - 
alle  positiv  sein,  dann  ist  fiir  w  =  2n 

Uin  .  V2n  =  H^2«  +  («l«2n-l  +  ^h^2n''2  H h  «^2»-2«?2  +  tt2n-l«t) 

+  • h  (M2«-2«?2n-l  +  «^2n-lÜ2»-2)  +  «*2»-lt?2n-ij 

also 

C^2n.r2„>    J^'a,.. 

Dagegen  ist 

W2n  =  Un.Vn  +  (UoVn  +  Wn^o)  +  («O'^n+l  +  Wit?«  +  W„t?i  +  «n+lt'o) 
H h  (ttot?2»-l  +  Wlf2n-2  H \-  W2m-2«?1  +  W«n~lt?o)j 

also 

W2n>    Un.Vn. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass 
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ist.  Lässt  man  aber  n  immer  grösser  werden,  so  nähern  sich 
pie  Producte  Un .  Vn  und  CTj» .  Fi*,  bezw.  Uin^i .  Fjn+i  nach 
Yoranssetzong  derselben  endlichen  Grenze  U .  V,  folglich  n&hem 
sich  auch  die  dazwischen  liegenden  Werthe  JV^n  bezw.  ^'sn+t 
einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  W^  und  es  wird 

fr=  U.V. 

Enthalten  die  Reihen  {/und  F^ positive  and  negative  Glieder, 
sind  sie  aber,  wie  vorausgesetzt  wurde,  unbedingt  convergent^ 
d.  h.  sind  auch  noch  die  Summen  der  absoluten  Beträge  con- 
vergent,  so  nähert  sich  der  Ausdruck 

H-  (Uiün-1  +  «2«?n-2  H h  Un-*jV%  +  Mrt_it?i), 

wie  vorhin  gezeigt  wurde,  mit  wachsendem  ;*  dem  Werthe  0, 
wenn  man  die  Grössen  ui,  t/2, . .  •  ^-i,  ^u  ^sj  •  •  •  ^n-\  sämmt- 
lich  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzt;  er  nähert  sich  also 
dem  Werthe  0  erst  recht,  wenn  diese  Grössen  theilweise  negativ 
sind.    Es  wird  daher  auch  in  diesem  Falle 

lim  W\  =  lim  i/« .  F«  =  C;^.  F. 
Dabei  ist  auch 

w?o  +  t^'i  +  w;2  +  • '  • 

eine  unbedingt  convergente  Reihe;  denn  ersetzt  man  die  Grössen 
«0,  Wi,  «2, . . .,  to,  »1,  f2, ...  in 

Wq  =  UqDq, 

Wi   =  UoVi  +   ttii-o, 

W2   =  UoCi  +  UiVi   -h  U2V0, 


durch  ihre  absoluten  Beträge,   so  mögen  dadurch  die  Grössen 
t^o,  M^i,  «Tj, . . .  in  t'oS  t^i'j  ^'2', . . .  übei^ehen.     Bezeichnet  man 
nun  den  absoluten  Betrag  von  wq  mit  \u'o\,   den  von  wi  mit 
Wi\j . . . ,  so  wird 

I t^o I  =  iTo',    I «^'i  I S wi,    \m\^ ^2, 

Jetzt  enthält  aber  die  Reihe 
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lauter  positive  Glieder  und  ist  convergent,  folglich  gilt  dasselbe 
auch  für 

I  M?o  I  +  I  W^'l  I  +  I  «^2  1  +  •  •  •  , 

d.  h.  die  Reihe 

u:o  +  tci  +  u:2  +  "  * 
ist  unbedingt  conv&rffent 

Beispiel. 

sind  zwei  unbedingt  convergente  Reihen,  folglich  ist 
Nim  ist  aber  in  diesem  Falle 

^n  y.n-i  »  -pH- 2  y2  ^         yn-2 

^"      nl^(n—\)\    11^  (n— 2)1    2!^        ^2!   (»  —  2)! 


*2> 


1!*(»  — 1)!"*"«! 


^! L  1!  "^ 2] —       ^  "'" ' 2! —    ^ 


_  (^  +  y)-* 


w! 


Iblglich  erhält  man 

^     1!     ^        2!       ^       3!       ^        • 

Setzt  man  für  ü  und  V  nach  Formel   Nr.  52  der  Tabelle 
ihi'e  Werthe  ein,  so  ergiebt  sich  hieraus  die  bekannte  Formel 
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§  50. 

Convergenz  der  Potenzreihen. 

(VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  76.) 

Unter  einer  Potenzreihe  versteht  man  eine  Beihe  von  der 
Foim 

Qq  +  axx  +  02^*  +  a^  +  •  •  • . 

Von  einer  solchen  Beihe  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  1.  Eine  Poienzreihe  convergiri  unbedingt^  wenn  von 
einer  bestimmten  Stelle  ab 

ütj  d.  h.  für  alle  Werthe  von  ar,  deren  absoluter  Betrag  kleiner 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  aus  Satz  4  in  §  46. 

Satz  2.  Eine  Potemreihe  concergirt  unbedingt  für  alle 
Werthe  von  Xj  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive 
Grösse  zq,  wenn  ton  einer  bestimmten  Stelle  ab 

|an|i-o**S^ 
ist,  wobei  g  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet. 

Beweis.  Nach  Voraussetzung  ist  für  hinreichend  grosse 
Werthe  von  m 

I  a^\  xo'^^g,     I  a^^i  \  ^To""^*  ^g,     \  a^+a  | ^ro"'^^  S y,  •  •  • , 
folglich  ist,  wenn  x  vorläufig  positiv  genommen  wird, 


ist  als 


X 

da  nun  —  nach  Voraussetzung  ein  ächter  Bruch  ist,  so  wird 
eine  convwrgente  Beihe,  folglich  erst  recht 
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I  «0  I  +  I  «1^  I  +  I  «2^*  I  H , 

d.  h.  die  Reibe 

ist  unbedingt  convergent. 

In  der  Reihe  wird  nur  das  Vorzeichen  der  Glieder  aix^ 
aaa;^,  a^^...  geändert,  wenn  man  x  mit  — x  vertauscht.  Der 
Satz  gilt  also  für  positive  und  negative  Werthe  von  x^  wenn 
nur  der  absolute  Betrag  von  x  kleiner  ist  als  x^. 


§  51. 

Convergenz  der  periodischen  Reihen. 

(VergL  die  Formel -Tabelle  Nr.  77  und  78.) 

Die  Reihen  von  der  Form 

(1.)  i^o  +  «iCOSa;  +  ö2COs(2a:)  +  a8COS(3a:)  +  •  •  • 

+  Äisin:c  +  62  sin(2.r)  +  Ä8Sin(8a;)  +  .  • . 

nennt  man  periodische  Reihen^  weil  die  Glieder  sämmtlich  den- 
selben Werth  behalten,  wenn  man  x  um  ein  Vielfaches  von  2n 
vermehrt  oder  vermindert. 

Zunächst  möge  der  einfache  Fall  betrachtet  werden,  wo 
die  Coefficienten  ao,  ai,  ^2,  ag, . . .  alle  einander  gleich  und  die 
Coefficienten  ii,  ^o,  ia»  •  •  •  sämmtlich  gleich  0  smd;  es  sei  also 

(2.)    Sn  =  «0  2+C0Sar+C0S'(2a;)+C0S(3ar)H 1-  C0S(« — l);r  • 

Aus  der  bekannten  Formel 

sma  —  smi  =  2sm( — - — Icosf — - — \ 

ivxi«4  «4..           2w  +  1          ,        2m  —  1 
lOlgt  rur  a  = a:,     6  = x 

(3.)     2sm(  -  lcos(7?ia;)  =  8m( -^ — x\ — smf — x\ 

Multiplicirt  man  Gleichung  (2.)  mit  2  sin  (  -  \  so  erhält 
man  daher 
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(4.)      2&sln(|)=  «,[.»(1)+  {*(!)-  sta(|)( 


+{K¥)-Kf)! 


.  /2»— 1    \ 
=  aoSinf ^ a:  h 


oder 


.  /2/j  — 1    \ 
aosinf 2 — ^) 

(5.)  ÄH=  — 


2sin(|) 


Wächst  n  in's  Unbegrenzte,  so  schwankt  der  Werth  von 
sinf — - — a;j  zwischen  — 1  nnd  +1,  nähert  sich  aber  keiner 
bestimmten  Grenze,  folglich  ist  die  Reihe  nicht  cmvergent 

Jetzt  seien  die  Coefficienten  fti,  b%^  h^...  alle  einander 
gleich,  nnd  die  Coefficienten  oo?  ^i»  Qt^  «s»  •  •  •  seien  sämmtlich 
gleich  0;  es  sei  also 

(6.)  Sn*  =•  *i  [sina;  +  sin(2a:)  -\ -h  sin(«a-)]. 

Aus  der  bekannten  Formel 

cosÄ  —  cosa=  2smf — o"-)^"^  \    ^    ) 

«,.-..             2m  +  1          ,        2m  —  1 
folgt  für  a  = :r,     6  = x 

(7.)      2 sinf  |- jsin(mr)  =  cos(    ^~    x\  —  omC  ^  "^ — x\- 

Mnltiplicirt  man  Gleichung  (6.)  mit  2sinr|^j,  so  erhält 
man  daher 
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(8.) 
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25«'8m(j)^6.[{cos(|)_cos(f)) 

jcos(f)-cos(|:)( 


+ 


+ 


|cos(- 


»— 1  \ 

=  j,|^cos(|)-cos(-^^±i^)] 


/2»+l 
cosi — ^—x 


M 


oder 


(9.) 


o- 


/2'»  +  l   \ 
H~2-V 


Hd 


eise  Grösse,  die  sich  ebenfalls  keiner  bestimmten  Grenze  nähert, 
wenn  n  in's  Unbegrenzte  wächst,  folglich  ist  auch  diese  Reihe 
nicht  converffent. 

Bilden  die  Coefßcienten  oq,  ai,  os,  os,  . . .  oder  di,  52)  isj  •  •  • 
eine  steigende  Reihe,  so  werden  sich  Sn  und  Sn  noch  weniger 
einer  bestimmten,  endlichen  Grenze  nähern ;  deshalb  möge  dieser 
Fall  von  der  Betrachtung  ausgeschlossen  werden,  so  dass  nur 
noch  untersucht  werden  muss,  ob  die  periodischen  Reihen  dann 
convergent  sind,  wenn  die  Coefficienten  ao,  01,  a«,  as, . . .  und 
Ai,  ^2,  ig, . . .  fallende  Reihen  bilden.    Es  sei  jetzt  also 

(10.)     Sn  =  Jao+«iCOSa-+a2COs(2a;)H hfln-i  COS(»  — l)r, 

wobei 

(11.)       öo  >  </i  >  oj  >  •  •  •  >  On-i  >  0  und  lim  an  =  0 

n=oo 

sein  möge;  dann  wird  nach  Gleichung  (3.) 

25«8m(|)=  ao8ii(0  +  a,  [8in(|)-  sin(|)] 

+  ,^[sin(|)-sm(|)] 


oder 


H +  a«_i  Uin^-^.^ — x\-s\\i(-^ — arj 
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(12.)  25.  sm(0- a„.t  sta(^^^  ^)  = 

K  —  aOsinf^l  j+(ai— a2)sii/yj+  («,  —  o»)  sin  (y)+  •  •  • 

.  /  .  X  •  /2»  —  3  \ 

+(an-2  —  «H-O  sm( — r — ar  1- 

In  der  Reihe 

(13.)  (oo— Ot)+(ai — <h)+(a2—ai)-\ |-(a«-2— öm-i)=«o— «•-! 

sind  sämmtliche  Glieder  positiv,  und  die  Summe  der  ersten  n 
Glieder  nähert  sich  mit  wachendem  n  der  bestimmten,  endlichen 
Grenze  oo,  d.  h.  die  in  Gleichung  (13.)  angegebene  Reihe  ist 
unbedingt  convergent.  Deshalb  ist  auch  die  in  Gleichung  (12.) 
angegebene  Reihe  unbedingt  convergent,  da  der  absolute  Betrag 
der  einzelnen  Glieder  kleiner  ist  als  die  entsprechenden  Glieder 
in  der  Reihe 

(oo  —  ai)  +  (ai  —  02)  +  (o«  —  03)+  •  •  • . 

Da  noch 

,.             .  /2«  — 1    \      ^ 
liman-i  smi X  1  =  0 

«CO  V  2  / 

ist,   so  nähert  sich  2-5; sin  (|^j  mit  wachsendem  n  einer  be- 
stimmten, endlichen  Grenze.    Dasselbe  gilt  auch  fbr  Sn  selbst, 
wenn  man  die  Werthe  von  x  ausnimmt,   für  welche  sin(^) 
gleich  0  wird.    Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Reihe 

^«0  +  ''tCOSar  +  a2C0s(2a:)  +  a8C0s(3r)  +  ••• 

ist  eomoergent  für  alle  Werthe  ton  x,  welche  von  0,  Hr  27r, 
i:47r, ...  verschieden  eindj  wenn  die  Coefficienten  Oq,  «i,  aj, 
03, . . .  positiv  sind  und  eine  bis  in^s  unendlich  Kleine  abnehmende 
Reihe  bilden. 

Indem  man  x  mit  x  +  tt  vertauscht,  findet  man,  dass  die 
Seihe 

+  \oo  —  öiCOSar  +  a2C0S(2r)  —  asC0S(32:)  H •  •• 


(16.)  25„'sm(|)  =  i,  cos(|)-(Ai-Ä,) eo8(y)-(Ä^J,)  cos(^^ 
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unter  denselben  Bedingungen  filr  alle  Werthe  von  x  convergirt, 
die  von  db  ^j  zb  S/r,  i  hn^ . . .  verschieden  sind. 

Ebenso  findet  man ,  wenn  die  Coefficienten  ii,  ft«,  h^. .. 
positiv  sind  und  eine  bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Beihe 
bilden,  wenn  also 

(14.)  bi>  is  >  *3 >  •  •  •  >  *n >  0  und  limÄn  =  0, 

nseo 

aus 

(15.)  Sn  =  iisina:  +  62sin(23-)  + h  AHSin(war), 

indem  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  2sin  f  -  j  multi- 

plicirt  und  Gleichung  (7.)  anwendet, 

'5x\ 

—  {bn^t  —  b„)  cosf — - —  x\—  J,.cos(  — ^  x\' 

Nun  ist  aber  mit  Rücksicht  auf  die  jetzt  gelt^den  Voraus- 
setzungen die  Reihe 

(17.)  (4,  —  62)  +  (62  —  63)  +  (A3  —  *4)  +  •  •  •  =  ii 

unbedingt  convergent,  folglich  erst  recht  die  Reihe 

(J,  —  62)  ^\-f)  +  (*«  —  *3)  ^\y)+  (*3  —  ^Ocos^yY 

bei  welcher  die  absoluten  Beträge    der  einzelnen  Glieder  noch 
kleiner  sind.    Da  hierbei  noch  sin^r,  sin(22;),  sin  (3^),...  sämmt- 

lieh  gleich  0  sind  für  alle  Werthe  von  x,  fiir  welche  sinf  —  j 

verschwindet,  so  bleibt  die  Reihe 

bisiax  +  *2sin(2a-)  +  J8sin(3a-)H 

auch  noch  fiir  diese  Werthe  von  x  convergent,  und  man  erhält 
den  Satz: 

Die  Reihe 

bi  sina;  +  Ä2  sin(2r)  +  Ä8sin(3a:)  + .  •  • 
ist  für    alle  Werthe  ton  x  convergent  j    wenn   die  Coefficienten 
bij  bi,  A3, . .  •  positiv  sind  und  eine  bis  in^s  unendlich  Kleine  ab- 
nehmende  Reihe  bilden. 


1+ 
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Indem  man  x  mit  x  +  n  vertauscht ,  findet  man ,  dass  die 

Reihe 

bi  sin:r  —  Ä2Sin(22-)  +  Ä3sin(3a;) 1 

unter  denselben  Bedingungen  für  alle  Werthe  von  x  convergirt. 

Beispiele. 

1)  Die  Reihe 

,    ,    COS:r    ,   C0S(2:r)    ,   COS  (3a:)    , 

1  -f-  — ^—  -t-  •  -4-  — — — - —  +  •  •  . 

ist  convergent,  wenn  x  von  0,  dt  27r,  dz  4n^, . . .  verschieden  ist. 

2)  Die  Reihe 

sin£      sin(2r)      sin(3r) 
1/r   "^     1/2  |/3 

ist  convergent  fiir  alle  Werthe  von  x. 
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VI.  Abschnitt. 

Maxima  und  Minima  yon  entwickelten 
Functionen  einer  Veränderlichen. 

§  52. 

Bedingungen,  unter  denen  ein  IMaximum  oder  Minimum 

eintreten  l(ann. 

Wenn  sich  die  unabhängige  Veränderliche  x^  von  der  eine 
stetige  Function 

(1.)  y  =/W 

abhängt,  um  eine  sehr  kleine  positive  oder  negative  Grösse  zh  « 
ändert,  so  sollen  die  zugehörigen  Werthe  der  Function,  nämlich 

f(x  —  a)    und  f(x  +  a\ 

^^z\if(x)  benachbarte  Wei-the"  genannt  werden,  und  zwar  ist 
f{x  —  a)  „ein  unmittelbar  vm hergehender^^  f(x  +  a)  ,,ein  un- 
mittelbar/oÄ^^öfer  benachbarter  Werth"  der  Function. 

Wenn    nun  f{x)  grösser    ist    als    alle    unmittelbar    vorher- 

gellenden    und  folgenden   Weiihe    der  Function^    so  heisst  f(x) 

ein  Maximum;    und  wenn  f{x)  kleiner  ist  als  alle  unmittelbar 

vorhergehenden  und  /olgenden   Werthe  der  Function ,    so   heisst 

f{x)  ei?i  Minimum, 

Im  ersten  Falle  ist  also 

f(x  —  a)  —f{x)  <  0   und  auch  f{x  +  a)  —f{x)  <  0; 
im  zweiten  Falle  ist 

f{x  —  a)  —fix)  >  0   und  auch  f{x  +  a)  —f{x)  >  0. 

Am   besten  wird  man  sich  diese  Beziehung  klar  machen 
durch  die  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (1.)  als  eine 
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Ciirve.  Dieser  geometrischen  DeutiiDg  sind  auch  die  oben  ein- 
geführten Bezeichnungen  entnommen. 

Wenn  z.  B.  der  Gleichung  (1.)  die  Cur^-e  in  Figur  23  oder 
in  Figur  24  entspricht,  so  hat  die  Function  für 

X  —.  xx^=^  OQi 

ein  Maximum  und  für 

X  =  X2='  OQi 

ein  Minimum,  d.  li.  die  Ordinate  Qi1\  des  Punktes  P\  i>t 
grösser  als  die  Ordinaten  aller  benachbaiten  Punkte,  und  die 
Ordinate  Q^l^  ist  kleiner  als  die  Ordinaten  aller  benachbarten 
Punkte. 


Fig.  23. 


Fig.  24 
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Damit  nun  die  Curve  einen  solchen  höchsten  Pimkt  P\ 
eiTeicht,  muss  sie  vorher  steigen  und  nachher  fallen;  und  damit 
sie  einen  solchen  tiefsten  Punkt  erreicht,  muss  sie  vorher  fallen 
und  nachher  steigen. 

Aus  diesen  Erwägungen  kann  man  die  Bedingungen  ableiten, 
unter  denen  f(r)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

In    §  13   (Seite  73)    Avar    nämlich    gezeigt    worden,    dass 

~  =/'  (.r)  posiiic  sein  muss,  wenn  die  Curve  mit  der  Gleichung 

y  ^f(x)  in  dem  zugehörigen  Punkte  sfeif/f,  und  das  -J^  =/'(.r) 

negativ  sein  muss,  wenn  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte 
fälli.  Unabhängig  von  der  geometrischen  Darstellung  gab  dies 
den  Satz: 

Wenn  eine  Function  y  — /(ar)  gleichzeitig  mit  x  zunimmt 
so  ist   die  Ableitung  für  den  helr achteten   Werth  positivj    irenn 

15* 
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aber  die  Function  abnimmt,  tcährend  x  zunimmt,  so  ist  die  Ab- 
leitung für  den  betrachteten  IVerth  ton  x  negativ ; 

und  umgekehrt: 

Fiine  Function  f{x)  nimmt  gleichzeitig  mit  x  zu  für  alh.' 
Werthe  von  x,  für  tcelche  f*{x)  positiv  ist,  und  die  Function 
nimmt  ab,  xcahrend  x  zunimmt,  für  alle  Werthe  von  x,  für 
welche  f^(x)  negativ  ist. 

Wenn  also/(a:)  ein  Maximum  werden  soll,    so  muss/'(^) 
aas  dem  Positiven  in  das  Negative  übergeben;   wenn  dagegen 
f(x)  ein  Minimum  werden  soll,  so  muss  f'{x)  aus  dem  Negativen 
in  das  Positive  übergehen. 

Hieraus  folgt,  äa&sf(x)  nur  für  diejenigen  Werthe  von  x 
ein  Maximum  oder  ein  Minimum  werden  kann,  für  welche  die 
Ableitung  f*{x)  emen  Zeichenwechsel  erleidet.  Setzt  man  voraus, 
dass  f{x)  wohl  unendlich  gross  werden  kann,  dass  aber  alle 
übrigen  Fälle  der  ünstetigkeit  ausgeschlossen  sind,  so  tritt  ein 
solcher  Zeichenwechsel  nur  dann  ein,  wenn  f\x)  entweder  gleich 
Null  oder  unendlich  gross  wird. 

Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Function  f(x)  kann  nur  für  diejenigen  Werthe  co?i  .r 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  für  welche  f*{x)  gleich 
Null  oder  unendlich  gross  wird. 

Aus  der  geometrischen  Deutung  der  Ableitung,  nämlich  aus 
(Formel  Nr.  16  der  Tabelle) 

folgt,  wie  auch  aus  den  Figuren  zu  einsehen  ist,  dass  in  den 
Curvenpunkten ,  welche  einem  Maximum  oder  Minimum  ent- 
sprechen, die  Tangente  zur  X-Axe  oder  zur  Y-Axe  parallel 
sein  muss. 

Ist  f*{x)  =  0 ,  ist  also  die  Tangente  in  dem  zugehörigen 
Curvenpunkte  P  parallel  zur  X-Axe,  so  liegen  die  dem  Punkte 
P  benachbarten  Punkte  sämmtlich  untei'halb  oder  sänuntlich 
oberhalb  dieser  Tangente,  jenachdem  der  Punkt  P  einem  Maxi- 
mum oder  Minimum  entspricht  (vergl.  Fig.  23). 

Ist  f\x)  =  cxD ,  ist  also  die  Tangente  parallel  zur  Y-Axe, 
so  hat  die  Curve  in  dem  zugehörigen  Punkte  P  eine  nach  oben 
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oder  nach  unten  gerichtete  Spitze,  jenachdem  der  Punkt  P  einem 
Maximum  oder  einem  Minimum  entspricht  (vgl.  Fig.  24). 

Bemerk  ungr. 

Wii-d  f\a;'\  fjjleich  Null   oder  unendlich   gross,   so    ist  es  mUglich, 
aber    nicht    immer  notJiWeiidiy,   dass  /(x)  ein  Maximum   oder   Minimum 

wird. 

»iß  J'>-  Fig.  20. 


P 


In  P^igur  25  wird  z.  B. 

f{x)  =  Omr  x^OQ, 

und  in  Figur  26  wird 

/'(x)  =  oo  für  jr=  OQ] 

tix>tzdem  findet  in  beiden  Fällen  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
statt.  Die  Punkte  P  in  Figur  25  und  26  sind  vielmehr  Wendepunkte j 
von  denen  an  einer  späteren  Stelle  noch  ausfÜhrHch  die  Rede  sein  wird. 

Die  Regel,  welche  sich  aus  den  vorhergehenden  Betrach- 
tungen fiir  die  Aufsuchung  der  Maxima  und  Mmima  ergiebt, 
ist  daher  die  folgende: 

Man  ermittele  diejenigen  Werthe  von  a;,  für  welche /'(:r] 
gleich  Null  oder  unendlich  gross  wird,  und  untersuche  dann  fäi- 
die  dadurch  gefundenen  Werthe  von  x  noch  das  Vorzeichen  von 
f'ix-a)  imdf'(x  +  a). 

Wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

f(x  —  a)<0 
und 

SO  istf(z)  ein  Minimum^  wie  man  aus  den  Figui^en  27  und  28 
erkennt,  in  denen 
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OQi  —  X —  a    und  OQi  —  x  +  a 


sein  möge. 


Vie-  27. 


Fig.  28 


Y 


Pi. 


\   ■ 


-ih 


(X     ü.     X 


3 


Y — CmJ; 


und 


Wird  dagegen  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

f\j^  -  a)  >  0 


f'(x  +  a)  <  0, 

so  ist  f{x)  ein  Maximum^  wie  man  aus  den  Figuren  29  und  :U> 
erkennt,  in  denen  wieder 

OQi  =  .r  —  a   und    OQi  =  x  -\-  a 
sein  möge. 


Fig.  29. 


Fig.  3<i 
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Bemerkungren« 

1)  Es  kann  vorkommen,  dass  /'.(j;  —  a)  und  /'(x  +  a)  ftir  hinreichend 
kleine  Werthe  von  a  beide  positiv  sind,  obgleich  /'(t)  =  0  (vergl.  Fig.  31). 
oder  obgleich  /*(a?)  —  oo  wird  (vergl.  Fig.  32\  Ebenso  kann  es  Vi>r- 
kommen ,  dass  /'  {x  —  a)  und  /'  (o?  +  a)  für  hinreichend  kleine  Werthe 
von  a  beide  negativ  sind,  obgleich  f'{x)  =  0  (vergl.  Fig.  33),  oder 
y(x)  =  oo  wird  (vergl.  Fig  34).  In  diesen  Fällen  ist  /(a?)  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum.  Die  (Kurven  haben  vielmehr  in  den  zu- 
gehörigen Punkten  einen  Wendepunkt. 
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Fig.  31. 


Fig.  32. 
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Fig.  34. 
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2  Wenn  man  [fiir  einen  bestimmten  Werth  von  x  die  Vorzeiciieu 
von  /'(o?  —  a)  und  /'(x  +  a)  imtersuchen  will ,  so  ibt  es  nothwendig,  die 
Grösse  a  hinreichend  klein  zu  wählen, 
um  sichere  Schlüsse  üher  das  Aul- 
treten  eines  Maximums  oder  Minimums 
ziehen  zu  können. 

Wäre  z.  B.  die  (?urve,  welche  der 
Function 

entspricht,  durch  die  Figur  35  dar- 
gestellt, so  würde  f(x)  für  x=  OQ 
ein  Maximum.  Trotzdem  erhielte  man. 
wenn  a  so  gross  gewählt  wüi-de,  wie 
es  in  der  Figur  geschehen  Ist, 

f(x-a)<0   und  /•(x  +  a)>0. 

Aus  diesen  Ungleichimgen  würde  man  also  den  falschen  Schloss 
ziehen,  dass  /(a?)  ein  Minimum  sei. 

Wenn  man  aber  a  hinreichend  klein  wählt,  so  ist  auch  in  diesem 
Falle,  wie  man  von  vornherein  erwarten  konnte,  die  angegebene  Regel 
bestätigt,  d.  h.  es  wird 

f{x^a)>  0   und  f{x  +  a)  <0, 

dem  Umstände  entsprechend,  d&ss  f\x)  ein  Maximum  ist. 
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§  53. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Man  soll  untersuchen,  für  welche  Werthe  von 
X  die  Function 

(1.)  y  =-'  W^  —  9^'  +  15^  +  30)  =f(x) 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

(2.)  /'  {x)  =  i(a:2  -  6:r  +  5)  =  ^(^.  —  1)  (^  _  5). 

Die  beiden  Werthe  von  a-,  für  welche  f*{x)  gleich  Null 
wird,  sind  also 

(3.)  a-  =  1   und  X  —  b. 

Für  diese  Werthe  kann  möylichei'  Weise  ein  Maximum 
oder  Minimum  eintreten.  Um  zu  entscheiden,  ob  das  eine  oder 
das  andere  wirklich  stattfindet,  bilde  man  nach  Anleitung  des 
vorigen  Paragraphen 


und 


/'(l_a)  =  -i(l-a-l)(l-a-5)=|(a  +  4) 


/'(l  +  «)  =  4(1  +  a-  1)(1  +  a- 5)  =  |(a-4). 


i^r  hinreichend  kleine  Werthe  der  positiven  Grösse  a  ist 
daher 

(4.)  /'(l-a)>0,    /'(l+a)<0, 

folglich  ist 

(5.)  /(l)  =  ^(1  _  9  +  15  +  30)  =  f  =  6,1666  ... 

ein  Maximum. 

Ebenso  bilde  man 


und 


/'(5-«)  =  4(5-a-l)(5-a-5)  =  -|(4-a) 


/'(5  +  a)  =  4(5  +  a  —  1)  (5  +  a  —  5)  -  +  |(4  +  a). 


Für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  ist  daher 

(6.)  /'  (5  —  fl)  <  0   und  f\b  +  a)  >  0, 

folglich  wird 
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(7.)    /(5)  =  i  (125  —  225  +  75  +  30)  =  |-  =  0,8333  . .  . 

ein  MiniiDuin. 

Man  könnte  jetzt  noch  fragen ,  für  welche  Werthe  von  x 
die  erste  Ableitung /'(ar)  unendlich  gross  wird.  Diese  Frage 
beantwortet  sich  aber  nach  Gleichung  (2.)  dahin,  dass  es  keinen 
endlichen  Werth  von  z  giebt,  für  welchen  f\x)  unendlich  gi'oss 
wird. 

Demnach  sind  x  =  1  und  a:  =  5  die  einzigen  Werthe  von 

X,  für  welche  die  Function  ein  Maximum  oder  Minimum  werden 

kann. 

Bemerknngr* 

Die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultates  kann  man  durch  die 
geometrische  Deutung  der  Gleichung  (1.)  anschaulich  machen.  Aus 
dieser  Gleichung  ßndet  man  nämlich 

y=— 7,333... für   a:  =  — 2, 


Fig.  36. 


»1 


?i 


n 


n 


n 


X  =  —  1, 

x=      0, 

^  =  +  3, 

x=^  +  b, 
«  =  +  6, 


Pi 


i      \^  /  I 
1  — . — --— ' — , 


-()■ 


<ij 


U, 


y  =  +  0,833 . . . 

y  =  +  5 

y  =  +  6,166 . . . 

y  =  4"  5,333 . . . 

y  ==  +  3,5 

y  =  +  1,666  . . . 

y  =  +  0,833  . . . 

y  =  +  2 

y  «=  -f-  6,166 . . . 

Wenn  man  nach  diesen  An- 
gaben die  Curve  zeichnet,   welche 
der    Gleichung    (1.)  entspricht,   so 
ündet  man  In  der  That,   dass  dem  Werthe  jt^  =  OQi  =  l  ein  Maximum 
und  dem  Werthe  a?^^  OQ^^^  ein  Minimum  entspricht. 

Der  Anblick  der  Figur  lehrt  femer,  dass  die  Maximal-  Werthe  durch- 
aus nicht  immer  die  gröseten  Functions -Werthe  sind,  und  dass  die 
Minimal' Werthe  ebenso  wenig  die  kleinsten  Functions -Werthe  zu  sein 
brauchen.  Die  Maximal- Werthe  sind  nur  grösser,  und  die  Minimal- Werthe 
sind  nur  kleiner  als  die  benachbarten  Werthe  der  Function. 

Aufgabe  2.  Man  soll  untersuchen,  für  welche  Werthe  von 
X  die  Function 

(8.)  y  =  i  (^'  ~  6^'  +  12^  4  48)  ^f{x) 

ein  MaxuDum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (8.)  folgt 

(9.)  fix)  =  1  (3^2  _  12^  +  12)  =.  3  (^  _  2)^ 
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Der  einzige  Wertli  von  .r.  tlir  welchen /'(a:)  gleich  Null 
wird,  ist 

x  =  2. 

4 

während  /'(^)   tiir   keinnii    endlichen   Werth   von   x  unendlich 
gross  wird. 

Um  zu  enti^cheideii .  ob  ü'iv  x  gleich  2  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum  eintritt,  bildi^  man 

/'(2  —  (/ )  =  J(  2  —  a  —  2)2  =  |a2 

und 

/'(2  +  </i  =  ,^(2  +  a  -  2)2  =  ia\ 

Es  wird  also 

(10.)  f\2  —  u]  >  0    mid  f\2  +  «)>  0, 

folglich  ist/(2)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Da  ^r  =  2  der  einzige  ^^'ertll  von  x  war,  für  welchen  mög- 
licher Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten  konnte,  so 
besitzt  die  Function  überhaupt  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Minimum. 


Reiner  kuiitf. 

Die  Gleichuug  (8.    g\v\'{ 

t/  =  —  1        für    J?  =  —  2, 
*y  =  -j-  3,625 


.r  =  -  1. 

^  =  4-1 

i:  —  -+-  r>, 


y  =  -f-  <>,875 
y  =  -r  7,125     „ 
y  =  +  10,375  „ 

y  =  +  1^       71 

Construirt  man  hienjn*:h  Aw  <'urve, 
welche  der  Gleichung  s./  r'nixfnioht 
(Fig.  37),  so  findet  man  ».-s  ^^estätigt, 
dtiss  f{x)  für  keinen  Werth  vmh  x  t-in 
Maximum  oder  ein  Minimum  wud.  Man 
sieht  vielmehr,  dass  die  Cur\ e  liir  ic  irUicli 
1  einen  Wendepunkt  be^sitzt.» 


/ 


Fig.  87. 

r  I 


I 


7^ 


P^ 


■(►■ 
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Aufgabe  3.    Man   soll   die  Weithe  von  x  bestimraen,   für 
welche 

(11.)  y^m-h  Y(F^'  =/W 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung    Die   Gleichung   (11.)  kann   liian   auf  die  Form 

(IIa.)  /(5-)  =  m  —  b{x  —  cf 

bringen  und  erhält  daraus 


(12.) 


f%r)^-U{x-c) 


3 


—  9/> 


^•^{x 


-  Hieraus  folgt,  dass  f*{x)  lui-  keinen 
endlichen  Werth  von  x  •  gleich  Null 
werden  kami.    Dagegen  wii'd 

(13.)     f\x)  =  cxD    für   x^c. 

Dies  ist  also  der  einzige  Werth 
von  a:,  für  welchen  f[x)  möglicher  Weise 
ein  Maximum  oder  Minimum  wii'd.  Um 
darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 


cf 

Fig.  38. 


-« 


\ 


K 


T) 


\ 


'X 


f\c  -  «)  - 


—  2b 


+  25 


5-^(c  —  a  —  cf       bfa^ 


und 


r{c  +  a)  = 


—  2b 


—  2b 


5-|/(c  +  a  —  cf       5y^ 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  b  eine  positive  Zahl  ist, 
erhält  man  also 

(14.)  f\c  —  a)  >  0    imd  f\c  +  o)  <  0, 

folglich  wird 

(15.)  f{c)  ^  m 

ein  Maximum.    (Vergl.  Fig.  38.) 

Aufgabe  4.  Von  einem  Eechteck  ist  der  Umfang  gleich  2c, 
wie  gross  muss  man  die  Seiten  machen,  damit  der  Flächeninhalt 
ein  Maximum  wird? 


D 


-^B 


236  §  53.   Maxima  und  Minima;  Aufgaben. 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  eine  Seite  AB  mit  .r,  so 
wird  die  andere  Seite 

Fig.  39.  (^16^)  BC=^c  —  x, 

und  der  Flächeninhalt 

(17.)  F^-f{x)  ^-  x{c  —x)  —  cx  —  x^\ 
mithin  liefert 

(18.)  /'(^)=   c  —  2r     -0 

den  Werth 
19.)  X  ^  \c. 

Um  zu  unterscheiden,  ob  fiii'  diesen  Werth  von  x  wirklich 
ein  Maximum  eintritt,  bilde  man 

/^(^_a)=/'^|_a)  =  c-(r-2a)=  +2a 

und 

f\x^~a)  =/'(!  +  a)=  c-  (c  +  2<z)  -  —  2a. 

Da  f\x  —  a)  >  0  mid  f\x  +  a)  <  0  ist ,  so  wii'd  f(x)  ein 
Maximum.    Dies  giebt  den  Satz: 

Unter  allen  Rechtecken  mit  gleichem  Umfange  hat  das 
Quadrat  den  grjossten  Flächeninhalt. 

Aufgabe  5.  Von  einem  Dreieck  ABC  sind  zwei  Seiten  b 
imd  c  gegeben;  wie  gross  muss  der  eingeschlossene  Winkel 
sein,  wenn  der  Flächeninhalt  ein  Maximum  werden  soll? 

Auflösung.  Nennt  man  den  eingeschlossenen  Winkel  x^  so 
^7i^d  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

(20.)  2F=  bc^mx  =f{x), 

also  wii'd 

Fig.  40.  (21.)    f\x)  =  bccosx  =r.o  für  x=^i 

I 


hl       \^  /'  (7  -  «)  =  *c  cos( J  -  a)>  0, 

^   /'(|  +  «)=*ccosg-  +  a)<0, 


n 


folglich  wird/(a:)  ein  Maximum  für  a:  =  --»  d.  h.  der  Flächen- 
inhalt des  Dreiecks  wird  am  grössten,  wenn  der  von  den 
gegebenen  Seiten  b  und  c  eingeschlossene  Winkel  ein  rechter  ist. 
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§54. 

Entscheidung  Ober  das  Eintreten  eines  Maximums  oder 
{Minimums  durch  Untersuchung  der  höheren  Ableitungen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  79.) 

Die  Fälle,  wof\x)  unendlich  gross  wird,  mögen  in  den 
folgenden  Untersuchungen  ausgeschlossen  sein.  Es  soll  vielmehr 
vorausgesetzt  werden,  dass  die  Function  f(x)  mit  ihren  n  ersten 
Ableitungen /'(a:),/"(a:),  . .  ./'"^(j:)  stetig  und  endlich  sei,  wobei 
über  die  Zahl  n  später  noch  passend  verfügt  werden  soll.  Dann 
ist  nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle 

wobei  anter  Anwendung  der  zweiten  Form  des  Eestes 

(2.)  R=-^  [/"'  {z  +  0Ä)  — /»»•(:r)] Ä« 

ist.    Setzt  man  in  dieser  Entwickelung  das  eine  Mal 

h  =^  —  a 
und  das  andere  Mal 

A=  +  a, 

so  kann  man  sie  benutzen,  um  das  Vorzeichen  von 

(3.)    Ji  =^f{x  —  a)  —f(x)   und  von   J2  =f{x  +  d)  —f(x) 

zu  bestimmen.  Sind  nun  diese  Differenzen  für  hinreichend  kleine 
Werthe  von  a  beide  negativ,  so  wird  f(x)  offenbar  ein  Maximum ; 
sind  aber  diese  Differenzen  beide  positiv,  so  wird  f{x)  ein  Mini- 
mum; haben  endlich  diese  beiden  Differenzen  verschiedenes 
Zeichen,  so  tritt  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

Für  »  =  1  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.) 
(4.)    f(x+h)-f{x)  =-^1ä+L/'(^  +  ©A)  -r{x)]h. 
Hierbei  werde 

(5.)  f{x+m)-f\x)  =  u 

gesetzt,  dann  erhält  man 
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(4a.)  f{x  +  h)  -f{a:)  =  A  [/'(;,)  +  „]. 

Da  «  =  0  ist  für  /*  =  0,  so  wird  wegen  der  Stetigkeit  der 
Function /' (ic)  die  Grösse  «  mit  h  zugleich  beliebig  klein.    Ist 

also 

(6.)  f{x)  -^  0, 

so  kann  man  k  so  klein  wählen,  dass  a,  vom  Vorzeichen  ab- 
gesehen, kleiner  wird  als /'(:?).  Das  Vorzeichen  der  Klammer- 
grösse  f*ix)  +  a  wird  deshalb  mit  dem  Vorzeichen  von  f\x) 
tibereinstimmen.  Ist  a  gleich  «i  fiir  A  r=  —  a  und  «  gleich  «2 
für  A  =  +  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

^i  =/(^  -  «)  -f(x)  =  -  a[f'{x)  +  a,\ 

und 

^2  =/(^  +  fl)  —Ax)  =  +a  [r(x)  +  as] 

entgegeiigesetztes  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann,  so  lange  die  Ungleichung  (6.) 
besteht. 

Ein  Maximum  oder  Minimum  von/(Ä:)  kann  vielmehr  nur 
eintreten,  wenn 

(7.)  /'(^)  =  Ü 

ist.  Die  geometrische  Deutung  dieses  Resultates  giebt  wieder 
den  Satz: 

Die  Tangente  in  einem  Curvenpunktc^  welcher  einem  Maxi- 
mum od&r  Minimum  entspricht,  ist  der  X-Axe  parallel. 

Ist  die  Gleichung  (7.)  befriedigt,  so  fftge  man  noch  die 
Voraussetzung  hinzu,  dass  auch  f'\x)  t\\y  die  betrachteten 
Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 

(8.)  /"(^)§0. 

Nach  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  wird  dann  für  n  gleich  2 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7.) 

(9.)  f{x+h)  -f{x)  =  ^'J  [/-  (x)  +  [il 

wobei 
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(10.)  f-{x  +  Mn-r^j-.^fi 

gesetzt  worden  ist.  Da  ß=()  ist  tWr  /f-={).  so  wird  wegen  der 
Stetigkeit  von  fY^J  di^^  iji'i'>^^e  fi  mit  h  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  A  immer  >ö  klein  wählen,  dass  fi, 
vom  Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  wird  als/"(Ä-),  dass  also 
das  Vorzeichen  von  f*\x)  über  das  AOrzeichen  der  Klammer- 
grösse  f\it)  +  ß  entscheidet.  Ist  ^i  <rl*Mch  ßi  für  ä  =  —  a.  und 
fi  gleich  ßi  fiir  Ä  =  +  a,  so  foli^a  liien»us,  dass 

^  • 

und 

•» 

gleiches  Vorzeichen  haben,  dass  mIso  ein  Maximum  eintritt,  wenn 
yXx)  negatic  ist,  während  ein  Mürimum  eintritt,  wenn  ^f '(•^•) 
positiv  ist. 

Dies  giebt  die  folgende  l»e^'ei : 

Ist 

f(x)  =  0    ttrul  /"{./•)  <0, 

so  tcird  f(x)  ein  Maximum;  ist  ilaffeg» n 

f{j-)=zO    und  /"(.r)>  0, 

so  loird  f{x)  ein  Minimum. 

Es  bleibt  nur  der  Fall  übri;r.  wo 
(11.)  /'(a-j^O    imd/''ü)^0. 

Fügt  man  dann  die  Voraussetzuni;  hinzu,    dass/'''(.r)  für 
die  betrachteten  Werthe  von  r  steti«,^  M,  und  dass 
(12.)  /'"(Vj:j,th 

so  folgt  aus  den  Gleichungen  (l.)  und    ±)  für  ;/  =  8 


,er  mit  Bücksicht  auf  die  (Meichung-en  (11.) 
od 
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(13.)  f{x  +  h)  -fix)  =  ^  [/-(r)  +  rl 

wobei 

gesetzt  worden  ist.  Da  y  =  0  ist  für  A  =  0,  so  wird  wegen  der 
Stetigkeit  von  /"'C^)  diese  Grösse  r  niit  A  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  h  immer  so  klein  wählen,  das  y,  vom 
Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  wird  Klsf"{x),  dass  also  das 
Vorzeichen  von  f"{x)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
f{x)  +  r  entscheidet.  Ist  nun  r  gleich  /'i  für  ä  =  —  ö,  und 
r  gleich  ^^2  für  Ä  =  +  a,  so  folgt  hieraus,  dass 


«3 


J,  =f{x  ~  a)  -fix)  =  -  ^  [/-  ix)  +  ri] 


und 


a» 


J,  =fix  +  a)  -/(rr)  =.  +  ^  [/-(:r)  +  p^^] 


€7itgegengesetzte8  Vorzeichen  haben,  dass  also  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann,  so  lange  neben  den  Gleichungen 
(11.)  die  Ungleichung  (12.)  besteht. 

Ist  dagegen  auch/'"(a:)  gleich  Null,  ist  also 

(15.)  /X^)  =  0,    /"(a:)  =  0,    /n^)  =  0, 

so  füge  man  die  Voraussetzung  hinzu,  dass/^*^(a:)  für  die  be- 
trachteten Werthe  von  x  stetig  sei,  und  dass 

(16.)  ß%^)^0 

wird.  Jetzt  folgt  aus  den  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  flir  »  =  4, 
wenn  man  die  Gleichungen  (15.)  berücksichtigt, 

(17.)    fix+h)  -fix)  =/'^'^^) A^l  [f^^>ix+Gh)-ß^\x)]h* 

wobei 

(18.)  ß'\x  +  Gh)  -ß'Kx)  =  cJ 

gesetzt  worden  ist.  Da  d=0  ist  flir  A=0,  so  wird  wegen  der 
Stetigkeit  von  f^\x)   diese  Grösse  d  mit  A  zugleich   beliebig 
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klein.  Man  kann  also  h  immer  so  klein  wählen,  dass  d,  vom 
Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  wird  als/^^^a:),  dass  also  das 
Vorzeichen  von/^**(j:)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
f'^^ix)  -♦-  8  entscheidet.  Ist  nun  6  gleich  di  für  A  =  —  a ,  und 
6  gleich  ds  für  A  =  -f  a,  so  folgt  hieraus,  dass 

und 

J,  =f{x  +  a)  -fix)  =  ~  [/^*'(^)  +  cJ,] 

gleiches  Vorzeichen  haben,  dass  alsoj^(a:)  ein  Maximum  wird, 
wenn  f^^\x)  negativ  ist,  während  f{x)  ein  Minimum  wird, 
wenn  f^^Hx)  positiv  ist. 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren.     Ganz  allgemein 
Andet  man  das  folgende  Resultat: 

Es  sei  für  einen  bestimmten  Werth  von  x 

(19.)  /'(^)  =  o,  r(^)  =  o,  r\x)  =  o,...ß-'^\x)  =  o, 

ß^\x)  dagegen  sei  von  Null  verschieden  und  für  die  betrachteten 
Werthe  der  Veränderlichen  stetig ;  dann  folgt  aus  den  Gleichungen 
(1.)  und  (2.)  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (19.) 

(20.)    f{x+h)  -fix)  ^^^  Ä-+i  [fin^{x+Qh)  -ß^ix)]h- 


=  rT[/'"K^)  +  ''L 


n\ 
wobei 

(21.)  ß^^^x  +  eh)  —ß''\x)  =  V 

gesetzt  worden  ist.  Da  j^  =  0  ist  für  A  =  0 ,  so  wird  wegen 
der  Stetigkeit  von  ß''\x)  diese  Grösse  v  mit  A  zugleich  beliebig 
klein.  Man  kann  also  A  immer  so  klein  wählen,  dass  v^  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen,  kleiner  wird  als /^**'(a:),  dass  also  das 
Vorzeichen  von/^**'(a:)  über  das  Vorzeichen  der  Klammergrösse 
f^^\x)  +  p  entscheidet.  Ist  nun  v  gleich  vi  für  A  =  —  a  und 
r  gleich  V2  f ür  A  =  +  c,  so  ergiebt  sich  hieraus,  dass 


a" 


J,  ^f(x  -  a)  -f(x)  =  (-  ly--  \_p-(x)  +  v,\ 

imd 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  1(> 
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a' 


^2  =/(:r  +  a)  -f{x)  =  -.  \ß-\x)  +  ^2] 


«I 


gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben,  jenachdem  n  gerade 
oder  ungerade  ist. 

Es  tritt  daher  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein, 
wenn  n  ungerade  ist;  dagegen  wird/(a:)  ein  Maximum^  wenn 
n  gerade  xxnA.  f^^\z)  negativ  ist;y(a:)  wird  ein  Minimum^  wenn 
n  gerade  und  ß^\x)  positiv  ist. 

Dies  giebt  die  aUgemeine  Regel: 

Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen ,  für  welche  f{x)  ein 
Maximum  oder  Minimum  vnrd^  bestimme  man  die  Werthe  von 
Xy  für  welche  f*{x)  gleich  Null  wird.  Ein  solcher  Werth  sei  x^ 
und  f^Xx)  sei  die  erste  spätere  Ableitung,  welche  für  diesen 
Werth  von  x  nicht  verschwi?idet ;  dann  ist  f(x)  ein  Maximuniy 
wenn  n  gerade  und  f^\x)  negatio  ist;  f{x)  ist  ein  Minimum^ 
wenn  n  gerade  und  f^^\x)  positiv  ist.  Dagegen  tritt  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  wenn  n  ungerade  ist. 


Bemerkungen« 

1)  Gewöhnlich  wird  u  gleich  2,    nur  ausnahmsweise   kommen  auch 
grössere  Werthe  von  n  in  Betracht. 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


■^f 


.n 


n 


/ 


\ 


ü,    Q    Q^ 


Pi 


^. 


Q     ü, 


2}  Aus  dem  Vorhergehenden  folgt,  dass  vier  wesentlich  verschiedene 
Fälle  eintreten  können,  wenn  für  irgend  einen  Werth  von  x 

wird. 

I.    Ist    unter   die.ser   Voraussetzung   entweder  f*^{x)  negativ^    oder 
/"(a:)  gleich  Null  und  die  erste  höhere  Ableitung,  welche  von  Null  ver- 
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?5chiedeu  ist,  von  gerader  Ordnung  und  negativ^  so  wird  der  entsprechende 
AVerth  der  Fanction  ein  Maximum  (vergl.  Fig.  41'. 

n.  Ist  unter  der  Voraussetzung,  dass  /•(x)^0  wird,  entweder 
f'^'-r)  positiv,  oder  /"{t)  gleich  Null  und  die  erste  höhere  Ableitung, 
welche  von  Null  verschieden  ist,  von  gerader  Ordnung  und  postUr,  so 
wird  der  entsprechende  Werth  der  Function  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  42). 

in.  Ist  für  einen  Werth  von  j-,  für  welchen  /'  (x)  =  0  wird ,  auch 
/'"(i-)  =  0,  und  ist  entweder /"'(J)  vositiv,  oder  f"(x)  gleich  Niül  und 
«lie  erste  höhere  Ableitung,  welche  von  Null  verschieden  ist,  von  un- 
ifvrader  Ordnung  und  potitivt  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  4,'5;. 


Fig.  43. 


Fig  41 
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IV.  Lst  fär~einen  Werth  von  a?,  für  welchen  /'  ar)  =  0  wird,  aucli 
f"(x  =0,  und  i.st  entweder /'"  (a:'  negativ ,  oder  /'"(^}  gleich  Null  und 
lue  ei-ste  höhere  Ableitung,  welche  von  Null  verschieden  ist,  von  un- 
tjtrader  Ordnung  und  nefjatie,  so  ist  der  entsprechende  Werth  der  Func- 
tion weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  (vergl.  Fig.  44). 

.•>)  In  den  Figuren  43  und  44  ist  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt,  und 
zwar  steigt  die  Curve  in  Figur  43  bis  zum  Punkte  P  und  fährt  unmittel- 
bar hinter  ihm  fort,  zu  steigen.  Im  Punkte  P  selbst  ist  die  Richtung  der 
Curve  parallel  zur  A'-Axß. 

In  Figur  44  dagegen  fällt  die  Curve  bLs  zum  Punkte  P  und  fährt 
immittelbar  hinter  ihm  fort,  zu  fallen.  Auch  hier  ist  P  ein  Wendepunkt, 
in  welchem  die  Richtung  der  Curve  zur  A'-Axe  parallel  ist. 


§    DO. 

Anwendungen. 

Es  möge  diese  Methode  zunächst  auf  die  Aufgaben  ange- 
wendet werden ,  welche  schon  in  §  53  behandelt  worden  sind ; 
Aufgabe  3  daselbst  kommt  hier  aber  nicht  in  Betracht ,  weil 
hier  nur  die  Fälle  berücksichtigt  werden,  in  denen /'(a:)  stetig 
lind  endlich  bleibt, 

16* 
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Aufgabe  1.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 
(1.)  y  =  i(^  —  9^'  +  15a:  +  30)  ^f{x) 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Man  bilde 

(2.)  fix)  =  \{x^  -  6a:  +  5)  =  ^{x—l)(x  —  5l 

(3.)  /"(a;)  ==x  —  3 

und  bestimme  die  Werthe  von  x,  für  welche  f'{x)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man 

(4.)  :r  =  1    und    X  =r.  5. 

Für  diese  Werthe  kann  mögliche^^  Wei^e  ein  Maximum  oder 
Minimum  emtreten.    Um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 

(5.)  /"(l)  =  -2    und  /"(5)  =  +  2, 

folglich  wird 

(6.;  /(l)  =  6,1666  . . . 

ein  Maximum,  weil/"(l)  negatio  ist,  und 

(7.)  /(5)  =  0,8333  ... 

ein  Minimum^  weil/" (5)  positic  ist. 

(Vergl.  Fig.  36  auf  Seite  233.) 

Aufgabe  2.    Für  welche  Werthe  von  x  wii-d  die  Function 
(8.)  y  =  |(a:^  —  6:r2  +  12^:  +  48)  =/(a;) 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Man  bilde 

(9.)  /'(^)  =  I  (a:2  —  4:r  +  4)  =  l{x  -  2)^, 

(10.)  /-(z)  =  I  (:r  -  2) 

und  bestimme  die  Werthe  von  x^  für  welche  f'{x)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man  nur  den  einzigen  AVerth 

(11.)  x  —  2, 

für  den  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten 
kann.    Um  darüber  zu  entscheiden,  bildet  man  f*\2)  und  findet 

(12.)  /''(2j  =  0. 

Deshalb  muss  man  noch  die  drifte  Ableitung 

(13.)  /'"W  =  -| 

bilden.    Da  diese  Ableitung  sogar  für  jeden  Werth  von  x  von  0 


§  Ö5.  Maxima  und  Minima;  Anwendungen.  245 

verschieden  ist,  so  tritt  tceder  ein  Maximum  nocli  ein  Minimum 

ein. 

(Vgl.  Fig.  37  auf  Seite  234.) 

Aufgabe  3.    Für  welche  Werthe  von  x  wird 

(14.)  f(x)  =:  X(C x)^=  CX X^ 

ein  Maximum  oder  Minimum? 
Auflosung.    Man  bilde 

(15.)  f\x)^e  —  2x, 

(16.)  f\x)  =  —  2 

und  bestimme  den  Werth  von  a-,  für  welchen  fix)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man  nur  den  einzigen  Werth 

(17.)  x=:\c. 

Dh.  f"{x)  für  jeden  Werth  von  x  neyativ  ist,  so  wird/(:rj 
ttir  X  =^  \c  ein  Maximufn. 

Aufgabe  4.    Füi'  welche  Werthe  von  x  wird 
(18.)  f(x)  =  66sin:r 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    Man  bilde 

(19.)  f\x)  =  Äccosa:, 

(20.)  f'\x)  —  —  bcBmx 

und  bestimme  den  Werth  von  x,  für  welchen  /'{x)  gleich  0  wird. 
Dadurch  findet  man,  weil  der  Dreieckswinkel  x  kleiner  als  n 
sein  muss,  den  einzigen  Werth 

TT 

(21.)  "^"^2" 

Um  zu  entscheiden,   ob  für  diesen  Werth  von  x  wirklich 
ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,   bildet  man/"f~jund 
findet 
(22.)  f^'^!Ly_-bc. 

Da  dieser  Werth  negativ  ist,  so  wird^T—j  ein  Maximum, 
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Aufgabe  5.    Die  Function 

f{x)  =  x^  —  2ax  +  b'^ 
wird  ein  Minimum  fiir  x  =  a^  und  zwar  wird 

f(a)  =  b^-  -  «2. 

Aufgabe  6.    Die  Function 

wird    ein  Maximum  für  a:  =  4   und  ein  Minimum    für   .r  =  8 : 
dabei  ist 

/(4)  =  140   und  /(8)  =  108.    . 

Aufgabe  7.    Die  Function 

f(x)  =  a  +  {x  —  cy 
wird  ein  Minimum  für  :r  =  c,  und  zwar  ist 

f(c)  =  a. 
Aufgabe  8.    Die  Function 

f(x)  ^a-\-{x  —  cf 
hat  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimu?n, 

Aufgabe  9.    Die  Function 

/(x)  =  a  +  {x  —  cy 
wird  ein  Minimum  für  x  =  c^  wenn  n  eine  ^(9/acÄ?  Zahl  ist :  sie 
ist  dagegen  weder  ein  Maximwn  noch  ein  Minimum,    wenn  // 
eine  migerade  Zahl  ist. 

Aufgabe  10.    Die  Function 

f{x)  =  x'^ia  —  xf  =  aV  —  3a  V  +  3«a:*  —  x^ 

wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  a  positiv  ist,  für  ;r  =  0  ein 
Minimum^  lur  ä-  =  —  ein  Maximum  und  für  x^  a  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum,  obgleich  /'(«)  =  0  ist. 

Aufgabe  11.    Die  Function 

f{x)=.{x  —  \y{x^2f 
wird  fiir  a;  =  1  ein  Minimum^ 

„     .r  =  —  —  ein  Maximum 
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und  für  a:  =  —  2  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ^  ob- 
gleich/'(— 2)  =  0  ist. 

Aufgabe  12.    Die  Function 


/«=(0 


wird  für  a:  =  —  ein  Maximum. 

e 


Aufgabe  13.    Die  Function 


/(^)- 

X 

wird  für  a:  = 

=  e 

ein  Mimmum, 

Aufgabe 

14. 

Die  Function 

1 

f{x)  =  fJ 

=:  . 

/ 

wird  fiir  x  = 

=  e 

ein  Maximum. 

Aufgabe 

15. 

Die  J^'unction 

X' 

• 

wird  für  .r  =  —  ein  Minimum, 

e 


§  56. 

Vereinfachungen  der  Rechnung, 
wenn  f\x)  eine  gebrochene  Function  ist. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  80.) 

Hat/'(ar)  die  Form 

(1.)  /'<-^=S|)' 

so  wird  im  Allgemeinen  f\x)  zugleich  mit  P{x)  gleich  Null. 
Will  man  nun  entscheiden,  ob/(:r)  fdr  einen  Werth  von  ar,  füi- 
welchen  P{x)  gleich  Null  ist,  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
so  muss  man  das  Vorzeichen  von 

(2.)  /    {x)^  ^^ 
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bestimmen.    Nun  ist  aber  für  den  betrachteten  Werth  von  t  die 
Function  P{x)  gleich  Null,  folglich  wird 

Das  Vorzeichen  dieses  Bruches  kann  man  aber  verhältniss- 
mässig  leicht  bestimmen. 

Beispiele. 
Aufgabe  1.    Für  welchen  Werth  von  x  wird  die  Function 

ein  Maximum  oder  Minimum? 
Auflösung.    Man  bilde 

( 5  ^  fHr\-^    1-^     _  (1-^0  (1+^)  _  Pix) 

K^')  J  W  -  (^  _^  ^2J2  -  ^   +  ^2^2  ^    Q{X) 

Daraus  folgt,   dass  P{x)  und  deshalb  auch/'(^)  nur  ver- 
schwindet für 
(6.)  a:  =  +  1    und   a:  =  —  1. 

Für  diese  Werthe  von  x  wird  aber 

(7-^  /"(-)=  (TT??' 

also 


Deshalb  ist 


f\\)  =  -  I  und  /"( -  1)  =  +  I 
/(-f  1)  —  +  ~  ein  Maximum 


und 


/( —  1)  =  —  -  ein  Minimum. 

dl 

Aufgabe  2.    Für  welclie  Wtithe  von  x  wird  die  Function 

-^^  ^       2  +  3a?  +  ar2 
ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.   /(+y2)  wird  ein  Minimum 

und/(— ]/2)     „       „    Maximum. 
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Aufgabe  3.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

ein  Maximum  oder  Minimum? 

Auflösung.    /(+  1)  wird  ein  Maximum 
und/(—  1)      „       „    Minimum. 
Aufgabe  4.    Für  weiche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

ein  Maximum  oder  Minimum? 
Auflosung. 

/( ^2)    ™^    A 9~")  ^^^^^^^  Maxima, 


/(=^f^)  ^  K^^) 


werden  Minima. 


§  57. 

Verschiedene  Aufgaben  aus  der  Theorie 
der  INaxima  und  HAinima. 

A.  Maximum  oder  Miuimum  einer  gegebenen  Function. 
Aufgabe  1.    Für  welche  Werthe  von  x  wird  die  Function 

f{x)  =  ö*  +  2C0Sa:  +  <?-* 

ein  Minimum? 

Auflösung.    Hier  wird 
f*{x)  =  ^  —  2sina;  —  ö"'  =  0  für  a;  =  0, 
/''(a?)  =  «*  —  2C0SX  +  C-*  =  0  für  a;  =  0, 
f*'\x)  =  e»  +  2sina:  —  ^-*  =  0  für  a:  =  0, 
/i*)(a:)  =  ^  +  2C0SZ  +  e-^  =fix)  =  4  >  0  für  a;  =  0; 

folglich  tritt  für  a:  =  0  ein  Minimum  ein. 

Aufgabe  2.  Man  soll  eine  positive  Zahl  c  so  in  zwei  Theile 
zerlegen,  dass  das  Product  aus  der  vierten  Potenz  des  einen 
Theiles  und  der  siebenten  Potenz  des  anderen  Theiles  ein  Maxi- 
mum wird. 
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Auflösung.  Bezeichnet  man  die  beiden  Theile  von  c  mit  x 
und  c  —  ar,  so  wird 

(1.)  f^:r)  =  x^{c-x)\ 

folglich  ist 

(2.)  /'  {x)  =  a:3(c  —  xf  (4c  —  1  Ix). 

Die  beiden  Werthe  a:  =  0  und  a:  =  r ,  für  welche  f\x)  ver- 
schwindet, kommen  hier  nicht  in  Betracht,  deim  a:  =  0  liefert 
ein  Minimum^  weil  f\x)  aus  dem  Negativen  in's  Positive  über- 
geht, wenn  x  den  Werth  0  passirt ,  und  für  x^  c  tritt  weder 
ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein,  weil  für  him'eichend  kleine 
AVerthe  von  a 

f  (c  —  a)  =  (c  —  afa^(^—  Ic  +  IIa)  < 0, 

und  auch 

f(c  +  a)  =  (c  -f  a)3o6(— 7c  —  IIa)  <  0 

ist.    Dagegen  tritt  wirklich  ein  Maximum  ein,  wenn 

4 

(3.)  4c  —  IIa:  =  0,    oder   x~—c 

ist,  weil/'(^)  für  diesen  Werth  von  x  verschwindet,   und  weil 

(4.)    f\x)  =  xHc—xy{12c^  -  SOcx+nOz^)  =  —  ^^'^V^'  <^ 

ist.  Hier  ergiebt  sich  auch  aus  der  Natur  der  Aufgabe,  dass 
zwischen  x  =  0  und  x  =  c  ein  Werth  von  x  liegen  muss,  für 
welchen  f{x)  ein  Maximum  wird,  denn  die  stetige  Function  f{x) 
wird  f ür  a;  =  0  und  für  x  =  c  selbst  gleich  0  und  ist  für  die 
dazwischen  liegenden  Werthe  von  x  positiv. 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Zahl  c  so  in  zwei  Theile  zerlegen, 
dass  das  Product  aus  der  m'*"  Potenz  des  einen  Theiles  und  aus 
der  /^'**  Potenz  des  anderen  Theiles  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.    Aehnlich  wie  bei  der  vorigen  Aufgabe  ist  hier 

(5.)  f{x)  =  x'^{c  —  xy 

TJ2C 

die  Function,  welche  für  x  =  — ; —  ein  Maximum  wird,  denn 
es  wird 
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Benierknng. 

Man  erkennt Y   dass  die   vorhergehende  Aufgabe,   und  ebenso  Auf- 
gabe 3  in  §  55  nur  besondere  Fälle  dii^ser  Aufgabe  sind. 

B.    Aufgaben  aus  der  Planimetrie. 
Aufgabe  4.    In  einen  Kreis  (Fig.  45)  mit  dem  Halbmesser  a 
soll    ein  Kechteck   mit   möglichst   grossem   Flächeninhalt  ein- 
geschrieben werden. 

Auflösung.    Bezeichnet  man  die 
eine  Seite  des  Rechtecks  AB  mit  ar, 
so  wird  die  andere  Seite 

BC  =  |/4a2  —  .r2,  ^ 

also  der  Flächeninhalt 


Pig   45. 


^. 


B 


i  7.)     F=  AB  .  BC  =  xY^a'  —  x^ 
(8.)     i^=5r2(;4a2  — a:2)  =  4aV— 5:*. 

Soll  F  ein  Maximum  werden, 
dann  muss  auch  jF-  ein  Maximum 
werden,  so  dass  man 

(9.)  f{x)  =  4a  V  —  x^ 

setzen  kann.    Dies  giebt 

(10.)  f'{x)  =  Sa^x  —  ^x^  =  4,x  (2a«  —  .r^), 

(11.)  /"(.r)  =  8a2—  122\ 

{ 12.)  f\aY2)  =r  0,    /"(a|/2 )=  —  loa«  <  0, 

folglich  tritt  fiir 

(13.)  AB  =^BC=  ay2 

ein  Maximum  em.    Es  gilt  also  der  Satz: 

Unier  allen  Rechtecken^  welche  einem  Kreise  eingeschrieben 
tcerden  können^  hat  das  Quadrat  den  grössten  Flächeninhalt. 

Aufgabe  5.  In  einen  Kreis  (Fig.  45)  mit  dem  Halbmesser  a 
soll  ein  Rechteck  mit  möglichst  grossem  Umfange  eingeschrieben 
werden. 

Auflösung.  Benutzt  man  dieselben  Bezeichnungen  wie  in 
der  vorhergehenden  Aufgabe,  so  wird  der  halbe  Umfang 

(14.)     y^u^x  +  yw—x'  =f{x), 
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(15.)    f'ix)  =  l- 


X 


_  V4a^  —  g^  —  y  _  P{x) 
y 4a2  —  x"  "       V4a2  _ ^2       ^  Q(ar)" 


V'4a2  _  ^2 

Hier  wird  Pfa:)  =  0,  wenn 

(16.)  y 4a2  —  2^2  =:  .r  =  a-)/2' 

ist;  für  diesen  Werth  von  ;r  wird 


^^^•)  -^  ^'^)-  Q(^)-~  ~  4(?-^^    -—2«^'    -  ---T"<^- 

folglich  tritt  ein  Maximum  ein.    Dies  giebt  den  Satz: 

Unter  allen  Rechtecken^  welche  einem  Kreise  eifige^schriebeft 
werden  können^  hat  das  Quadrat  den  grössten  Umfang, 

Bemerkungr. 

Die  Lösung  der  beiden  vorhergehenden  Aufgaben  wird  noch  etwas 
kürzer,  wenn  man  den  Winkel  CAB  als  Veränderliche  einfährt;  es  sollten 
aber  an  dieser  Stelle  trigonometrische  Functionen  vermieden  werden. 

Aufgabe  6.  Von  einem  Dreieck  AB  C  (Fig.  46)  ist  die 
Grundlinie  AB  gleich  c  und  die  Höhe  HC  =  h  gegeben ;   man 

soll  in  dieses  Dreieck  ein  Rechteck 
mit  möglichst  gi'ossem  Flächen- 
inhalte einzeichnen,  so  dass  die 
eine  Seite  DE  in  der  Basis  AB 
liegt. 

Auflösung.    Bezeichnet  man  die 
Höhe  DG  eines  solchen  Rechtecks 


Fig.  46. 


ü       H  R 


B 


mit  a:,  SO  wird 
JC,HC=^  GF:AB, 


oder 

also 

(18.) 


(h  —  x):  h  =  DE  :  c, 


DE  = 


r(h  —  x) 


Mithin  ist  der  Flächeninhalt  des  Rechtecks  DEFG 
(19.)  F=  ^ 

Daher  ist  in  dieser  Aufgabe 


k 


§  57.  Maxima  und  Minima;  Aufgaben. 


253 


(20.)    f{x)=:hx  —  x\    f\x)  =  h  —  2x,    r{x)^ 
daraus  folgt,  dass  f{x)  ein  Maximum  wird  für  x  - 


—  2 

h 
2 


Das  grösste  unter  allen  Rechtecken,  welche  sich  in  der 
angegebenen  Weise  in  das  Dreieck  ABC  einschreiben  lassen, 
ist  also  dasjenige,  dessen  Höhe  und  Grundlinie  halb  so  gross 
sind  wie  die  Höhe  und  die  Grundlinie  des  gegebenen  Dreiecks. 
Der  Flächeninhalt  von  diesem  Rechteck  ist 

(21.)  F='±, 

also  halb  so  gross  wie  der  Flächeninhalt  des  gegebenen  Drei- 
ecks. 

Bemerkung. 

In  vielen  Fällen  erkennt  man  schon  aus  der  Natiu*  der  Aufgabe,  ob 
tür  die  Werthe  von  a?,  für  welche  f\x)  verschwindet,  ein  Maximum  oder 
Minimum  eintritt.  In  das  Dreieck  ABC  (Fig.  47")  lassen  sich  z.  B.  imendlich 
viele  Rechtecke  einschreiben.  Denkt  man  sie  sich  alle  gezeichnet  und 
langt  man  bei  demjenigen  an,  dessen 
Höhe  gleich  h  und  dessen  Grundlinie 
gleich  Null  ist  (Fig.  46),  das  also  mit 
der  Höhe  h  des  Dreiecks  selbst  zusanmien- 
fällt,  so  wird  bei  diesem  Rechteck  auch 
der  Flächeninhalt  gleich  Null.  Wenn 
dann  die  Höhe  des  Rechtecks  kleiner  , 
wird,  so  wird  die  Basis  grösser.    Auf  diese    Ä|  — 


Fig.  47. 


.l4 


0    D 


Weise  gelangt  man  in  Figur  47  zu  den 
Rechtecken  KLMS,  DEPO,  OPQR  und 

endlich  zu  einem  Rechteck,  dessen  Höhe  gleich  Null ,  und  dessen  Grund- 
linie glei.-h  c  ist,  so  dass  auch  bei  diesem  Rechteck  der  Flächeninhalt 
gleich  Null  wird. 

Daraus  folgt,  dass  der  Flächeninhalt  dieser j'Rechtecke  zuei-st  zu- 
nehmen und  dann  wieder  abnehmen  muss.  Deshalb  muss  es  wenigstens 
ein  Rechteck  in  dieser  Reihe  von  Rechtecken  geben,  dessen  Flächeninhalt 
ein  Maximum  ist. 

Da  man  aber  aus  Gleichung  (20.)  nur  einen  einzigen  Werth  von  j-, 

nämlich  x  =  l  ündet,   für   den  ein   Maximum   oder  Minimum  eintreten 
2  ' 

kann,  so  folgt,  dass  dieser  Werth  wirklich  das  Maximum  liefert. 

Durch  derartige  Ueberlegungen  kann  man  in  vielen  Fällen  die  Bil- 
dung und  Berechnung  von  /"(^)  ersparen.  So  würden  z.  B.  in  der  Auf- 
gabe 4  ganz  ähnliche  Einwägungen  zum  Ziele  geführt  haben. 
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Aufgabe  7.    Von   einem  Kreissector  (Fig.  48)  ist  der  ge- 

sammte  Umfang  u  gegeben:  wie  gross 

muss    man    den    Ilaibmesser    machen, 

^  damit  der  Flächeninhalt  ein  Maximum 

wird? 


Fig.  48. 


Auflösung.  Bezeichnet  man  den 
Halbmesser  MA  mit  a-,  so  wird  der 
gesammte  Umfang  des  Sectoi« 

(22.)  w  =  2a:  -H  AB,     also     AB  —  u—2x. 

Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Sectore  ist  daher 

(23.)         2F^AB.x  =  {u  —  2t)  x  =  war  —  2x^'  =^/(:r), 

folglich  wird 

(24.)  f\x)   r:r  W  _  4j^  zrr  0      fÜr     X  =  Y^ 

4 

(25.)  f'{x)  =  —  4  <  0. 

Der  Flächeninhalt  wird  daher  ein  Maximum,  wenn  der 
Bogen  des  Sectors  die  Hälfte  vom  Umfange  des  Sectors  ist. 

Aufgabe  8.    Man   soll  das  kleinste  unter  allen  Quadraten 
bestimmen,    welche    sich    in    ein    gegebenes    Quadrat    AB  CD 
Fig.  49)  einschreiben  lassen. 

Auflösung.  Es  sei  EFGH  eines  der  Quadrate,  welche  sich 
in  das  gegebene  Quadrat  einschreiben  lassen.  Bezeichnet  man 
AB  mit  a  und  AE  mit  x,  so  wird 

EB=  AEI=a  —  x, 


also 


Fig.  40 


UE'  =  a:2  -4-  (a  —  xf. 

Dieser    Ausdruck    ist   gleichzeitig 
auch  der  Flächeninhalt  des  Quadrates 
/i^    EFGH,  also  die  Function,  welche  ein 
I      Minimum  werden  soll ;  daher  ist 

(26.)      /(.r)  =  2x^  —  2ax  +  a\ 

Daraus  folgt 

(27.)    f\x)  =  ix^2a,    /»  =  4: 

die  Ableitung  f'{x)  verschwmdet   also 
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nur  für  a:  =  -—  •     Da  nun  f*\x)   für   alle  Werthe   von   x   den 
positiven  Werth  4  hat,  so  wird 


/(f)=  F 


ein  Minimum.  Die  Punkte  -B,  -F,  6r,  H  müssen  daher  in  der 
Mitte  von  den  Seiten  des  gegebenen  Quadrates  liegen,  damit 
das  eingeschriebene  Quadrat  EFGH  möglichst  klein  wird. 


G.   Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  und  Vermessungskunde. 

Aufgabe  9.  Von  einem  Dreieck  ABC  (Fig.  50)  ist  die 
Grundlinie  AB  =  c  imd  der  Winkel  y 
an  der  Spitze  gegeben;  wie  gross  müssen 
die  anderen  Winkel  sein,  damit  der 
Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maxi- 
mum wird? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den 
Dreieckswinkel  «  mit  a:,  so  wird  der 
dritte  Winkel  ß  gleich  180  —  (y  +  a:) 
und  der  Flächeninhalt  ist 

,  ^_  c^sintgsinjfi^  _  c^sin>?sin(y  +x) 

2sm;'  2sm;' 


(■^ 


Da  der  Factor  — -^—  positiv  ist,  so  wird  F  eni  Maximum, 

2sm^  ^ 

wenn  sin a:  sin (r  +  x)  ein  Maximum  wird;  deshalb  ist  in  dieser 
Aufgabe 

(30.)     f{x)  =  sina-sin(r  4-  x), 

(31.)    f\x)  =  coS5rsin(;'  +  a:)+  cos(y  +  x)^\vlx  =  sin(y  +  2x\ 
(32.)    f\x)  =  2cos(y  +  2^). 
Füi' 

y  ^  2x  =  n  =  a  +  ß  -i-  r, 

oder,  da  x  gleich  «  ist,  für 

(33.)  x  =  a  =  ß 
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verschwindet  f*{x\   und  f'*{x)  wird  gleich  —  2  <  0.    Deshalb 
wird  der  Flächeninhalt  ein  Maximum,   wenn  das  Dreieck  ein 

gleichschenkliges  ist. 

Aufgabe  10.    Von   einem   Dreieck   ABC  (Fig.  51)   ist   die 
Grundlinie  c  und  die  Höhe  h  gegeben;   wie  gross  müssen   die 

anderen  Seiten  sein,  damit  der  Winkel 
y,  welcher  c  gegenüberliegt,  ein 
Maximum  wii^d? 

Auflösung.  Die  Höhe  des  Dreiecks 
theile  die  Grundlinie  c  in  die  Ab- 
schnitte X  und  c  —  x^  und  den  Winkel 
Y  theile   sie  in   die  Winkel  t  und 

AU^x,HB  =  c-x,  ^_j.   ^3j,ni  ist 

(34.)  tg?  =  ^,    tg(;.-J)  =  £^, 


also 


^,  =  .,[i  +  fr_,),  =  M±Mr^, 


oder 


X       c  — .r 


(35.)  tg/  =  -i  * 


x{c  —  t)        h^  —  x{c  —  x) 


Da  die  Ableitung  von  tg:r,  nämlich  1  +  tg^a:  (vergl.  Formel 
Nr.  26  der  Tabelle)  beständig  positiv  ist,  so  nimmt  Xgx  mit  x 
gleichzeitig  zu,  und  zwar  fär  alle  Werthe  von  x.  Deshalb  wird 
tg;'  mity  zugleich  ein  Maximum  oder  Minimum.  In  der  vor- 
liegenden Au%abe  kommt  es  daher  nur  darauf  an,  x  so  zu  be- 
stimmen, dass 

hc 

h^  —  x{c  —  X) 

ein  Maximum  wird.  Dieser  Ausdruck  ist  aber  ein  Bruch,  dessen 
Zähler  eine  positive  Constante  ist.  Deshalb  wird  der  Bruch 
ein  Maximum^  wenn  der  Nenner  ein  Minimum  ist.  Man  hat 
also  zu  setzen 
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(36.)  f{x)  =  h^  —  x{c  —  x)=^h^  —  cx  +  7^, 

(37.)  f*{x)  =  —c  +  2x,    r{x)-2. 

Daraas  folgt,  dass  f{x)  für  a:  ==  —  ein  Minimum  wird.    Für 

diesen  Werth  von  x  werden  tg;'  und  y  ein  Maximum,  und  das 
Dreieck  wird  wieder  ein  gleichschenkliges, 

Aufgabe  11.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Summe 
zweier  Seiten,  nämlich  a+b  gleich  *,  und  der  von  diesen  Seiten 
eingeschlossene  Winkel  / ;  wie  gross  müssen  die  Seiten  a  und  b 
selbst  sein,  damit  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum 
wird? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  die  Seite  a  mit  :r,  so  wird  b 
gleich  8  —  x^  und  man  erhält  für  den  doppelten  Flächeninhalt 
des  Dreiecks 

(38.)  2F—x{s^x)%\nY. 

Deshalb  hat  man  in  diesem  Falle  zu  setzen 
i39.)      f(x)^sx  —  x\    fXx)  =  s  —  2x,    f\x)^—2, 

folglich  wird  fiir  ;r  =  -  der  Flächeninhalt  ein  Maximum. 

Aufgabe  12.  Von  einem  Dreieck  ist  gegeben  die  Summe 
zweier  Seiten,  nämlich  a  +  b  gleich  «,  und  der  anliegende 
Winkel  a;  wie  gross  müssen  die  beiden  anderen  Winkel  sein, 
damit  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ein  Maximum  wird? 

Auflösung.  Bezeichnet  man  den  Dreieckswinkel  ß  mit  x,  so 
wird  r  gleich  180^—  (a  +  .r).    Der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ist 

(40.)  iP^^Ü^^'?, 

^  2  Sin  / 

oder,  weil  nach  dem  Sinussatz 

5  sin;' 


C  =:  — 


sin  «+ sin// 
ist, 

(40  a.)  p^.^smuBmßsmr 

^  2[smu  +  smßf 

also 

Kiepert,  Diflerential -Rechnung.  17 
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..,  X  2jP       sin:rsin(a  +  ir)        , 

Da  nämlich  der  Factor  —  —  positiv  ist,   so  wird  F  mit 

f{x)  zugleich  ein  Maximum.    Hieraus  folgt  nach  einigen  Um- 
formungen 

/ 19  ^  /v  ^  —  sin«  [sin(cg+2a:)  —  sino-]  _  P{x) 

{-t^.}  j  \x)  -  (sina+sinar)3  ~  Q  W  * 

Damit /'(a:)  verschwindet,  muss 

(43.)    sm(«  +  2:r)  —  sma:  =  2sm( — ^  l  cos  f — - —  j=  0 

sein.    Da  a  +  :r  grösser  als  0  und  kleiner  als  n  sein  muss,  so 
kann  Gleichmig  (43.)  nur  beMedigt  werden,  wenn 

«  +  3a:        TT         ,  ,    .  ,    u   , 

— - —  =  ~ j    oder   «+3a:=;r  =  a  +  /ö?+j' 

ist.    Dies  giebt 

(44.)       2a:  =  2/y  =  y  =  f(7r-«),     x^ß  =  \{n^a\ 

Ob  für  diesen  Werlh  von  x  wirklich  ein  Maximum  von 
f\x)  eintritt,  findet  man  aus  dem  Vorzeichen  von/"(3'),  wobei 
nach  Formel  Nr.  80  der  Tabelle 

ist.     Nun  wird,  weil  «  +  2a;  gleich  n  —  x  ist, 

(46.)  P\x)  =  sin  «  [2  cos(«  +  2j-)  —  cosa:] 

=  —  3  sin  a  COSa:  <  0, 
(47.)  Q (x)  —  (sin  a  +  sina-)»  >  0, 

folglich  ist  f*\x)  <  0,  und  f{x)  ein  Maximum. 

Aufgabe  13.  Es  ist  eine  Gerade  ^3/  gegeben  (Fig.  52)  und 
ausserhalb  derselben  ein  Punkt  B;  man  soll  auf  der  Geraden 
AM  einen  Punkt  0  bestimmen,  so  dass 

(48.)  S^p.AC+g.CB 
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ein  Minimum  wird,   wobei  p  <q  ^*8^-  *^^- 

vorausgesetzt  werden  soll. 

Auflösung.   Es  sei  der  Winkel, . 
den  CB  mit  dem  von  B  auf  A  M 
gefällten  Lotlie  BF  bildet,  gleich 
r,  und  es  sei 

dann  wrd  ^ 

{ 49.)  <V  ^f{x)  =p{A  F—  CF)  +  q.CB 

b 


R 


—  p{a  —  bXsx)  +  q 


COSa: 


i^i^\      /Vr^-—-^        qb^mx  _b{q^\Jix  —  p)  __P{x) 
KO^')    JK)-       cos'^x'^    COS^x  ~         COS^x  Q{xy 

P(x)  wird  gleich  0,  wenn 

(51.)  sina:  =  - 

q 

ist;  för  diesen  Werth  von  x  wird 

{ 52.)  /"(r)  =  T-^-f  =  — i— 5 —  =  — ^  >  0, 

^  ^      V    /  Q^^j  (>Qg2^  CQg^ 

folglich  tritt  ein  Minimum  ein. 

Legt  man  AE  unter  dem  aus  Gleichung  (51.)  gefundenen 
Winkel  x  im  Punkte  A  an  die  Gerade  A3I  an  und  verlängert 
BC  bis  zum  Schnittpunkte  D  mit  der  Geraden  AE,  so  steht 
BD  senkrecht  auf  AE,  und  es  wird  mit  Rücksicht  auf  Glei- 
chung (51.) 

{  53.)  S  =  p.  AC  +  q,CB  =  q^inx  ,  AC  +  q  .  CB 

r=  q{AC^mx  +  CB)  =  q{I)C  +  C^Ä)  =  q .  Z>Ä. 

Aufgabe  H.  Es  ist  eine  Gerade  -43/  gegeben  (Fig.  53) 
und  auf  verschiedenen  Seiten  derselben  zwei  Punkte  B  und  C; 
man  soll  auf  AM  einen  Punkt  I>  bestimmen,  so  dass 

(54.)  S  =  p.AD  +  q.BD  +  r  .CD 

ein  Minimum  wird. 

17* 
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Fig.  53. 


Auftösung.  Es  seien  BBi  und 
CC\  die  Lothe,  die  man  von  B  und 
C  auf  A3I  fällen  kann,  und  es  sei 

(ABi  =  b,     ACi  =  c. 


dann  wird 


(56.)  S  =f(x)  =px+  qY^O  —  xf  +  bi^  +  r  Y^^c  —  xf  +  c,^ , 


q(b — .r) 


r(ß  —  :r) 


(57.)  f{x)  =  p  -  -,    -^^— -^—  ~    ,     ^^^-"^        =  (», 

oder,    wenn   man   den  Winkel  BxDB   mit   ^^   und   den  Winkel 
CxDC  mit  /i  bezeichnet, 

(57a.)  p  —  j  cos  i'  —  r  cos  /i  =  0. 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  tritt  wirklich  ein  Minimum 
ein,  denn  es  ist 


qb^ 


rcx' 


Der  Werth  von  x  und  die  Lage  des  Punktes  J)  lassen  sich 
aus  der  Gleichung  (57.)  oder  (57a.)  noch  nicht  in  einfacher 
Weise  ermitteln,  dagegen  werden  diese  Gleichungen  benutzt 
werden  können  zur  Lösung  der  folgenden  Aufgabe. 

Aufgabe  15.    Es  sind  drei  Punkte  -4,  B,  C  gegeben  (Fig.  54): 
man  soll  einen  Punkt  D  bestimmen,  so  dass 
(58.)  S  =  p  .  AD  +  q  ,  BD  +  r  .  CD 

ein  Minimum  w^ird. 

Auflösung.      Die    Gerade     AD 

habe  bereits  die  verlangte  Eichtung, 

dann  ergiebt  sich,  wenn  man  Winkel 

BDG  =  CDF  mit  A. 

CDE  ^  A DG  mit  p, 

ADF  =  BD E  mit  V 

bezeichnet,  aus  Gleichung  (57a.)  der 
vorhergehenden  Aufgabe 


Fig.  54. 
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(59.)  p  —  qco&v  —  rcos^  :=  0, 

In  derselben  Weise  findet  man 
(00.)  q  —  rcos/ — /?cosr  =  0, 

(61.)  r — pcos/4  —  qcos/.  =  0. 

Eliminirt  man  aus  diesen  beiden  Gleichungen  p,   so  erhält 
man 

(62.)  q(C0Sfl  +  COSX  COS*')  =  r(COS*'  +  COS/  cos^), 

oder,  weil 

cosfi  =  —  cos(/  +  >')  =  —  cos/  cos*'  +  sin/  sinr, 
cosv  =  —  cos(/  +  /u)  =  —  cos  A  cos/i  +  sin  Asiuju 


ist, 


Fig.  65. 


(()2a.)  qsinJL sinr  =  r sin/ sin /u, 

«)der 

i63.)       y:  sin/4  =  r  :  sinr. 

Ebenso  findet  man 
(04.)     /):sin/  =  yisiii/M. 

Beschreibt  man  um  das  Drei- 
eck ADB  den  umschriebenen 
Kreis  (Fig.  55)  und  verlängert 
CD  bis  zum  zweiten  Schnitt- 
punkte Ci  mit  diesem  Kreise,  so 
sind  in  dem  Dreieck  ABCi  die 
Winkel  bei  -^,  B  und  Ci  bezw.  gleich  /,  fi  und  r,  so  dass  man 
erhält 

(65.)  jBC'i  :  Ci^  :  ^jB  =  sinA:sin/i  rsin*', 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (63.)  und  (64.) 

(66.)  BC\  :CiA:AB=zp:q:  r. 

Daraus  ergiebt  sich  die  folgende  Constructio7i\ 

Man  errichte  über  AB  auf  der  zu  C  entgegengesetzten  Seite 
ein  Dreieck  ABC^  dessen  Seiten  in  Uebereinstimmung  mit  Glei- 


\l 
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^''«'  ^^  chiing    (66.)  sich  verhalten 

,  ,4,  wie  p:g:r,  und  beschreibe 
um  dieses  Dreieck  den  um- 
schriebenen  Kreis ,  dann 
schneidet  die  Gerade  CCi 
diesen  &eis  in  dem  gesuch- 
ten Punkte  I), 

Man  kann  natürlich  auch 
über  der  Seite  BC  ein 
Dreieck  BCAi  und  über  der 
Seite  CA  ein  Dreieck  CA  Bi 
construiren  (Fig.  56),  so 
dass 

(67.)     BCiCAr.AxB 
c,  =BiC:  CA  :ABi  =p:q:r 

ist.  Durch  den  gesuchten  Punkt  I)  gehen  dann  auch  die 
Geraden  AAi  und  BBi  und  die  Kreise,  welche  diesen  Dreiecken 
BCAi  und  CABi  umschrieben  sind.  Gleichzeitig  erhält  man  liir 
aS^  eme  geometrische  Dai^tellung.  Nach  dem  Ptolemaeischen 
Lehrsatze  ist  nämlich  (Big.  55) 

(68.)  AD  .  BC,  +  BD  .  AC,  =  C,D  .  AB] 

nun  ist  aber  nach  Constiuction 

r  r 

folglich  geht  Gleichung  (68.)  über  in 

AB 

-^(p.AD  +  q,  BD)  =z  CJ)  .  AB. 

Dies  giebt 
(69.)  S=:p.AD+q.BD  +  r.CD  =  r{CD  +  DCi)  =  r  . CCx, 

In  derselben  Weise  findet  man 
(69a.)  S^p.  AAi    und    S  =  q  .  BB, . 

Ein  besonderer  Fall  ist  der,  wo 

p  =  qz=zr—l,    also     S  =  AD  +  BD  +  CD 
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wird,  ein  Fall ,  der  auch  in  Figur  56  berücksichtigt  ist.  Dann 
sind  die  Dreiecke  BCAi^  CABi,  ABCi  gleichseitige  Dreiecke, 
die  Winkel  x,  /*,  v  sind  alle  drei  gleich  60®,  so  dass  Winkel 

BDC  =  CDA  =  ADB  =  120« 

wird,  und  endlich  ist 

i  G9b.)  S  =  AAl  =  BBt  =  CC,. 


Bein  erkling. 

1)  Der  gefundene  Punkt  D  hat  nur  dann  die  Eigenschaft  des  Mini- 
mums, wenn  von  den  Eckpunkten  des  Dreiecks  keiner  innerhalb  der  um. 
die  Dreiecke  BCA\,  CAB\y  ABC\  beschriebenen  Kreise  liegt.  Läge  z.  B. 
V  innerhalb  des  Kreises  um  ABC\,  so  würde  aus  den  Ungleichungen 

AC<AD  +  CD,     BC<BD  +  CD,    AC -^t  BC  <AD  + BD, 
w^enn  man  sie  bezw.  mit  p  +  r  —  5,   g  +  r  —  /;,  p  +  q  —  r   multiplicirt 
and  dann  addirt,  folgen 

p.AC+q.BC<p.AD-\-q.BD+r.CD, 

2)  Die  letzten  drei  Aufgaben  haben  ganz  besondere  Bedeutung  ftir 
die  Lehre  vom  Trassiren  und  bilden  den  Ausgangspunkt  für  eine  Reihe 
von  Aufgaben,  deren  Besprechung  hier  aber  zu  weit  führen  würde.  (Man 
vergleiche  Launhardt,  Theorie  das  Trassirens,  Hannover  1887.) 

D.   Aufgaben  aus  der  Stereometrie. 

Aufgabe  16.  Man  soll  unter  allen  Cylindem,  die  sich  in 
einen  geraden  Kegel  einschreiben' lassen,  denjenigen  bestimmen, 
welcher  das  grösste  Volumen  hat. 

Auflösung.  Die  Höhe  des  ge- 
gebenen Kegels  (Fig.  57)  CS  sei  ä, 
der  Halbmesser  CB  der  Grundfläche 
sei  r,  die  Höhe  CE  des  eingeschrie- 
benen Cylinders  sei  y,  und  der  Halb- 
messer CD  seiner  Grundfläche  sei  x 

m 

Dadurch  flndet  man  für  das  Volumen 
des  Cylinders 

(70.)  V  =  x^ny. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  SOB  und  FDB  folgt 

CS:CB  =  DF:DB, 
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oder 

A  :  r  =  y  :  »•  —  x, 
folglich  wird 

(71.)  y=^^{r-z)    und    V='^x^r-x). 


( 


Die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  ist  daher 
abgesehen  von  dem  positiven  constanten  Factor  — j 

(72.)  f{x)  =  x^  (r  —  x)  =  rx^  —  ^. 

Dies  giebt 

(73.)    f\x)  =  2ra:  —  Sa:«  =  a:(2r  —  3a:),    f**{x)  =  2r  —  6a-. 

Die  Ableitung  /'  {x)  verschwindet  erstens  für  a:  =  0  und 
zweitens  für  a:  =  —  •    Nun  ist 

/"(0)  =  2r>0, 

folglich  erhält  man  für  a-  =  0  ein  Minimum.  In  der  That,  der 
entsprechende  Cylinder  ist  zu  einer  geraden  Linie  zusammen- 
geschrumpft, und  sein  Volumen  ist  gleich  Null.    Dagegen  wird 

2r\ 


/^-(|)  =  _2,.<0, 


folglich  wird  /(-^)  ein  Maximum.    Die  Höhe  y  des  zugehörigen 

Cylinders  ist  nach  Gleichung  (71.)  gleich  --  und  das  Volumen 
wird  nach  Gleichung  (70.) 

(74.)  r=^. 

Da  das  Volumen  des  gegebenen  Kegels  gleich  — ^—  ist,  so 

ist  das  Volumen  des  grössten  Cylinders,  der  sich  in  einen  geraden 

4 
Kreiskegel  einschreiben  lässt,   gleich  -  von  dem  Volumen  des 

Kegels. 
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Aufgabe  17.  Man  soll  unter  allen  Cylindem,  welche  sich 
einem  geraden  Kreiskegel  einschreiben  lassen  (Fig.  57),  den- 
jenigen bestimmen,  dessen  Mantelfläche  ein  Maximum  ist. 

AuflSsung.  Wendet  man  dieselben  Bezeichnungen  an  wie  in 
der  vorhergehenden  Aufgabe,  so  erhält  man  für  die  Mantel- 
fläche des  Cylinders 

(75.)  Jf  =  2xny. 

Kach  Gleichung  (71.)  ist  aber 


folglich  wird 


y  ^j(r  —  ^)i 


M  =■ (rx  —  z^). 


Die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  ist  daher 
(76.)  f{x)^rx  —  x^, 

deshalb  wird 

(77.)  f\x)  =  r-2x,    f\x)^  —  2. 


r 


Fig.   58. 


-D 


Daraus  findet  man ,   dass  die  Mantelfläche  für  :r  =  —  ein 

Maximum  wiid. 

Aufgabe  18.  Ein  cylindrisches  Gefäss  (Fig.  58)  soll  so  ge- 
formt werden,  dass  es  bei  gegebenem  Vo- 
lumen eine  möglichst  kleine  Gesammt- 
oberfläche  besitzt.  In  welchem  Verhält- 
nisse stehen  dann  die  Höhe  und  der  Halb- 
messer der  Gnmdfläche? 

Auflösung.    Bezeichnet  man  den  Halb- 
messer CB  der  Grundfläche  mit  x^   die 
Höhe  CD  mit   y,    die  Obei-fläche  mit  F    ' 
und  das  Volumen  mit  F,  so  wird 


c— *-  3*» 


(78.) 


V  =  ir-Try,     oder     y  = 


x^n 


(79.)  F^  2xny  -f  2x^'7t  =  2  Vx^^  +  2x^n  —f{x), 

also 
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(80.)     f*{x)  =  —  2  F:r-2  +  4r7r  =  2r'  2  (2T^n  —  F)  =  0. 
Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (78.) 

(81.)  2z%  =  F,     y  =  2r  =  2  ^^  • 

Für  diesen  Werth  von  x  tritt  wirklich  ein  Minimum  ein, 
denn  es  wird  dann 

(82.)        f*\x)  =  4  Vx-^  +  47r  =  87r  +  47r  =  I2n  >  0. 

Die  Gesammtoberßäche  wird  daher  möglichst  Hein,  wenn  der 
Durchmesser  des  Grundpreises  und  die  Höhe  einander  gleich  sind. 

Aufgabe  19.  Ein  cylindrisches  Gefäss  (Fig.  58)  soll  so  ge- 
formt werden,  dass  bei  gegebenem  Volumen  (nicht  die  Gesammt- 
oberfläche,  sondern  nur)  der  Mantel  und  die  eine  Gnindfläche 
zusammen  ein  Minimum  werden. 

Auflösung.    In  diesem  Falle  ist 

(83.)  /{x)  =  2xni/  +  x^TT  =  2Vx-^  +  x^n, 

(84.)         fXx)  =  —  2  Vx-^  +  2x7T  =  0  für  o^tt  =  V. 
Dies  giebt 


(85.) 

und  zwar  tritt  für  diesen  Werth  von  x  wirklich  ein  Minimum 
ein,  weil 

(86.)  /'"(x)  =  4Fr-3  +  27r  =  67r  >  0 

„.     ,„  wird.      Hier   muss    also   der    Halb- 

s messer    der    Orundßäche    der    Hohe 

gleich  sein. 


'7\ 

/ 


Aufgabe   20.      Man    soll    einer 


/        /        I        \        \  Kugel  einen  geraden  Kegel  (Fig.  59) 

'     /         ^>^^     \     I  einschreiben,  dessen  Mantelfläche  ein 

\  / \  -- ^^'^^  N  /  Maximum  ist. 

A 


\t—^-^--^^^ 


_  Auflösung.    Bezeichnet  man  den 


Halbmesser  BO  der  Kugel  mit  r, 
den  Halbmesser  AC  von  der  Grund- 
fläche des  Kegels  mit  y,  die  Seitenkante  ^-S  mit  «  und  die 
Höhe  CS  mit  x,  so  wird  die  Mantelfläche  des  Kegels 
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(S7.)  M  =  tjns. 

Nun  ist  aber  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Planimetrie 

( SS.)  i/  =  x{2r  —  x),     S'  =  2rx ; 

deshalb  wird 

( S9  )  3/2  =  2r:r2  ^ßr  —  x)  tt^. 

Ist  M  ein  Maximum,  so  gut  dasselbe  von  3/*,  folglich  hat 
man  hier  zu  setzen 

( 90.)  /(t)  =  x^-  (2r  —  x)  =  2rx^  —  x^ ; 

dies  giebt 

j  fix)  ^  ^rx  —  32:2  —  ^  (4;.  _  3^)^ 

l  f\x)  =  4r  -  62:. 
Für  .r  =  0  wii-d/(.r)  ein  Minimum,  dagegen  wird 

'4r\      32r3 


(91.) 


C92.) 

ein  Maximum. 


Ki> 


27 


Fig.  60. 


Aufgabe  21.  In  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  r  soll  ein 
Cylinder  mit  möglichst  grosser  Gesammtoberfläche  einbeschrieben 
werden.    (Vergl.  Fig.  60). 

AuflSsung.  Bezeichnet  man  den 
Halbmesser  der  Grundkreise  mit  x 
und  die  Höhe  des  Cylinders  mit  y, 
so  wird  die  Oberfläche 

(93.)       F—  2j?n  +  2rny. 

Bezeichnet  man  femer  den 
Winkel  BAG  mit  y,  so  wird 

(    2x  =  2r  cos  f/), 

"^      ^      \      y  =  2r  sm  (p, 

folglich  geht  Gleichung  (93.)  über 

in 

(93a.)  i^=  2r-7r  cos^y + Ar-7t  sin  y  cos  y  =  2r27r  (cos^y + 2siny  cosy ). 

Deshalb  setze  man  in  diesem  Falle 
(95.)  f{(p)  ^  cos^y  +  2sin9)  cosy, 

also 
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(96.)  /'(y)=—  2  COS  q>  sin  (f> + 2cosV/> — 2sinV=2cos(2y) — ^sin(2y  j, 

(97.)/"(29)=— 4sin(2y)  — 2cos(2y). 

Ein  Maximum  oder  Minimum   kann  daher  nui*   eintreten, 
wenn 


(98.)                   tg(2y)  =  2, 

oder    /^;\    -2, 
1     t«-> 

also 

(98a.)     tgy-— !^-!^, 

sma>  =-  1/2-1-  -;=> 

*    2  r     ys 

COS 


-IV-Ä 


ist.  Da  9)  ein  spitzer  Winkel  sein  muss,  so  kann  hierbei  nur 
das  obere  Vorzeichen  gelten.  Man  erhält  daher  nach  den  Glei- 
chungen (94.) 


(99.) 


X 


=  rr+S'  y-'f- 


2 


Nun  wird  nach  den  Gleichungen  (98a.)  und  (97.) 
(100.)     cos(2y)  =  -^ ,  8in(2y)  =  ~ ,    /"(y)  =  -2^5  < 0, 
folglich  tritt  für  die  gefundenen  Werthe  ein  Maximum  ein. 

E.   Aufgaben  aus  der  Physik  und  Mechanik. 

Aufgabe  22.    Man  soll  aus  einem  Baumstamme  mit  kreis- 
förmigem Querschnitte  (Fig.  61)  einen  Balken  mit  rechteckigem 

Querschnitte  so  ausschneiden,  dass 
seine  Tragfähigkeit  ein  Maximum 
wird. 

Auflösung.  Da  die  Tragfähig- 
keit T  proportional  zu  der  Breite  x 
des  Querschnitts  und  proportional  ziun 
Quadrate  der  Hölie  y  desselben  ist, 
so  wird 

T  =  cxy-, 
wobei 


Fig.  61. 
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Fip.  62. 


A 


y3  =  rf«_^, 

wenn  man  mit  d  den  Durchmesser  ^C  des  Kreises  bezeichnet. 
Dies  giebt 

(101.)  r=  cxid'^'-x^)  =  c(d^x  —  a^), 

(102.)  f{T)=zd^X  —  3^, 

( 103.)  f'(x)  =  rf2  _  3<p2  ^  0    für    j:  =  -7=  • 

Für  diesen  Werth  von  x  tritt  ein  Maximum  ein,  denn  es  ist 

(10-1.)  /"{x)  =  —  {jx  <0. 

Die   Tragfähigkeit   des   Balkens  ist  daher   ein   Maximum^ 
wenn 

(105.)      x^:y^:d'=-.i:2:  3,    oder   x:y\d  =l\  Y2\  1/3. 

Aufgabe  23.  Auf  derselben  Seite  einer  geraden  Linie  MN 
fFig.  62)  seien  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben;  man  soll  die 
Lage  des  Punktes  (J  auf  der 
Geraden  MN  so  bestimmen,  dass 
I7C''+  CB^  ein  Minimum  wird. 

Auflösung.    Fällt  man  von  A  '     \ 

und  B  auf  MN  die  Lothe  AAi 
und  BBx^  dann  sei 

A^A  -^  a,     B^B  =  6, 

AiBi  =  l;  Ai       IT     ^      r^~5i 

setzt  man  also 

Ai  C  =  r,    so  wird    CBi  =  l  —  x. 
Dies  giebt 

(106.)      ÄC''+  (JB^=  a2  +  0:2  +  6^  +  (^l—xf  =/(^), 
1107.)     /'(ar)=:2:r  — 2(^  — 2:)  =  4z— 2/,    /%r)  =  4, 

folglich   wird  f{x)   ein  Minimum   für   a:  =  - ,  d.  h. ,   wenn  der 
Punkt  C  in  der  Mitte  zwischen  A^  und  Äi  liegt. 

Aufgabe  24.  Auf  dei-selben  Seite  einer  geraden  Linie  MN 
(Fig.  62)  seien  zwei  Punkte  A  und  B  gegeben;  man  soll  die 
Lage  des  Punktes  C  auf  der  Geraden  MN  so  bestimmen ,  dass 
AC  -\-  CB  ein  Minimum  wird. 


a 


\ 


\ 


B 

/  I 


M 


\/ 


f 


A 
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Auflosung.    Die  Function,  welche  hier  ein  Minimum  werden 
soll,  ist 

(108.)    AC  +  CB-  Ya^  +  ^  +  yö'+[/—xf  =/(^). 
Dies  giebt 

(109.)      fix)=        '^  ^-^ 


(HO.)  /"(^)=...     "!. .    .+  ** 


(a«  +  a*,  yrr+T*      [**  +  (/-  ^rj-^J  |/*H  (/  —  .r  j^ 

Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  für  welche  f'{x)  ver- 
schwindet, beachte  man,  dass  aus  Gleichung  (109.)  folgt 

/'  (:c)  =  ^- -^  =  COS -4(7^1-  COS ÖCfi,. 

Dieser  Ausdmck  verschwindet,  wenn  der  Winkel 

(111.)  ACAi  =  BCB,. 

Die  beiden  Dreiecke  ACAi  und  BCBi  sind  deshalb  ähnlich, 
und  es  wird 

x:a  ==  (l  —  x):  b, 
oder 

al         ,  bl 

(112.)  a;  =  — — r>     Z  — a:  = 


a  +  b  ö  +  6 

Da  bei  dieser  Bestimmung  von  x  die  zweite  Ableitung  von 
f{x)  nach  Gleichung  (HO.),  nämlich 


(113.)  y^^(,)=4l4+£L^, 

positiv  ist,  so  wird  -4C  +  CB  ein  Minimum. 

Wegen  Gleichheit  der  Winkel  ACA^  und  i?(7J5i  ist  die 
gebrochene  lanie  ACB  der  Weg,  den  ein  Lichtstrahl  nehmen 
würde,  der  von  dem  Punkte  A  ausgeht  und  von  der  Geraden 
MN  nach  B  reflectirt  werden  soll. 

Dieser  Weg  üt  demnach  ein  Minimum, 

Aufgabe  25.  Die  Gerade  MN  (Fig.  G3)  trenne  das  Medium, 
in  welchem  das  Licht  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  fortbewegt, 
von  dem  Medium ,   in  welchem  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes 
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gleich  (/ist;  in  welchem  Punkte  C  muss  der  Lichtstrabi  die 
Gerade  MN  treiFen,  damit  er  in  dei*  kürzesten  Zeit  vom  Punkte 
A  in  dem  ersten  Medium  zum  Punkte  B  in  dem  anderen  Medium 
gelangt,  und  nach  welchem  Gesetze  wird  er  gebrochen? 


Auflösung.  Unter  Benutzung 
derselben  Bezeichnungen  wie  bei 
den  beiden  vorhergehenden  Auf- 
gaben wird  in  diesem  Falle  die  Zeit 
/i,  welche  der  Strahl  braucht,   um    }/[_ 

von  A  nach  C  zu  gelangen,  — ? 

und  die  Zeit  h.  welche  er  braucht, 

CB 
um  von  C  nach  B  zu  gelangen,  --j-  • 


Fig.  63. 


r 


\ 


Ux        Bj   y 


1 

7  =  ^^' 


1 


Setzt  man  also 

ill4.) 

so  erhält  man 

(115.)        fix)  =  ^j  +  /2  =  pV^^n^'  +  qyO''+[l—xf, 

px  y(/  — g)      ^^ 

|/a^  4-  :r^       ^b'  +  (/  —  xf 


(116.)       r{x)  = 

oder 
(116a.) 


f^^^)^P^-l^=p^o^a-q<^o^ß^O, 


CB 


wobei  die  Winkel  A^CA  imd  B^CB  bezw.  mit  «  und  ß  bezeichnet 
sind.  Nennt  man  die  Winkel,  welche  das  Einfallsloth  im  Punkte 
C  mit  den  Strahlen  AC  und  BC  bildet,  bezw.  y  und  ^,  so  wird 

sin(J 


.    ,       ,      smr      smi 
p  smy  =  g-smo,    oder   — ;—  =  —j 


also 

(117.) 


smy 
sind 


c 
d 


272  §  57.  Maxima  und  Minima;  Aufgaben. 

In    dieser  Gleichung    ist   das   Gesetz   ausgesprochen^    ncLch 
welchem  der  Strahl  im  Punkte  C  gebrochen  wird. 

Aus 

(118.)  f"i.)=,^,  rl.  .+        '''  — 


(a«  +  z^jVo«  +  x^      [4«  +{1—  x)*]y6*+(l  —  x)^ 
folgt  wieder,  dass  p . AG  +  q .CB  ein  JVIinimum  wird. 


VII.  Abschnitt. 

Bestimmung  Ton  Ansdrficken,  welche  an  der 
Grenze  eine  der  nnbestimmten  Formen 

-)  — »  0 .  oo ,  oo  —  oo,  0",  oo«,  i~  haben. 

§  58. 

Ausdrücke  von  der  Form  -• 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  81.) 

Nähern  sich  in  dem  Bruche  5--^  Zähler  und  Nenner  der 
Grenze  0,  wenn  sich  z  dem  Werthe  a  nähert,  so  erhält  dieser  Bruch 
für  X  gleich  a  die  unbestimmte  Form  -  •  Beispiele  dafür  kom- 
men in  der  Differential -Rechnung  sehr  häufig  vor.  Schon  die 
Erklärung  des  Differential-Quotienten  (vergl.  Formel  Nr.  15  der 
Tabelle) 

(1.)  fi^,)^ii^ÜIltlf^ 

liefert   den   Grenzwerth   eines   Ausdruckes  von    der  Fonn  -  - 

0 

Indem  man  x  mit  a  und  Xi  mit  x  vertauscht,   geht  Gleichung 
(\.^  über  in 


/.(«)  =  liin/lfi==>If}; 


(2.) 

ebenso  ist 

.3.)  y/(«)  =  Um  5Kfkzy(^) . 

^  ^  ^  x=n        x  —  a 

Kiepert,  DÜferential-Bechnung.  18 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt  schon  die  Lösung  der   vor- 
gelegten Aufgabe.    Weil  nämlich  nach  Voraussetzung 

(4.)  y(a)  =  0   und  /(a)  =  0 

ist,  so  erhält  man 

(p(x)  —  (p(d) 

/^  >!  y  ('^)  _   (p(x)  —  (f{a)  _      x  —  a 


a 


also 


<  ^-^  "?  /(:r)  -  ^^f^x)  -f{a)  -  f\a) ' 

X  —  a 

Man  findet  da/ier  den  wahren   Werth  von  lim  ^^r-r  >    indem 

man  Zähler  und  Nenner  einzeln  differentiirt  und  in  den  Quo- 
tienten der  Ableitungen  x  gleich  a  einsetzt, 

Gleichung  (6.)  führt  zu  keinem  brauchbaren  Resultate,  wenn 
(f'ia)  und  f'{a)  entweder  beide  gleich  Null  oder  beide  unendlich 
gross  werden.  Deshalb  möge  Gleichung  (6.)  durch  die  folgende 
Untersuchung  noch  auf  eine  etwas  andere  Form  gebracht  werden. 

Hillfssatz.      Verschmndet  die  Function   F(x),   die  mit  ihrer 
ersten  Ableitung  F\x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  stetig  und 
endlich  sein   möge ,  für  x  =■  a  und  für  x  =  b,   so  giebt  es  zwi- 
schen a  und  b  mindestens  einen  Werth  von  x  —  er  heisse  5  — r 
für  welchen  F*{x)  =  0  wird. 

Beweis.  Wäre  F*(x)  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  o 
und  b  positiv^  so  müsste  nach  Satz  3  in  §  13  (Seite  74) 
die  Function  F{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  beständig  zu- 
nehmen. Es  müsste  also ,  da  F{a)  =  0  ist ,  F{b)  >  0  sein ,  und 
das  widei-streitet  der  Voraussetzung.  Wäre  dagegen  F'ix)  im 
alle  Werthe  von  x  zwischen  a  und  b  negativ^  so  müsste  nach 
demselben  Satze  F{x)  in  dem  Intervalle  von  a  bis  ä  beständig 
abnehmen.  Es  müsste  also,  da  F(a)  =  0  ist,  F{b)  <  0  sein,  was 
gleichfalls  der  Voraussetzung  widerstreitet. 
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Deshalb  muss  F\z)  in  dem  betrachteten  Intervalle  positive 
und  negatite  Werthe  annehmen.    Es  sei  z.  B. 

r\Tx)  >  0    und    F\x2)  <  0, 

wobei  xi  und  x^  beide  zT\'ischen  a  und  b  liegen.  Da  nun  F\x) 
in  dem  betrachteten  Intervalle  nach  Voraussetzung  eine  stetige 
Function  ist,  so  giebt  es  nach  Satz  14  in  §  8  (Seite  49)  zwi- 
schen xx  und  x^  mindestens  einen  Werth  von  x^  für  welchen 
^\^)  gleich  Null  wiid.  Dieser  Werth  von  a:,  welcher  |  heissen 
möge,  liegt  deshalb  auch  zwischen  a  und  i,  so  dass  die  Grösse 


(7.) 


0  = 


b  —  a 


zwischen  0  und  +1  liegt.    Aus  Gleichung  (7.)  findet  man 

(8.)  |  =  a+0(J  — ö), 

also 

(9.)  F\l)  =  F\a  +  ©(*  —  ii)]  =  0. 

Den  Sinn  dieses  Satzes  kann   man  am  besten  erkennen, 
indem  man  die  Function 

y  =  F{x) 

durch  eine  Curve  geometrisch  darstellt,  welche  die  X-Axe  in 
den  Punkten  A  und  B  schneiden  muss,  wenn  man 

OA  =  a,  OB^b 
macht.     (Fig.  64  und  65.) 

Fig.  04.  Fig.  65. 
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Wenn  nun  die  Curve  (dem  Falle  F'(a)>0  entsprechend) 
im  Punkte  A  steigt  (Fig.  64),  so  muss  sie,  um  die  X-Axe  im 
Punkte  B  wieder  zu  erreichen ,  nachher  fallen,  d.  h.  für  spätere 

18* 
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Werthe  von  x  muss  F\x)  negatio  sein.  Da  nach  Voraussetzung 
F\x)  in  dem  Intervalle  stetig  und  endlich  ist ,  so  muss  bei  dem 
Übergange  vom  Steigen  zum  Fallen  auf  der  Curve  ein  Punkt  P 
mit  der  Absdsse  OQ^l  liegen,  in  welchem  die  Tangente  zur 
X-Axe  parallel  ist,  d.  h.  F\ti  ist  gleich  Null. 

Wenn  dagegen  die  Curve  (dem  Falle  F*{a)  <  0  entsprechend) 
im  Punkte  Ä  fällt  (Fig.  65),  so  muss  sie,  um  die  JT-Axe  im  Punkte 
B  wieder  zu  erreichen,  nachher  steigen,  d.  h.  fiir  spätere  Werthe 
von  X  muss  F\x)  positiv  sein.  Auch  hier  muss  also  bei  dem  Über- 
gänge vom  Fallen  zum  Steigen  auf  der  Curve  ein  Punkt  P  mit 
der  Abscisse  OQ=^t  liegen,  in  welchem  die  Tangente  zdf  X- Axe 
parallel  ist,  d.  h.  jP(?)  ist  auch  in  diesem  Falle  gleich  Null. 

Der  Satz  bleibt  sogai*  auch  dann  noch  richtig,   wie  man 
ohne  Weiteres  erkennt,  wenn  die  Cuive  in  dem  Punkte  Ä  oder 
-B,  oder  auch  in  beiden  Punkten  auf  der  X-Axe  senkrecht  steht, 
wenn  also 
F\a)^±oo^  oder  F'{b)=±oo^  oderi*''(a^=~^^  ^^^ F\b)=±oG^ 

HiilfssatZ  2.  Sind  die  Functionen  (f{x)  und  f{x)  tnit  ihren 
ersten  Ableitungen  (f*{x)  und  f*{x)  in  dem  IniercaUe  von  a  bis 
b  stetig  und  endlich  ^  so  giebt  es  zunschen  a  und  b  mindestetis. 
einen  Werth  von  r,  für  welchen 

.      .  (f'(b)  —  fp(a)  __  (p\x) 

^  ^  fif>)- fiel)  "rix) 

tcird. 

Beweis.    Die  Function 
(11.)     F{.)  =  ^{x)-  y(«)  -j:g]  ~  Jj;]  [/(;.)  -/(a)] 

verschwindet  für  x=^  a  und  x  —  b  und  bleibt  nach  den  Voraus- 
setzungen des  Satzes  in  dem  Intervalle  von  a  bis  b  stetig  und 
endlich,  wenn/(6)  von/(a)  verschieden  ist.  Deshalb  giebt  es 
nach  dem  ei-sten  Hülfssatze  zwischen  a  und  b  mindestens  einen 
Werth  von  x^  für  welchen  F'ix)  vei-sch windet.  Nennt  maa 
diesen  Werth  wieder  £,  so  erhält  man  also 

oder 
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und  wenn  man  i  =  :r  setzt, 


<12a.)  v(^)-y(«)_?^ 


a  -f  Ö(a:  —  «)] 


Diese  Foimel  stimmt  mit  Gleichmig  (26.)  in  §  36  ttberein, 
wenn  man  die  Buchstaben  /  und  x  bezw.  mit  ip  und  z  ver- 
tauscht.   Sie  bleibt  ;auch  dann  noch  richtig,  wenn  ^'{a)  oder 
y(a),  oder  <p\a)  und  f\ä)  unendlich  gross  werden, 

unter  der  Voraussetzung,  dass 

(p{a)  =  0    und  f(ct)  =  0 
ist,  geht  Gleichung  (12a.)  über  in 

/iq^  V{x)  _tp\a+e{x-a)]  _if'{^) 

^     ^^  fix)     /'[«+0(:r-a)J -/'(?)• 

Dies  gilt,  wie  klein  auch  x  —  a  sein  mag,  folglich  wird 

«./(^)      *«/\S) 
oder,  da  |  mit  x  zugleich  sich  dem  Grenzwerthe  a  nähert, 

(14)  lim^  =  lim^^. 

Diese  Gleichung  geht  ohne  Weiteres  in  Gleichung  (6.)  über, 
wenn  €f>*{a)  undy*(a)  nicht  beide  gleich  0  sind  oder  nicht  beide 
unendlich  gross  werden. 

Aus  Gleichung  (14.)  findet  man  sogleich,  dass  man  das  an- 
gegebene Verfahren  noch  zum  zweiten  Male  anwenden  muss, 
wenn  auch 

(15.)  ip\a)  =  0    und  f\a)  =  0 

ist.    In  diesem  Falle  wird  also 

Wird  anch  noch 

(17.)  y"(«)  =  0   und  /"(a)  =  o, 
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SO  wendet  mau  dasselbe  Verfahren  auf  lim $777-^  an,  indem 
man  Zähler  und  Nenner  einzeln  dilferentiirt,  und  erhält 

Kommt  man  hei  Fortsetzung  dieses  Verfahrens  zu  einem 

Bruche,  der  flir  lim  o^  =  a  nicht  mehr  die  unbestimmte  Form    - 

0 

hat,  so  ist  die  Aufgabe  gelöst.    In  diesem  Falle  ergiebt  sich  die 

allgemeine  Regel:  /«/ 

^         \  /(«)  =  0,     /'  (a)  =  0,    r  («)  =  0, . .  .ß-^Ka)  =  0, 
so  ist 

(20  )  lim^^  -lim  ^^^^  =  ^55^^^. 

Bei  dieser  Herleitung  dürfen  lim  ^^*'\z)  und  Iim/^*X*)  ^»uch 

unendlich  gross  sein.  Macht  man  aber  die  Voraussetzung,  dass 
die  Functionen  (f{x)  und  f(x)  mit  ihren  ersten  n  Ableitungen 
ste(i(/  und  endlich  bleiben  für  alle  Werthe  von  x,  deren  üuter- 
schied  von  a  beliebig  klein  ist,  so  kann  man  dasselbe  Resultat 
auch  durch  Anwendung  der  Tay/or'schen  Reihe  finden.  Nach 
Foimel  Nr.  50  der  Tabelle  ist,  wenn  man  n  +  1  mit  n  vei-tauscht. 

(21.)    /(:r)  =/(«)+ -^j^-^  (a: -«)  + -^ 

{n  —  1) !  ^  ^  7i\  ^ 

ebenso  findet  man 

(22.)     ^i^)=.^ia)+^(^-a)+^{z-af  +  .-- 

(«  —  1) !  «I 

Wenn  aber  die  in  den  Gleichungen  (19.)  angegebenen  Voraus- 
setzungen gelten,  so  reduciren  sich  diese  Gleidiungen  (21.)  miJ 
(22.)  auf 


^•(,)^y^lfi±4(^zLiO]o 


(2 1  a.)  fix)  =  -^ '—^ ^^  (x ^  «)«, 


n! 


y  (-g)  _  y'"^  [a  +  &i{x  —  a)\ 
/(x)~/i-)[a  +  ®(a:  — a)] 
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(22a.)  y(^)^yn«+®|(^-«)J(^ -„).., 

folglich  ist 

(23.) 

und 

ein  Resultat,  das  mit  Gleichung  (20.)  übereinstimmt. 

Bei  dieser  Untersuchung  ist  die  Voraussetzung  gemacht, 
dass  man  die  Ableitungen  von  (f{z)  und  f{x)  bilden  kann, 
namentlich  aber,  dass  a  ein  efidlicher  Werth  ist.  Diese  zweite 
Voraussetzung  darf  auch  wegfallen;  denn,  wenn  a  unendlich 
gross  wird,  setze  man 

(25.)  ^  =  T'     also     ^  =  -» 

'  t  X 

dann  wird 

(26.)  lim  '^p:  =  lim  '^f^  • 

Da  nun  aber 

ist,  so  findet  man,  auch  wenn  man  t  als  die  unabhängige  Ver- 
änderliche betrachtet,  nach  der  angegebenen  Kegel 

(.>7)  lim  5^  -  lim  2^ . 

Dabei  muss  man  die  Functionen  (p*{x)  und/'(:r)  zunächst 
für  endliche  Werthe  von  x  bilden  und  dann  x  unendlich  gross 
werden  lassen. 

§  59. 

Uebungs-Beispieie. 

x^  —  a"       ,.     nx^ 


1)  lim =  lim  -— —  =  na' 

x=a  x  —  a  1 
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^.  ,.    X  —  sina?     -.     1— cosa:      0 

2)  lim r —  =  hm  — r-s —  =  - » 

,.     1 — cosa;     ,.    sina-      0 

,.     Sina:       ,.     COSa:         1 

3)  lim.^:=il  =  lim  fll^Zl*!L*  =  Xa-U  ==  l(^). 

^.  ,.     1  —  x^      ,.    — ms^"^      m 

4)  Imi :; =  Imi -—  =  —  • 

^  *^i  1  —  x^  — «a"~        n 


5)  lim?!-^^— =:liin^l±-^'=2. 

1 

—  COSa? 


6)  lmi-2 : —  =lmi — =  —• 

x«o   X  —  smar  1  —  C0S.r  0 

Nun  ist  aber 

1  1  —  COS^a-  (1  —  COSa:)  (1  +  COSar  +  COS^Jr) 

COS^a;  COS^a;  COSV 

folglich  wird 

,.     tga-  —  sina:       ,.      1  +  COSa:  + COS^a: 

lim  -2 ; —  3=  hm  — « =  3. 

x=o   X  —  sma?  COS^'a: 

7)  Ihn  ,,  f,      ,^ —  =  Um =  lima:"  =  a". 

^  r^a  l(a:")  — l(a«j  ^ 

X 


,,.     ,.     arcsma;      ,.    Vi  —  r« 

8)    hm =  hm  ~ — ; =  1. 

x=0  X  1 

Die  Aufgabe  8  findet  folgende  geometrische  Anwendung. 
In  der  Integral-Rechnung  erhält  man  für  die  Oberfläche  des 
Körpers,  welcher  durch  Rotation  der  Elhpse  um  die  grosse  Axe 
entsteht,  den  Ausdnick 

(1.)  F^  2i%+  ?2!*Iarcsm(0, 

oder,  wenn  man  -  =  a;  setzt, 
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(1  a.)  Jr  =  2b^n  -f  2aon  • 

^  X 

Wenn  nun  die  Ellipse  in  einen  Kreis  übergeht,  wenn  also 


wird,  so  geht  das  Rotatiom-Ellipsoid  in  eine  At/^^Z  über,  und 

das  zweite  Glied  in  dem  Ausdruck  fiir  F  erhält  die  Form  -• 

Bemitzt  man  aber  das  soeben  gefundene  Sesultat,  so  ergiebt 
sich  für  die  Oberfläche  der  Kugel  aus  Gleichung  (la.)  der  be- 
kannte Ausdruck 


9)    ll„,'('+'-)-'<'-')=Uin'  +  '-     '-'=2. 

Auch  dieses  Resultat  findet  eine  geometrische  Anwendung. 
In  der  Integral-Rechnung  erhält  man  für  die  Oberfläche  des 
Körpers,  welcher  durch  Rotation  der  Ellipse  um  die  kleine  Axe 
entsteht,  und  welcher  Sphäroid  genannt  wird,  den  Ausdruck 

.V      ^     «  9      .    «*^'   /ö+A       ^  o      .  lo     1(1+^)  — 1(1— a:) 

(2.)     F=2a^Ti'i 1— ^)  =  2a%  +  ^'^  ^^ -' 

^  e      \a — e/  x 

wenn  man  wieder -mit  x  bezeichnet.    Geht  nun  die  Ellipse  in 

a 

einen  Kreis  über,  wird  also 

a  =  bj     e  =  0,     X  =  Oy 
so  geht  das  Sphäroid  in  eine  Kugel  über,  und  das  zweite  Glied 

in  dem  Ausdrucke  für  jF'  erhält  die  Form  -.    Benutzt  man  aber 

das  soeben  geftindene  Resultat,  so  ergiebt  sich  für  die  Ober- 
fläche der  Kugel  aus  Gleichung  (2.)  der  bekannte  Ausdruck 

F  =  4o%. 

ar"  —  1  nx^^^ 

10)    lim 7  =  lim  — - —  =  n. 

x^\    X  —  1  1 

,.     x^  —  nx-\'n  —  1      ,.    nx^-^  —  n 

=  lim  "^-  ~^)^"~*  =  *'^"  ~  ^^ 
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Die  beiden  letzten  Aufgaben  10  und  11  finden  Anwendung 
in  der  Rentenrechnung.  Bezeichnet  man  nämlich  mit  By  den 
Baarwerth  einer  Leibrente,  die  einer  Person  im  Alter  von  y 
Jahren  am  Anfange  eines  jeden  Jahres  ausgezahlt  wird,   und 

mit  i2/"'^den  Baarwerth  einer  Leibrente  von  gleichem  Betrage, 
die  derselben  l^erson  aber  in  n  Quoten  am  Anfange  eines  jeden 
n'^'  des  Jahres  ausgezahlt  wird,  so  ist 

wobei  der  Zimfactor  r  durch  die  Gleichung 

( 4.)  100  r  =  100  +  Procente 

erklärt  wird.    Der  in  Gleichung  (3.)  gegebene  Ausdruck  für 

Ry^^  ist  für  die  numerischen  Berechnungen  sehr  unbequem; 
deshalb  benutzt  man  gewöhnlich  einen  Näherungswerth,  den  man 
erhält,  indem  man  den  Zinsfactor  r,  w^elcher  so  wie  so  von  1 
wenig  verschieden  ist,  gleich  1  werden  lässt.  Setzt  man  dann 
noch 

(5.)  r  =  :z;**,     also     -|/ ?•  =  :r, 

SO  wird 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  in  den  Aufgaben  10  und  11  gefun- 
denen Resultate 

(0.)  Ihn  Ä/"^^=i?y-^^. 

Eine  genauere  Untersuchung  zeigt,  dass  dieser  Näherungs- 
werth von  dem  wahren  Werthe  selir  wenig  verschieden  ist. 

12)     hm -,  -—  hm      '\ —  =  --, 

hm  ^^ zr-^ r—  =  hm  — - — ^ 5 =  —  2. 

— 1  +  ^~  — ic~ 
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**  oo 


J-SÄ« 


V:r«  — ü« 


,.    Va:*  —  a»  +  ya-(a'  +  a)      l/2a«  1 

=  lim  — -  -  -    -  'V— ^^     '  /—  ^^  — 7^^^* 

2a:y.r  2a  K^/        y2a 

In  diesem  Beispiele  werden  ff'{u)  und  f'{a)  beide  unendlich 
gross;  es  ist  aber  in  §  58  ausdrücklich  liervorgelioben  worden, 
dass  die  angegebene  Regel  auch  in  diesem  Falle  noch  richtig 

bleibt. 

,.,    ,.    1  —  cosa:     ,.  sina:  0 

14)    lun r-s-  =  lim     - .- - —  — .-  -—  =  ---. 

^     x=o  cosa:sm^r  —  sm^x  +  2  sm  x  cos^  x      0 

Nun  ist  aber 

sinar 1 

—  sin*x+  2 sin x  cos^x  "~  —  sin^jr  +  2  cos'a: ' 

folglich  wird 

,.     1  —  cosa:       1 

lim r-^  =  — 

zrro  cos  X  ^rn^x      2 
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(VergL  die  Formel -Tabelle  Nr.  81.; 

Werden  die  Functionen  (p{x)  und  /(.r)  beide  für  x  gleich  a 
unendlich  gross,  so  wird 


lim  Ö'^  ^  -?. 


Um  den  Grenzwerth  zu  eimitteln,  dem  sich  in  diesem  Falle 

<f'(x)       , 

^fTT—:  nähert,  setze  man 

(1.)  y(:r)  =  — p-^j     also     (pi{x)  =  - 


(fi(x)  ^  (f{x) 

dann  folgt  aus  y(a)  =  oo  und  f(a)  =  oo 
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(3.)  yi(o)  =  0    und  /,(«)  =  0, 

und  man  erhält 

(4.)  UTn|/^)  =  lim=^;  =  ^, 

d.  li.  man  hat  diese  Aufgabe  auf  die  in  §  58  behandelte  Auf- 
gabe zurückgeführt.    Unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  ^1^ 

für  2;  =  a  einem  bestimmten,  endlichen  (oder  unendlich  grossen) 
Grenzwerthe  A  nähert,  ergiebt  sich  nach  der  damals  gefundenen 
Begel 

Nun  ist  aber 

folglich  wird 

f{xy  (p'{x)  (f{x)         lf{x)] 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (5.) 

{6a.)  ^=-4Mim'^^. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  A  von  0  verschieden  ist, 
kann  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  durch  A^  dividiren  und 
erhält  dadurch 

(7.)  —  =  lim^-7^» 

^  A  ^\x) 

odei* 

Es  gilt  hier  also  dieselbe  Regel  wie  bei  den  Ausdrücken, 
welche  an  der  Grenze  die  Form  ~  annehmen ,  d.  h.  man  findet 

den  Wei-th  von  lim  77^?   indem  man  Zähler  und  Nenner  ein- 

zeln  difterentiirt  und  in  den  Quotienten  der  Ableitungen  x  gleich 
a  einsetzt. 
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Diese  Eegel  bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  A  den 
WeiHi  0  hat.    Denn,  wenn  man  in  diesem  Falle  den  Ausdruck 

/qx  ,  ,  <]r(^)_/(^)  +  y(^) 

^  ^^  ^^ly)--     f(x)    ' 

betrachtet,  so  erkennt  man,  dass  er  für  2;  gleich  a  wohl  die 
Fonn  ^  annimmt,  aber  einen  WeiUi  hat,  der  von  0  verschieden 
ist.  lian  darf  daher  die  eben  ausgesprochene  Regel  anwenden 
und  erhält 

odei' 

folglich  ist  auch  in  diesem  Falle 

(11)  lim  ^^  =  lim  ^^^• 

Werden  /'(a)  und  y'(a)  beide  gleich  0 ,  oder  werden  sie 
beide  unendlich  gross,  so  findet  man  durch  nochmalige  An- 
wendung derselben  Regel 

(12)  hm  ^-^  =  Imi  ;t7^(  ==  lun  5;7H 


und  kann  so  fortfahren,  bis  sich  ein  bestimmter  Werth  ergiebt. 

Auch  hier  darf  die  Grösse  a  unendlich  gross  werden,  wie 
man  durch  die  in  §  58  ausgeführte  Untei*suchung  zeigen  kann. 


§  61. 

Uebungs-Beispiele. 

5 

,N     r      tg(5a:)       ,.     COS^Ör)  _         5C0S^  _  0 

*     2  COS^j; 

,.      öcos^a:        ,.         —  lOcosarsina;  ,.      sin(2a:)        0 

lun  — «TT-T  =  um  — -— - — ,-  .    .   ,^  :  =  lim  .   /, ^  ^  =  -zri 
cos^(5a:)  —  10cos(5z)sm(5z)  sm(10Ä:;       0 
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oo 


,.      sin(2a;)  _„      2cos(2a;)    _  —  2  _  1 
Sill(10;r)  ~   ™  10cos(10ar)  ~  -  10  ""  5 ' 

2)  lim  ■^=lim  — =  0. 

3)  lim  —  =  Hm  — ;^  =  lim  —^  =  0. 
i)     lim  —  =  —  • 

x=oo  «*'  OO 

Zunächst  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  n  eine  positive 
ganze  Zahl  ist.     Dann  wird 

T**       ,.     «a:'*~*        oo 


lim  —  =  lim 


e^  «*  oo 

wenn  «>  1  ist; 

hm  — ■—  =  lim  - ~- — 

Dieser  Ausdruck  wird  entweder  gleich 


'i(^^ii)  =  0, 


oder    — 

oo  oo 


jenachdem  7i  gleicli  2  oder  grösser  als  2  ist.  um  die  Aufgabe 
allgemein  zu  lösen,  muss  man  Zähler  und  Nenner  n  Mal  diflferen- 
tiiren  und  erhält  dadurch 

hm  --  =  hm  --  =  —  =  0. 

e^  (r        oo 

Dasselbe  Resultat  findet  man  auch,  wenn  /»  eine  positice 
gebrochene  Zahl  ist;  denn  in  diesem  Falle  hegt  n  zwischen  zwei 
ganzen  Zahlen  k  —  1  und  /j,  so  dass 

k — 1 <n<k 
wird,  folglich  ist 


X 


n 


lini-r  =lim — z —  =hm 
oder 


e'  e^ 


Iim--:  =  hm— •  -j—  =lim--:-  lim-j 


e 


J  ßX       ^k-n 


p/    x^-*'  e'  x^-  " 
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Nun  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

lim^=0 


und,  da  ife  —  n  positiv  ist, 


1™  -ITTn  =  0» 


folglich  ist  auch 


.    x"" 


lim  —  =  0. 


Der  Sinn  dieses  Resultates  ist  der,  dass  für  hinreichend 
grosse  Werthe  von  z  die  Exponential  -  Function  ^  noch  grösser 
wird  als  jede  beliebig  hohe  Potenz  von  x, 

5)     lim  —  =lim — — T=lim — -==  — =0; 

x=:oo  T  war**"*  f?a:"        oo 

dabei  ist  nur  vorausgesetzt,  dass  n  positiv  ist,  im  Uebrigen  darf 
n  beliebig  klein  sein.  Der  Sinn  dieses  Resultates  ist  dann  der, 
dass  l:r  für  hiiu'eichend  giosse  Werthe  von  x  zwar  selbst  beliebig 
gross  wird,  aber  doch  noch  kleiner  bleibt  als  jede  beliebig 
niedrige  Potenz  von  x. 

Setzt  man  »  =  — »  so  nimmt  für  positive  Werthe  von  m 
das  soeben  gefundene  Resultat  die  Foim  an 

!•         1^ 

hm  — ^  =  0. 

X—C30^X 


_,     ,.       MX%x)         — CX5                 sm:rcosa; 
6)    hm ..;  %\-,  = ^  hm 

x=o  l[tg(3:r)]       —  oo  3 


sin  (3a:)  cos  (3a:) 

,.     sin(3a:)cos(3:r)      ,.     sin(6;r)        0 
=  hm     ^^  .  ' — ^^ — -  =  hm ,,  .  \,  \  =  --- ? 
3smxcosa:  3sin(2aT)       0 

,.     sin(6z)       ,.     6cos(6a:)        6 
3sni22:)  Gcos(2.r)        6 
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_.      ,.        Ix         — oo  rr  _.     — sin*J:        0 

7)    lim- —  = ==liin --=lim =  — 

x^oCtgz  oo  1  X  0 

lim =  hm ; =  --  =  0. 

X  ■  1  1 


> 


§  62. 

Ausdrucke  von  der  Form  0 .  eo . 

Bei  den  Ausdrücken,  welche  an  der  Grenze  die  Fonn  0 .  oo 
haben,  kann  man  die  Bestimmung  auf  einen  der  beiden  vorher- 
gehenden Fälle  zurückfüliren.    Wird  nämlich 

(1.)  y(ö)  =  0,    /(a)  =  oo, 

SO  setze  man  wieder 

(3.)  /(^)=j;^.    also    /.(^)=y=^> 

dann  ist 

(4.)  (fi{a)  =  oo,    /i(a)  =  0. 

Deshalb  Avird 

ein  Ausdruck,  der  für  a:  =  o  die  Form  —  annimmt ;  und 

(6.)  y<-)-/(-)  =  .7if) 


wird   ein    Ausdnick ,    der    für  x  =  a  die  Fonn   —  annimmtn 
Daraus  ergiebt  sich  die  Regel:  Man  bri?iffe  den  Ausdruck  auf 

die  Form  —  odei'  auf  die   Form  ^  und  behandle  ihn.  wie  in 

§  58,   bezw.  in  §  60  angegebeyi  worden  ist. 
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§68. 

Uebungs-Beispiele. 

X  1 

1)  lim(a!.ctgx)  =  liinT--=lim— —  =  1. 

COS*a: 

2)  lim  («  —  a)  PC«  —  a)]«  =  0 .  oo, 


üm(x-a)LK^-a)]«  =  lim|[^:^  =  5. 


2\{x—a)     ^ 


1 


_  2liin  J^^^J  =  -  21m -7!=^  =  +  2lim(:r  -  «)  =  0. 


_)=0.c«  =  lim-— ;^  =  ö' 

^«^<t)  2 


^Kt) 


Noch  etwas  einfacher  hätte  man  diese  Au%abe  in  folgen- 
der Weise  behandeln  können.    Es  ist 


.    .    /xn\ 
(^_l)sm(^— j 


x—1         0 


■    ^  cos(^l  cosf-^) 


(xn\ 


\2  / 


4)    lim2'tg(J)=oo.O. 

Kiepert,  SUEgrentUl-Beehniuig.  19 
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Die  Lösung  dieser  Au^abe  wird  einfacher,  wenn  man 

a 

y  —  2* 

als  Veränderliche  einfährt.    Dadurch  wird 

2*  =  -     und     limy  =  0, 
y  x=oo 

also 

«CO    ^V2V     j^oy^^  y        0 

lim  — ^  ^  =  lim  — r-  =  a. 
y  cos*y 

5)     lima:(yr  —  1)  =  lim  — - —  =  - ?  wo  <  =  -gesetzt  ist, 

f* — 1  r*\r 

lun  — - —  =  hm  — -  =  Ir. 

Von  diesem  Resultate  kann  man  wieder  eine  Anwendung 
machen.    Nach  Gleichung  (3.)  in  §  59  war 

(1.)     EJ^L-'/I^^R,-!^.  r-n^+u-y 
^    '        ''  ««T/r—'V-j/T— 1/  »*  (i^r— 1)« 

oder,  wenn  man  »  mit  x  vertanscht, 

aa)  R  (f ) _  V^{r -  IfB,       V-r\r -  1  -x{V^-  1)] 

r[x(-^r-l)]*  [<fr-l)]« 

Wird  nun  die  Zahl  x  immer  grösser  und  schliesslich  un- 
endlich gross,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  darauf,  dass 

lima:(y^ —  1)  =  \r 

«=oo 

wird, 


§  64. 

Ausdrücke  von  der  Form  oo  —  eo. 

Wird 

(1.)  y(a)  =  oo     und    f(a)  =  oo, 

80  nimmt  der  Ausdruck 
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y(«)— /(^) 

tXv  x  =  a  die  unbestimmte  Form  oo  —  oo  an.    Der  wahre  Werth 
dieses  Ausdruckes  kann  wieder  dadurch  ennittelt  werden,  dass 


(3.)  /W  =  ^/~s'     also  /i(«)=     ^ 


MxY    -"  ■'''■''     f(z) 
setzt.    Dann  wird 

(4.)  r«(«)  =  o.  /i(«)  =  o, 

und  man  erhält 

/-  ,  ^/^N      ^/^N  _      1  1     _  /i(g)— yi(a;) 

<5. ,  y(.)  -/(x)  _  -^^ - ^^^  _  y,(,)._^,(,^- 

Dies  ist  aber  ein  Bruch ,  welcher  für  ar  =  a  die  Form  — 

annimmt  und  nach  der  in  §  58   angegebenen  Regel  bestimmt 
werden  kann. 

Mitunter  gestaltet  sich  die  Umformung  noch  etwas  einfacher, 
wie  es  die  folgenden  Beispiele  zeigen  werden. 


§  65. 

Uebungs -Beispiele. 

,.     ,.     /     2               1     \                           ,.     —T  +  1       0 
1)    hmf  -0 — )  =  oo  —  oo  =  lun  "2 r-  =7r 


,.     — x+l        ,.     1  1 

hm  — 5 — r-  =  um  ——  =  —  — 

x^  —  1  2x  2 


^x     1.     /     a:             1\                             ,.     Xix — x+1       0 
2)      Imil  -— —  )=  oo  —  oo  =lim-7 rT-|—  =- 

^     x^i\x  —  1      \x/  {z  —  l)\x       0 

,.     xlx — x+l       ,.      \x+l  —  1        ,.             Ix  0 

lmi-7 -= —  =  hm,- :  =  hm, — — rr  =  77 

{x — l)l:r  la:+l — ar-»  lar+l — x   *        0 

,.  x^^  1-         ^  1 

=  hm  — :-; — o  =  hm  — r-7  =  ~ 
x-^+x-^  x+l       2 

19* 
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3)       limf-: |=oo  — oo=li 


..    X — sina:      0 
lim       .  —  =  — r 
x%\Six         0 


-.     X  —  smar       -.        1  —  COSar  0 

lim -. =  lim  -, ; =  — 

x^Wix  Sina:+a:COSx       0 

,.  sina;  0 

=  lim;; : —  =  —.=  0. 

2cosar — A-gma:       2 


4)    lim(-r-5 5.)=oo  — oo=li 

^    x=o\sm*5J      x^J 


,.     t^  —  Sin^a:       0 

IlTTfl . =  —  t 

Ä*sin*x        0 


,.     x^  —  sm*a:      ..  2a:  —  2sinrC0Sa:  0 

lim  — s-r-s —  =  Imi  - — 7-5 — .  ^  g  . —  =  — » 

a:%m*T  2a:sm*j:  +  2x*sma:C0Sa:       0 

oder,  wemi  man  2a;  gleich  y  setzt, 
,.    a?2  —  w^x     ,.  4y  —  4siny 

Jim  r-r-s =  lim  -; ; ; 5-: 

r=o    ar^sm^a:        y«o  2y  (,1  —  cosy;  +  y*smy 

_  jjjj^ 4(1— cos//) 0^ 

2(1  —  cosy)  +  4y  siny  +  y*  cosy       0 

4  siny 0^ 

6 siny  +  6y cosy  —  y^ siny  "  0 

4  cosy ^  —  JL 

12  cosy  —  8y  siny  —  y^cosy  ~~  12  ""  3 


=  lim 


=  lim 


Häufig  wird  man  bei  Behandlung  der  Ausdrücke,  welche 

für  a:  =  a  die  unbestimmte  Form  — »  — ?  0 .  00 ,   oder  od  —  cx> 

0    00 

annehmen,  am  schnellsten  zum  Ziele  kommen,  indem  man  sie  so 

umformt,  dass  sie  für  a-  =  a  die  Form  -r-  erhalten,  dann  Zähler 

und  Nenner  mit  Hülfe  der  Tay/or'schen  Reihe  nach  steigendea 
Potenzen  von  x  —  a  entwickelt  und  durch  eine  möglichst  hohe 
Potenz  von  x  —  a  dividiit. 

Für  die  letzte  Aufgabe  erhält  man  z.  B. 

x^  —  sin^a:  =  (a:  —  sina?)  (x  +  sina:) 

(X    .   cfi       7?    ^  V        X       7?    ,  \ 

"-ü  +  3!- 5!  +  — -A^  +  Ti— »!.+— •) 

=Ki-S+--)(-l+--> 


x^ 
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xH\xfx  =  ^(yj  —  3;  + )  =  ^(1  —  3?  "• ■)  ' 

Dies  giebt 


also 


§  66. 

Ausdrucke  von  der  Form  0®,  oo®,  r. 

Nimmt  der   Ausdruck   [y(a:)y^*^  für  x  gleich  a  eine  der 
Formen 

0^     ooo,      1«> 


an,  so  setze 

man 

(1.) 

if,  (a:)]-^^')  =  w, 

dann  wird 

(2.) 

\u—f(x).\if{x\ 

also 

(3.; 

w  =  ^/(*).iv(«). 

Ist  nun 

/(a)  =  0,     y(a)=0, 

so  wird 

lim/(ar)  .  \if{x)  -  0  .  (—  c>o;; 

ar=/i 


ist 

so  wird 

ist  endlich 
so  wird 


/(«)  =  0,     y(a)  =  oo, 
lim/(a:)  .  \if'{x)  =  0  .  oo ; 

/(a)  =  oo,     tp(a)  =  1, 
lim/(ir)  .  ly(ar)  =  oo  .  0. 


Tsstt 
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um  den  Werth  von  limu  zu  eimittehi,  braucht  man  nur 
den  Werth  von  lim(lu)  zu  berechnen,  der  zunächst  die  unbe- 
stimmte Foim  0 .  (+  oo)  hat  und  sich  deshalb  nach  den  An- 
gaben der  vorhergehenden  Paragraphen  behandeln  lässt. 


§  67. 

Uebungs-Beispiele. 

1)    lim(a*)  =  0^ 

limlw  =  liml(«*)  =  limfarla:)  =  lim  — z  = 


=  lim ö  =  — lim  TT  =  0, 

folglich  ist 

lim«  =  lim(a:*)  =  c»  =  i. 

2)    lm{x'^')  —  0^ 

ar=0 

liml w  =  ^m\(x^')  =:  lim(sina:l.r)  =  lim ,  .  '\  ,  = 

^        ^  ^  ^  (sma:)-^        oo 

,.          X                ,.     sin*a:        0 
=  lim = — lim =  — 

COSiC  arcosa:       0 

sin*:r 

,.       2sina;cosa:         0 
=  — lun : —  =  --  =  0, 

COSa: — :rsm:r        1  ' 

folglich  ist 

lim«  =  lim(a:"'^*)  =  ^jo  =  i. 


9),    ]im(x'^''")  ^  0\ 


limltt  =  lim(  ,     •  la;)  =  lim  ,  ,  f;     =  ^^^^ 

\4+21:c        /  4+21a:        — oo 

■mm  X  %m  Ö  O 

=  lun^  =  lim-  =  -, 


lim«  =  limVa;*+*'7=  «*  =  l/r». 
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4)     lim  VxV  =  oo". 

XsszOO 

limltt  =  limf — la: )  =  lim  —  =  — 

\x      /  a;        oo 


=  lim—  =  lim—  =  0, 

1  X 


folglich  ist 

5)    lim  y  —  =  lim«    "  =  oo<>. 


fl=00 

limltt  =  — 2lim —  =  —  2lim  — =  0, 

n  n 


folglich  ist 


Km«  =  lim  V -j^  =  6?^  =  i. 

fls=00 


Die  Bestimmung  dieses  Ausdruckes  war  in  §  46  (Seite  199) 
erforderlich. 

6)  lim  [(ctga;)"'»*]  =  oo^ 

r     1  r    r  •       i/  ^      M        r      1  (COS  x)  —  l(sin  a:)        oo 

limltt  =  limlsmarlfctga:)]  =  lim  -^ — -j-^ — ^^^ =  — 

sina;      COS2: 

,.  cosa:      sin^  sina;        0 

=  hm  — -r-' — r— 5 =  lim  — 3—  =  t-  =  0, 

—  (smarj-^cosa:  COS^a:        1  ' 

folglich  ist 

limw  =  lim  [(ctga:)»^^]  =  «0  =  1. 

7)  Hm(l+^r  =  l**. 

JTsO 

limltt  =Um-l(l  +  a:)  =  lim  !Ü±^)  =  i 

X  X  0 

1 


,.     1  -f  ar       ^ 
=  lim — ; —  =  1, 


folglich  ist 


1 


lim  tt  =  lim(l  -f  a;)'  =  «*  =  «. 
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8)    lim  A  +  — y=  1~. 

Diese  Aufgabe  wird  auf  die  vorhergehende  zurückgeführt, 
indem  man  x  mit  —  vertauscht. 

X 

Man  beachte,  dass  in  §  11  (Formel  Nr.  13  der  Tabelle)  die 
Zalil  e  durch  die  Gleichung 

c  =  lim('l  +  -Y 

n=soo\  W/ 

erklärt  worden  ist. 


9) 


-7)  j=- 


liml«  =  limtg  (g)  1  (^V^)  =  lim 


2a — ^*\  _  V     l(2a  —  x)  —  la  _  0 


,.  *■  © 


,.            2a— a:         2a,.  \2a/       2 

=  lun =  —  Imi  —    ^— ^  =  — 

TT  TT  2a X  TT 


2asin«(g) 


folglich  ist 


lim«  =  lim 


_2 


Bemerkungen. 

1.   In  vielen  FäUen  kann  man  Grenz -Ausdrücke  von  der  Form 


0 
Ö 


oo 

oder  rr  dadurch  eimittehi,  dass  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruches, 


bevor  man  den  Grenzwerth  von  x  einsetzt,  durch  einen  passenden  Factor 
dividirt.    So  ist  z.  B. 

1— cosjT      1 — cosa: 1  —  oosa; 

sin^x         1  —  cos*j:  "~  (1+cosjr)  (l  —  cos«) ' 

folglich  wird 

,.^1~C08X  11 

um — :-- — «hm-—; — -ö" 

isao    srn^jc  1  +  cosr        2 
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2.  Zu  demselben  Besoltate  hätte  man  auch,  wie  schon  oben  hervor- 
gehoben ist,  durch  Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  »  ge- 
langen können.    Nach  den  Formeln  Nr.  54  und  55  der  Tabelle  ist  nämlich 

dien  giebt 

1       «2 

1  — cos«  2!"~4^["' 


sin^ 


tt-i;+--) 


folglich  ist 


Hmlzi22ÜL=  ^ 


§  68. 

Zusammentreffen  unbestimmter  Formen. 

Die  Grenz- Ausdrücke,  welche  eine  unbestinmite  Fonn  haben, 
sind  durch  die  behandelten  Fälle  noch  nicht  erschöpft;  die  an- 
gegebenen Regeln  reichen  aber  zui*  Erledigung  der  noch  übrigen 
Fälle  aus,  die  im  Wesentlichen  nur  Combinationen  der  bereits 
besprochenen  Grenz  -  Ausdrücke  sind,  wie  die  noch  folgenden 
Beispiele  zeigen  sollen. 

,.    ,.    /sinarv«      /0\~ 
Nun  ist  aber 

,.     sina:       ,.     COS;r 

hm  — -  =  Imi  -; —  =  1 , 

T-ü     ^  1 


folglich  ist 


iniM  =  lim  y — -  j    =  1 


lim 


oo 


und 
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r^  0 

2^  2a;2sma:  0 

=  lim,       -^«i^^ ^lün -s^^         ^  0 

^xsino'  +  'Zx^cosz  ^sinx+2xcosx      o 


=  lim 


—  cosa;  1 


6C0S:r — 2a:  sin  2:  6 

dies  giebt 


\    Z    /  »/T 


1 


V' 


2)  iimpi^r=r~Y. 

.r=ooL     ^     J  \CO/ 

Hier  ist 


1 

,.     Vax)      _.     :r 

hm -5^-^  =  lim  —  =  0, 

X  1 


folglich  ist 


Iimw  =  limr^^l'=Oo, 
liml«  =lim  ÄfiziL?^  —  ^ 

X  00 

1     1_2 

=  lim  \1^!±J1 f  =  lini  1-lM  ^  zif? 

1  xl(ax)  cxD 

l  +  l(a^)      x[l+l{ax)]        00    ~^» 

dies  giebt 

i 

lim«  =  lim[ör=«o==i. 
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3)      lim   ^  ^ = rr 

Kttn  ist  aber  nach  Aufgabe  7  in  §  67 

1 


\\m{l+x)'  =^, 


a-«=0 


folglich  ist 

X                0  1 

V        t4 1(1  +  *) 

*  1  +  .r        \     I      /            Q 

=  lün(l  +  ^)     lim — -^ "^^'Ö 


=  tf  lun  ^^ — ■ — ^— ■ —  =  tf  lim 


2j'  2x{\+xf 


,.         —  1  e 

==  e  lim  TT.-—,  "T?  =  —  ^' 
2(  1  +  :r)*  2 


VIII.  Abschnitt. 

Differentiation  der  nicht  entwickelten 

Functionen. 

§  69. 

Differentiation  einer  Function  von  der  Form  F{u,  v). 

(Vergl.  die  Fonnel-Tabelle  Nr.  82—86.) 

Ist  z  eine  Function  von  zwei  Veränderlichen,  ist  z.  B. 

(1.)  zz=Su^  —  luH  +  llut^  +  2f:», 

SO  wird  sich  z  im  Allgemeinen  schon  verändern,  wenn  sich  niu 
u  verändert,  während  v  constant  bleibt,  oder  wenn  sich  nur  r 
verändert,  während  u  constant  bleibt.  Man  kann  also,  wenn  z 
in  Bezug  auf  u  eine  stetige  Function  ist,  in  derselben  Weise  wie 
bei  Functionen  von  ^«cy- Veränderlichen  AenDiferenzen-Quotienfen 
bilden,  dessen  Grenzwerth  dann  für  verschwindend  kleine  Werthe 
von  Ju  den  Differential- Quotienten  oder  die  Ahleiiang  liefert. 
In  diesem  Falle  bezeichnet  man  aber  die  Ableitung  nicht 

dz  öz 

mit  --j-  >  sondern  mit  ^  und  nennt  sie  „die  partielle  Ableitung 

von  z  nach  w".  weil  man  bei  dieser  Operation  nur  u  als  Ver- 
änderliche betrachtet  und  dadurch  die  Veränderlichkeit  der  Func- 
tion z  beschränkt.    In  dem  vorliegenden  Falle  wird  also 

dz 
(2.)  -5-  =  9m2  —  14mc  +  llü«. 

du 

Mit  demselben  Rechte  kann  man  z  so  differentiiren ,  dass 
man  v  als  die  einzige  Veränderliche  und  u  als  eine  ConUante 
betrachtet.    In  dem  vorliegenden  Beispiele  wird  daher 

dz 
(3.)  —  =  —  7w2  +  22wt;  +  6v^. 
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Wie  man  also  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle  die  Ableitung 
einer  Function  y  =f{x)  von  einer  Veränderlichen  durch  dife 
Gleichung 

dt/      y     fix  -h  Jx)  —fix) 

(4.  -f  =  lmi^-^^ -T- — ^ — 

^      '  dx       jr^  Jx 

erklären  kann,   so  kann   man  die  fariieüen  Ableitungen  einer 
Function  von  zwei  Veränderlichen  durch  die  Gleichungen 


(5.) 

(6.) 
erklären. 


dz      ,.      Fiu  +  Ju,  v)  —  JFT«,  v) 
■^-  =  lim ; 

dz      ,.     Fiu.V'ir  Jo)  —  F(u,v) 
«-lim  _A_i -L ^ — L 


1)  z  =  ud; 


u 

2)  «=-; 

'  V 


3)*  =  l(^)=l«-lr; 


4)     z  = 


Beispiele. 

dz 
du 

». 

dz 
dv 

=  u. 

dz 
du^ 

1 

0 

dz 
dv 

=  — 

u 

0^- 

dz 

i«»;      -25-  = 

du 

1 
— > 

u 

dz 

dv 

=  — 

1 

V 

dz 

1 

yZ  —  y'o'  du"  2]/w (V«  —Yvf 

d£  ^  +  1 


Ausführlicher  wird  von  den  paitiellen  Ableitungen  im 
zweiten  Theile  dieses  Bandes  die  Rede  sein,  der  über  die  Func- 
tionen von  mehreren  Veränderlichen  handelt. 

Hier  soll  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo  u 
und  V  beide  Functionen  von  x  sind,  wo  also 

(7.)  u  =  (f(x),     V  =  ip(x) 

ist,  so  dass  z  als  eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  x 
angesehen  werden  kann. 

Jetzt  sind  zwar  die  Veränderlichen  u  imd  v  nicht  mehr  von 
einander  unabhängig,  man  könnte  vielmelir  aus  den  Gleichungen 
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(7.)  durch  Elimination  von  x  eine  Oleichong  zwischen  u  und  r, 

nämlich 

(8.)  /(«,  v)  =  0 

herleiten,  man  kann  aber  trotzdem  die  Aasdrfieke  3-  nnd   ^ 
'  du  ov 

bilden,  genau  so,  wie  sie  durch  die  Gleichungen  (5.)  nnd  (6.) 
erklärt  sind,  und  für  das  Folgende  verwenden. 


(9.)    { 


Vermehrt  man  x  um  Jx^  so  gehen  die  GrOssmi  «,  &,  z  bezw. 
über  in 

u  +  Ju  =  (f{x  +  J.r\     v  +  Jo^s  ip(x  +  -^^)« 

daraus  folgt 

Ju  s=  (p{x  +  Jx)  —  v>(x),    Jo  =  ip{x  +  ^x)  —  ^f{x), 
/lO  W    "^^^  fIu  +  Ju,  v  +  Jo)  —  F{u,  v) 
U"-;  \  =  fIu  +  Ju,  v  +  Jv)  —  F{u,  v  +  Jv) 

+  F(u,  vi-Jü)—F(u,  t?), 
oder,  wenn  man  c  +  Jv  mit  vi  bezeichnet, 
(10a.)  Jz  =  F{u  +  Ju,  «?,)  —  F(u,  vi)  +  F{u,  v  +  Jo)  —  F(u,  r). 

Jz  _  F(u+Ju,  Vi) — F{u,  vt)      FXu,  v+Jv)  — F(u,  v) 
Jx  Jx  Jx 

oder 

,j-v     Ji  __  F(u+Ju,  Vi)  ~  F(u.  Vi)    Ja 
^     '^    Jx  Ja  Jx 

,   F{u,  V  +Jv)  —  F(u,  v)    Je 

^  ■  •  -  ■ . 

Jo  J  X 

Geht  man  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  man  Jx  verschwin- 
dend klein  werden  lässt,  so  werden  auch,  wenn  ^{x)  und  ip{x) 
stetige  Functionen  sind,  nach  den  Gleichungen  (9.)  die  Grössen 
Ju  und  Jo  verschwindend  klein,  und  man  erhält 

(12.)  Um^=lim2^i±^l:^^=$^, 

jx^oJx       jx==Q  Jx  ax 

/.«N  1-      ^^        1-      ip(x  +  Jx) — ip(x)      dv 

(13.)  Imi  -r-  =  hm  ^^ — - — r^ — ^-^^^  =  -r » 

^*=o  Jx        jx^o  Jx  ax 

und  da  lim  (;i  =  ü  ist. 
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(14.)      lim  J'(«+^''. "«)  --fC"»  «'t)  =  liro   ■F)(«+^»,  Vr)-F(u,  c) 

_  g  J'^ti,  t?)  _  dz 

^      du      ^  du^ 

^  F[h,v+Jv)-F(u,v)   ^  ^  F(u,v  +  Jv)-F{u,v) 

_  dF(u,  v)  _  dz 

^     5^     "^  Wo 

Deshalb  folg^  aus  Gleichung  (11.) 

« 

.  dz dz'du        dzdo 

^     '^  dx^  dudx        dodx^ 

oder  auch,   wenn  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung  mit  dx 
multiplicirt, 

^  du  OD 

In  Gleichung  (16.)  sind  mehrere  Formeln,  die  schon  frflher 
hergeleitet  wurden,  als  besondere  Fälle  enthalten. 

Beispiele. 

1)  Es  sei 

(17.)  z  =  u±:  Cj 

dann  wird 

folglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  den  Formeln  Nr.  19  und  20 
der  Tabelle 

/iQ\  cfe  __  d{u  ±:v)      du  ^dv 

'^  dx  dx       ^  dx      dx 

2)  Es  sei 

(19.)  Z  =  UD, 

dann  wird 

dz  dz 

folglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  28  der  Tabelle 
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'  ^_  N  dz       d{uc)  du  ^      dv 


3)  Es  sei 


u 


(?1.)  «=-, 

dann  wird 

ö«  _  1     ö«  _       u 

du^  V     de  c* 

folglich  ist  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  33  der  Tabelle 

,/w\  du Up 

^^  dz  \D  / i  da       u  dv dj-         dx 

^     ''        dx^     dx         V  dx       v^  dx 

4)  Es  sei 
(23.)  z  =  l(wi?)  =  ltt  +  lü, 

dann  wird 

dz      1     dz       1 


6-2 


du      u     dt      V 

dz       d\{uo)      1  rftt  .    1  rfü 
^     '^  dx  dx  u  dx       V  dx 

5)  Es  sei 
(25.)  z  =  l(^)=lu-I., 

dann  wird 

Ö2  __  1     Ö£__2 
ÖM  ~"  u     dv  V 

dz  _      \  ü/_  i  du       1  dv 

dx  dx  '        u  dx       V  dx 


(26.) 


6)  Es  sei 

(27.)  z  =  K", 


dann  wird 


(28.)  -j-  =  -^  =  fw«'-*  -7-  +  tt^  Iw  :j-  • 

^  dx         dx  .     dx  dv 
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Von  dieser  letzten  Formel  mögen  noch  einige  Anwendungen 
gegeben  werden. 
7)  Es  sei 


=  x% 


also 


da       ^        du       ^ 

dz 

-—  =  a: .  a:'-*  +  ar*  .  Ir  =  x'(l+ 1 A 

ctx 

Dasselbe  Resultat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  54. 
8)  Es  sei 

also 

1     du du 1 

'  z     dx  ^     ^     dx  x^ 

11  X 


-j-  =  — -ar  — a:     «i^r — 5  =  — r- ( 1  —  ix), 

dx      X  x^       x^ 

Auch  dieses  Resultat  ergab  sich  auf  anderem  Wege  in  §  25, 
Aufgabe  56. 

9)  z^  {}  .r }*«', 

also 

-  ^  du       1       de  1 

^—tgx-  (la;)-«+*e'  •  i  +  (la-)*«' •  l(la-)  ■      ^ 


«te  X  cos'x 


§  70. 

Herieitung  der  allgemeinen  Regel  für  die  Differentiation 

der  nicht  entwickelten  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  87  und  88.) 

Es  sei  wieder 
(1.)  z=^I{u,c), 

Kiepeit»  Differeatial-Beohnuag.  20 
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und  es  seien  u  und  v  beide  Functionen  von  x^  die  eine  Ableitung 
besitzen,  dann  wird  nach  Formel  Nr.  83  der  Tabelle 

.    .  cfe dz  du      dz  dv 

^^  dx"^  Sudx      de  dx 

oder 

.  ^  __  dF(uj  v)  du       dF{u,  v)  dv 

^     *'  dx'^       5«       dx  Wc       dx* 

Hierbei  ist  u  eine  beliebige  Function  von  x,  folglich  daif 
u  auch  gleich  x  sein.    Dann  geht  Gleichung  (2.)  über  in 

dz ^^  ,  ö^  ^^ 

^  '^  dx^  dx      dvdx 

Vertauscht  man  jetzt  v  mit  y,  so  wird 

(4.)  .     z  =  F(x,y), 

wobei  y  noch  eine  Function  von  x,  also 

5.)  y  =/(^) 

ist,  und  man  erhält 

dz  ^dz       dz  dy 

^  '^  dir  "*  dx       dy  dx ' 

oder 

rf  J^(:r,  y)  _^  dF{x,  y)       dFjx,  y)  dy 

^     ''  dx  dx  dy      dx 

In  diesem  Falle  ist  also  z  erstens  unmittelbar  abhängig  von 
X  und  ausserdem  auch  noch  mittelbar  abhängig  von  x,  indem  r 
auch  eine  Function  von  y,  und  y  wieder  eine  Function  von  x  ist. 

Aus  den  Gleichungen  (6.)  und  (6a.)  ersieht  man  auch,  wie 

dz 
noth wendig  es  ist,- die  partielle  Ableitung  ^   von    der  totalen 

dz 
Ableitung  -r-  zu  unterscheiden,  dadurch,  dass  man  das  eine  Mal 

ein  (rundes)  d,  das  andere  Mal  ein  (gerades)  d  schreibt. 

Beispiele. 

1)  5;  =  a:^  =  a*,  WO  y  =  la:. 

Hier  wird 


folglich  ist 


dz  s     dz  1         dy      l 

dx      ^        ^    dy  '     dx      X 
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dx         dx         ^'^     ^''^''•x 

=  \x .  aJ«-«  +  x^-* .  Ix  =  2x^-^ .  Ix. 
2)  z  =  (tga:)«  =  y»,  wo^  y  =  igx. 

Hier  wird 

folglich  ist 

d:       dUtgxY]        ^,     ,      a:      ^  .      ,.     ,  ...     ,  ,  a:(tgr)*-» 

Der  Kürze  wegen   bezeichnet  man  die  partielle  Ableitung 

dF(x  v) 
von  F{x,y)  nach  der  ereten  Veränderlichen,  also  — 3"^^  »   ™^^ 

i*;  (t,  y)  und  die  partielle  Ableitung  von  jF(t,  y)  nach  der  zwei- 
ten Veränderlichen,  also — ^        >   mit  -fi(ar,y). 

Dadurch  erhält  die  Gleichung  (6  a.)  die  Form 

Diese  Formel  kann  man  jetzt  auch  benutzen  zur  Differen- 
tiation von  nicht  enttoicielten  Functionen.  Ist  z.  B.  y  als  Func- 
tion von  X  durch  die  Gleichung 

(8. )  F{x,  y)  =  0 

gegeben,  so  kann  man  sich  vorstellen,  diese  Gleichung  sei  nach 
y  au^elöst  und  dadurch  auf  die  Form 

(9.)  y=A^) 

gebracht.    Man  erhält  daher  nach  Gleichung  (7.) 

dF\X.  y)        _,  ,       .        _,  .       .  dy 
^^^'^  dx       ^  ^'^'''  ^^  +  ^'('''  y^  dx 

Setzt  man  den  Werth  von  y,  welchen  die  Gleichung  (9.) 
liefert,  in  die  Function  F(xy  y)  ein,  so  muss  nach  Voraussetzung 

i^(rr,y)  =  0 
werden;  deshalb  wird  erst  recht 
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dz      ~"' 
so  dass  aas  Gldchnng  (10.)  folgt 

(11.)  F^ix, y)  +  F,iT, yy^^  0, 

oder 

(IIa.)  Fi{x,y)dT+Fi{x,y)dy  =  0. 

Aus  Gleichung  (1 1 .)  findet  man  jetzt  anmittelbar 

^     ^  dx  Ft{x,  y) 


§71. 

Uebungs-Beispiele. 

1)  b*x*  +  ay  —  a*b*  =  0. 

Hier  ist 

F{x,  y)  =  6  V  +  ay  —  o«6* , 

!?^)  =  i^.(.,y)  =  26*.,    ^)=F3(..y)  =  2aV, 
folglich  wird 

rfic  Fi(Xy  y)  ah) 

2)  i'^a;,  y)  =  aiiir'^+2öi2ay+a22y-+2ai8a;+2a2ay+ö88  =  0. 

Setzt  man  hierbei  noch  fest,  dass  a^i  gleich  ai«  ist  so  wird 

-R  (^>  y)  =  2(a„a;+aijy+  aja),     Jit^c,  y)  =  2(a2ia:+as2y+a.23). 

dy_ anx  +  qigy  +  ais 

flJr  fljia;  +  022^  +  ^8 

3)  J'(ar,  y)  =  :r3  +  y3 --.  3a:ry  =  0, 

Px[x,y)  =  ai:2  —  3öy,     jPzCar,  y)  =  3y2  —  3aa;, 

dy 3^2  —  3ay       ay  —  x^ 

dx  3y^ — %ax  "  *y^  —  ax 


§  71.    Uebangs-B«tepieie.  809 

F,{x,  y)  =  2{a?  +  f') .  2x  -  2a% 
F,(x,y)  =  2(a^  +  y').2y  +  2a% 

dy__^  2(3?*  +  y') — g' 

ife""       y'2(ar«  +  y«)  +  a»' 

5)  F(t,  y)  =  a:«y3  +  (to&x  —  sina:  tgy  —  siny, 
/',  {x,  y)  =  2xf  —  sina:  —  cosa:  tgy, 

J^2(:r,y)  =  aa:2y*-^-cosy, 

rfy      —  2a:y^  +  sina;+C08a:tgy 

^        cos^y 
(~  2/y+sina:)cosV+cos3:8mycosy 
""         32:y  cos*y  —  sina:  —  cos'y 

6)  i^Xic,  y)  =  a:2^  +  siny  =  0, 

j;(:r,y)  =  2ry*,     i^2(^,y)  =  4a:y  + COS  y, 

rfy  __  2rcy* 

dx  4:rV  +  C0Sy* 

7)  F{x^  y)  =  sin^siny  +  sina:cosy  —  y  =  0, 
i^i(a:,  y)  =  cosa:(8iny  +  cosy), 

Fi{x,  y)  =  sina:(cosy  —  siny)  —  1, 

dy cos  a?  (cosy  +  siny) 

^  ""      sina:  (cosy — sin  y)  —  1 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Lösungen  der  folgenden 
Aufgaben. 

^    du      e^  —•  y 


dx       e^  +  X 


„*,^)_^_^,=„.i=i^=i^. 


10)    .•  +  ,•-«•  =  0;   %  =  -'-■ 
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§  72. 

Ableitungen  höherer  Ordnung. 

(YergL  die  Formel- Tabelle  Nr.  89  und  90.) 

Der  Kürze  wegen  setzt  man  häufig 

dy  _         öPy  _  ^/^  _ 

dx^      dsfi      dx 
Aus  der  Gleichung 

^^•^  ^       dx  F^{x,y) 

folgt  dann,  dass  p  wieder  eine  Function  von  x  imd  y  ist,  die  man 
ebenso  differentüren  kann  wie  in  §  70  die  Function  z\  man  er- 
hält daher,  indem  man  in  Formel  Nr.  87  der  Tabelle,  nämlich  in 


dz 
dx 

dz 
dx 

dz  dy 
^  dy  dx 

z  mit  p 

vertauscht. 

(2.) 

dp 

dx  ~~ 

dp      öp  dy 
'  dx      dy  dx 

oder 

(2  a.) 

d^y 

=  y  = 

dp  ,  dp 
■Tx  +  dyP' 

In  derselben  Weise  findet  man  aus  q  auch  die  dritte  Ab- 
leitung von  y  nach  x^  denn  es  ist  wieder  nach  Formel  Nr.  87 
der  Tabelle,  indem  man  z  mit  q  vertauscht, 

(3)  dq^dqdgdy^ 

^  ''  dx      dx      dy  dx^ 

oder 

^"^^-^  da?       '  ^  dx^dy^' 

Dies  kann  man  beliebig  fortsetzen. 

§  73. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Ableitungen  p  und  q  bestimmen, 
wenn  gegeben  ist 
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(1-) 

r'- 

-  ary  +  y*  =  a*. 

Hier  ist 

(2.) 

F(t 

,y)  = 

:ar«- 

-  ^  +  y^  — 

-A 

(3.) 

F,ix,y)  = 

2a:- 

■y> 

i^2(^,y)  = 

—  x  + 

2y, 

also 

(^.) 

Daraus  folgt 

/>  = 

^2? 

_  2a;  —  y 
a:  — 2y 

(.5.) 

dp 

7" 

-3y 

^  ^^  e^-(a:-2y)«' 

_  ^      öp     _     —  3y  3a;         2a-  — y 

^^  dx'^dy^~  (x—2yy  "*"  (ar— 2y)'' '  ar  —  2y' 
ltder 

Berücksichtigt  man  noch  Gleichling  (l.)>  so  erhält  man 
Aufgabe  2.    Es  ist  gegeben 

(9.)  (a:  -  ?)2  +  (y  —  fjY  —  a«  =  0, 

man  soll  die  Werthe  von  p  und  y  ermitteln. 
AuflSsung  1.    Hier  ist 

•10.)  F{x,y)=:ix-^y  +  (y-fjy-a% 

(11.)  F, (x,  y)  =  2{x  -  g),     F^{x,  y)  =  2(y  —  i?), 

also 

Daraus  folgt 

US.)  ^^= L., 

Oa:  y  —  fi 

'1*0  l3     =  +  7 Tli» 

■        >^  dy         ^  {y—riY 
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^  "^      *     dx    dy^        y  —  n     (y—nfy  —  n 

oder 

Auflösung  2.    Dasselbe  Resultat  kann  man  hier  auch  durch 
Auflösung  der  Oleichung  (9.)  nach  y  finden.    Es  wird  nämlich 

(17.)  y  =  n±  Va^— Or-?)S 

also 

(18.)     p  =  ^  =  =fc     -(x-g)      ^^     ^"-j.__. 

Va»-(:r-§)»-(z-|)     7^^~^> 
^  d^y Y^  —  (^  —  5) 

^  ■"  AT«  ""  "+■  a«  —  (ar  —  $*)^ 


oder 

ein  Resultat,  das  mit  Gleichung  (16.)  überemstimmt. 

Aufgabe  3.    Man  soll  p^  q  und  r  bestimmen,  wenn  gegeben 
ist 

(20.)  F{x,  y)=ry^--  2ax  =  0. 

Auflösung.    Hier  ist 

Fl  {Xj  y)  =  —  2a,     F2  {x,  y)  =  2y, 

(21.) 
(22.) 
(23.) 


a 
p  =  -> 

y 

dx    ^' 

dp  a 
dy "      y' 

dx 

dq            3flr" 

dy      "^  y* 

3a» 

'  —     5  • 
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Aufgabe  4.    Man  soll  ;>.  q  und  r  bestimmen,  wenn  gegeben  ist 
( 24.)  i  V  +  aY  —  <***-  =  0. 

Auflösung.    Hier  ist 

(2o.)  /?  =  —  ^r-ü  = T"» 

'  2a*y  a*y 


b^x\ 

y) 


a*y^  a*y^ 


oder 


(26.)         ?--^'    ö^-ö^     d^-'^äy' 

Daraus  folgt 
{97  \  -i*l   /      b^x\  3b^x 


§  74. 

Anwendung  auf  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima  von 
niclit  entwicicelten  Functionen  einer  Veränderiichen. 

(Vergl.  die  Fonnel-Tnbelle  Nr.  91.) 

Es  sei  y  als  Function  von  x  gegeben  durch  die  Gleichung 

(1.)  F{x,y)^0; 

es  sollen  die  Weithe  von  x  bestimmt  werden,  für  welche  y  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Beachtet  man,  dass  man  die  Gleichung  (1.)  auf  die  Form 

(2.)  y  =/(^) 

bringen  kann,  indem  man  sie  sich  nach  y  aufgelöst  denkt,  so 
erkennt  man ,  dass  hiei*  dieselben  Regeln  anwendbar  sind,  welche 
im  VI.  Abschnitt  für  die  Aufsuchung  der  Maxima  und  Minima 
von  enttcickeüen  Functionen  gegeben  worden  sind;  d.  h.  man 
bestimmt  diejenigen  Werthe  von  x,  für  welche 
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verschwindet.    Wird  dann  ^  =/"(a:)  für  einen  solchen  WerÜi 

von  X  negativ^  so  tritt  ein  Maximum  ein;  [und  wirdy(:r)  für 
einen  solchen  Werth  von  x  positiv,  so  tritt  ein  Minimum  ein. 
Dabei  ist  es  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  gar  nicht  nöthig, 
die  Gleichung  (2.)  wh-klich  zu  bilden,  denn  nach  Formel  Nr.  88 
der  Tabelle  wird 

dx      -^   ^  '^  Ii(x,y)       ^ 

Schliesst  man  den  Fall  aus,  wo  F2{x,y)  unendlich  gross 
wird,  so  kann/'(ar)  nur  dann  verschwinden,  wenn 

(4.)  j;(^,y)  =  0 

ist.  Aus  den  beiden  Gleichungen  (1.)  und  (4.)  findet  man  dann 
die  Werthe  von  x  und  y,  für  welche  y  möglicher  Weise  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird. 

Um  zu  entscheiden,  ob  für  einen  der  gefundenen  Werthe 
von  X  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  bilde  man 
nach  Formel  Nr.  89  der  Tabelle 

Setzt  man  der  Kürze  wegen 

so  wird 

/,x         dp_      F^Fn  —  -Fi-F«     dp  __       -FiFti  —  FtF„ 

^   ''         dz~  W         '  dy~  W  ' 

also 

/o  \                        FiFu  —  FiFii       FiFii  —  FtFn    -ti 
(8.)  q  = j^_ + jr, ^r^  v 

Dieser  allgemein  gültige  Ausdruck  vereinfacht  sich  in  dem 
vorliegenden  Falle,  wo  nur  solche  Werthe  von  x  und  y  in  Be- 
tracht kommen,  für  welche 

i^i(^,y)  =  ^i  =  o 

ist.    Deshalb  wird  hier 
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(8a.)  ?=/"(^)  =  -§- 

Haben  also  Fu  und  F2  für  das  betrachtete  Werthepaar 
X,  y  gleiches  Zeichen,  so  ist  f"{x)  negativ^  und  y  wird  ein 
Maximum.  Haben  dagegen  Fu  und  F^  erUgegengesetztea  Zeichen, 
so  ist  f**  (x)  positiv,  und  y  wird  ein  Minimum.  Dies  giebt  die 
Regel: 

Ist 

F{x,y):=0     und    F,(r,y)  =  0, 

so  toird  y  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  Ft  und  Fu 
gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 

Der  Fall,  wo  die  drei  Gleichungen 

^(«,y)  =  0,     Fi(r,y)  =  0,     l'i(r,y)  =  0 

gleichzeitig  gelten,  möge  hier  ausgeschlossen  werden,  da  er  in 
^119  ausführlich  behandelt  werden  soll. 

Indem  man  x  und  y,  und  dem  entsprechend  die  Indices  1 
und  2  mit  einander  vertauscht,  findet  man  hieraus  auch  die 
folgende  Regel: 

Ist 

F{x,y)  —  0     und    Jp2(a:,y)  =  0, 

so  toird  X  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  Fi  und  F22 
gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben. 

§  75. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  auf  der  Curve  (Fig.  66) 

(1.)  F{x,y)  =  x^  +  y^  —  Baxy  =  0 

einen  Punkt  F  bestimmen,  der  höher  liegt  als  die  benachbarten 
Punkte. 

Auflösung.    Hier  ist  - 

(2.)  Ft{x, y)  =  3;r2  —  3öy  =  0  für  y  =  ~  • 

a 

Setzt  man  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (1.)  ein,  so  wird 
(3.)     a:«  +  -5  —  3a:»  =  0,  oder  a^—  2a^a^  =  x\x^  —  2a^)  =  0. 
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Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt  foi*  :r  =  0;  dann 
ist  aber,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  der  zugehörige  Werth 

Fi«.  06.  von  y  ein  Minimum.  Eän  Maximutn 

kann  also  nur  eintreten,  wenn 

(4.)  a:»  —  2a»  =  0, 

oder 

z  =  a  1/2,        y  =  a  7/4. 

Es  wird   nämlich   ftr  diese 
Werthe 

(5.)j  =3ö«-^>0, 

I  i^it(a:,y)=:to  =  6a-^>0; 

da  Fi  und  JPn  gleiches  Vorzeichen  haben,  so  ist  y  =  a-^4  ein 
Maximum. 

Das  Maximum  von  x,  dem  ein  äusserster  Punkt  Pi  der 
Curve  entspricht,  findet  man  in  ähnlicher  Weise,  und  zwar  sind 
die  Coordinaten  dieses  Punktes 

(6.)  xx^a^i,     yi  =  a-^. 

Die  hier  behandelt«  Curve  hat  den  Namen  ,,Folium  Cartesii^, 

Aufgabe  2.    Man  soll  den  höchsten,  bezw.  den  tiefsten  Punkt 
der  Ellipse  (Fig.  67) 
(7.)  F(x,  y)  =  an3^  +  2aiixy  +  a^y"-  +  0,3  =  0 

bestimmen. 


Fijj.  67. 


Auflosung.    Hier  ist 
(8.)  F,{x,  y)  =  2{ai,a;+a«y)  =  0 
für 


(9.) 


«11 


Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf 
Gleichung  (7.) 


(10.)  aii(aitas2— a*iä)z^= — a*i««83, 
oder 


j 
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(11.)  x^±^W,    wobei     W^]/  -^"^^I 

ist.    Die  Grösse  ^wird  sicher  reell,  denn  Qleidmng  (7.)  stellt 
bekanntlich  nur  dann  eine  reelle  Ellipse  dar,  wenn 

öuöM  — o*i2>  0  und    aiiaM<0 

ist.    Aas  den  Gleichungen  (9.)  und  (11.)  folgt  dann 

(12.)  y=^=PW, 

Femer  ist 

..^.    ,-,         ^  ^,        ^,         ,         .        2(c7n022  —  0*12)1^' 

(13.)  Fu  =  2an,  Fi  =  2(ai2a;+a«y)  =  ^    ^  -"^^—^ 

«11 

also 

(14.)  Fu  F2  =  =p  4(ait  028  —  a\i)  W. 

Für  das  06«*^  Vorzeichen  wird  daher  y  ein  Minimum^  weil 
dann  Fu  und  i^  ungleichen  Vorzeichen  haben;  für  das  untere 
Vorzeichen  dagegen  wird  y  ein  Maximum^  weil  dann  Fu  und 
/^  gleiches  Vorzeichen  haben. 

Dieses  Resultat  wird  durch  Figur  67  bestätigt. 


IX.  Abschnitt. 

Yertanschung  der  Abhängigkeit  der  yeriinder- 

lichen  Grössen. 

§  76. 

Bildung  der  Grossen  p  und  q,  wenn  x  und  y 

Functionen  von  t  sind. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  92.) 

Ist  y  eine  (entwickelte  oder  nicht  entwickelte)  Function  von  x, 
so  ist  es  häufig  von  Vortheil,  x  als  eine  Function  einer  dritten 
Veränderlichen  t  auszudrücken.  Dann  wird  nämlich  auch  y 
eine  Function  von  t. 

Beim  Kreise  ist  z.  B. 

(1.)  ^^  +  y*  —  «^  =  0,    oder    y  =  V«^ — a?. 

Setzt  man  nun 
(2.)  a;  =  acos^,     so  wird    y  =  asin^. 

Bei  der  Ellipse  ist 
(3.)         IP-x^  +  a2y2  _  a^i«  =  0,     oder    y  =  -  ^a^—x^ ; 

Cr 

setzt  man  hier  wieder 

(4.)  X  =  öcos^,    so  wird    y  =  Äsin^. 

In  beiden  Beispielen  wird  der  Punkt  P  mit  den  Coordinaten 
X  und  y  die  ganze  Curve  durchlaufen,  wenn  die  Veränderliche  / 
aUe  Werthe  von  0  bis  27r  durchläuft. 

Sind  die  Gleichungen 

(5.)  x^fp(f),    y^ip{t) 

gegeben,  so  kann  man  umgekehrt  durch  Elimination  von  t  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  herleiten,  aus  der  man  erkennt, 
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dass  man  auch  in  diesem  FaUe  y  als  eine  Function  von  x  be- 
trachten darf. 

Es  seien  z.  B.  die  Gleichungen  der  Cyiloide 
(6.)  z^a{t  —  sin/),    y  =  a(l  —  cosO 

gegeben;  dann  wird  

(7.)  acos/  =  a  —  y,     asin/  =  y2ay — y^ 

(8.)  /  =  arc  cosf  ^  ~  ^  j » 

folglich  ist 

(9.)  X  =  aarc  cos  y         ^j  —  V2  ay  —  y'-. 

Es  ist  nun  die  Frage,  in  welcher  Weise  man  die  Grössen 
p  und  q  bilden  kann,  wenn  die  Abhängigkeit  zwischen  x  und  y 
durch  die  Gleichungen  (5.)  gegeben  ist. 

Hier  wird 

(10-)      Jr^(p{t  +  Jt)  —  if{t\     Jy  =  tff{t+Jt)  —  ip{t), 

also 

ip{t  +  Jt)  —  ip{t) 

Jy  _  \p(t  +  Ji)  —  \\){t) Jt 

~Jx  "■  (p\t+Jt)  —  g){t)  "  q>(t  +  Jt)  —  (f{t) ' 

Jt 

oder,  wenn  ^/  und  deshalb  auch  Jx  und  ^y  unendlich  klein 

werden, 

dl 
nn  dy_  ify{ß)_dt__dy    dt      . 

^     ^^  dx"  ^'^  <p\t)'^  dx''  dt  '  dx' 

dt 
Dieses  Resultat    hätte  man  auch  aus  Formel  Nr.  35  der 
Tabelle  finden  können,  nach  welcher 

dy du  du 

dx       du  dx 

wird,  wenn  y  eine  Function  von  w,  und  u  eine  Function  von  x 
ist.  Man  braucht  für  den  vorliegenden  Fall  nur  u  mit  t  zu  ver- 
tauschen und  erhält 

dx       dt    dx       ^^'    if\i)       (f\t) 
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In  derselben  Weise  kann  man  jetzt  auch 

dp 

finden,  denn  es  ist,  wenn  man  in  Gleichung  (11.)  y  mit  p  ver- 
tauscht, 

dp 

^^"^'^  "^"dx^dx^dt    dx 

dt 

Im  Allgemeinen  wird  diese  Formel  für  die  Bildung  von  ^ 
am  meisten  geeignet  sein ;  man  kann  aber  auch  q  durch  die  Ab- 
leitungen von  (p(f)  und  ip(t)  ausdrucken,  denn  es  ist 

dp      q>\tW\t)-xt/{tW(t)      dx  _ 
-dt^ ViJf '    rfT-^^^)' 

folglich  wird 

dx  d^y       dy  (Px 

_ _  ,pXt)tp"{t)-ip'(t)<p"it)  _'dF7fi~WW- 

\dt) 
Diesen  Ausdruck  schreibt  man  noch  bequemer  in  der  Foiin 

(12b.)  ,  =  _|=__L./__, 

wobei  man  sich  aber  bewusst  bleiben  muss,  dass  auf  der  rechten 
Seite  dieser  Gleichung  x  und  y  als  Functionen  von  t  zu  be- 
trachten sind,  dass  also 

dx  =  (p*{t)  dt,     dT'X  =  fp'\t)  di^, 

dy  =  i^i\t)  dt,     d^y  =  tjj'\t)df^ 
ist. 

Dieses  Verfahren  kann  mau  noch  fortsetzen,  um  die  höhei-en 
Ableitungen  von  y  nach  x  zu  ermitteln.    So  ist  z.  B. 

dq^ 

(13.)  r  =  ^==^^=  ^^  ^dq  dt 

da^      dx        dx       dt  dx 

It 

U.  S.  W. 
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§  77. 

Uebungs-Beispiele. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,    wenn 
gegeben  ist 
(1.)  a-  =  7H-^,     y=:3  +  ^  — 8^. 

AuflStung.  Aus  den  Gleichungen  (1.)  folgt 

(2.)  dx=^2t  di,      dy  =  (2/  —  1 2fi)dt, 

(3.)  d^x  ==  2Ä»,     d^y  =  (2  —  Z^fi)dfi ; 

deshalb  wird 

^^•>  ''^^^ 2i =1-6^, 

_  dxdih/ — dyd^x  _  —  48^flB^  _ 

^^•^  '^~  ^3         -  "s/^^Ä'-'^^^- 

Aiifgabe  2.    Man  soll  die  Grössen  p  und  ;  bilden,   wenn 
gegeben  ist 

(6.)  z^a{t  —  sin  <),    y  =  a(l  —  cos  <). 

Auflösung.    Ans  den  Gleichungen  (6.)  folgt 

(7.)  dx  =  a(l  —  COS^)Ä,     dy  =  asin^ci^, 

(8.)  d»a;  =  asin^flfe^  c?y  =  ocos^rf^; 

deshalb  wird 

2smQcosQ      cofl(|) 


,        _  <^y  _     sm<     _ 


2sin«(|)  sin(l) 


oder 

C9a.)  i>  =  ctg(|). 

Fcflner  ist 

__  ctr  <?y  —  rfyd'ar  _  a^(cos^  —  l)dfi 

^■~  ^«  ""«3(1— cosO*^^' 

oder 

UO.)  ^  =  -         ^  ^ 


a(l— cosO'^  .     ^ 

^  4a  sm 


■"•G) 


Kiepert,  DifferentiaURechnung.  21 
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Dieses  Resultat  hätte  man  auch  durch  Differentiation  von 
Gleichung  (9  a.)  finden  können.    Es  ist  n&mlich 

^dp dp  dt 

^''ü'^dtdi' 


rfctg(l) 


dp  ^ 

dt  dt 


2sin*Q 

und  nach  Gleichung  (7.) 

dt  _         1        _         1 

dx  "~  a(l — cos^  ~  ^      '  o/^\ 
^  ^      2osin^(-j 

folglich  ist 


?  =  — 


asin^(i) 


Aufgabe  3.  Man  soll  die  Grossen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(11.)  X  =  ctg^,    y  =  sin^^. 

AuflSsung.  Aus  den  Gleichungen  (11.)  folgt 


(12.)                ä.-      ^,^, 

dy  =  3sin*/cos<rfA 

also 

■ 

(18.)                             .  - 1  - 

—  3sin*<cos^ 

Femer  ist 

^  _dp  ^dp  df 
^  ^  dx^  dt  dx 

=  (—  12sin»^cos2^+  Ssin^O  (—  sin^O, 
oder 
(14.)    j  =  3  sinV(4cos2^  —  sin«^)  =  3  sin5^(4  —  5  sin^^. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(15.)      x  =  a\m  cos^  —  cos(m^)] ,    y  =  a[m  sin  <  —  sm(»?i<)]. 


j 
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AuflStung.    Aus  den  Gleichungen  (15.)  folgt 
(160  dx=^ma[ —  sin <  +  sin(m^)] dt^    dy  =  ma [cos/  —  C08(m/)]eft, 
oder,  wenn  man 

(17.)  m  — 1  =  »,     m  +  l  —  l 

setzt, 


(16  a.) 


dx  =  2masin  f — j  cos(  -  j  df^ 
d\f  =  2m«sin(— J8in(-j(ft, 


also 

(18.) 

P 

dx 

Ferner 

ist 

dp 
dt 

i 

l 

dx 

2C08 

it) 

dt  ~ 

(19.) 

? 

dp 

~  dx^ 

dt 

dt 

dx 

=  2i72asin 


^(^V© 


l 


4masin  ("5*)<^s*("ö) 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Grössen  p  und  q  bilden,  wenn 
gegeben  ist 

(20. )  X  =  a{cost  +  /sin/),    y  =  a(sin/  —  /cos/). 

AuflSsung.    Hier  wird 

■ 

(21.)  dx  =  atcostdt,     dy^atsintdt, 

(22.)  P-^=^*' 

,^.  .  j  dt  dp  1 

Aufgabe  6.    In  der  Gleichung 

.24.)  .    ^J-ay  =  0 

ist  X  die  unabhängige  Veränderliche.    Im  Verlaufe  einer  analy- 
tischen Untersuchung  wird  es  nothwendig,  durch  die  Gleichung 

5.)  T  =  ^' 

21* 
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die  Grösse  t  als  unabhängige  Veränderliche  einzuffihren.  Welche 
Form  nimmt  dadurch  die  Gleichung  (24.)  an? 

AufIVtung.    Zunächst  ist 

dx        ,       j   dt  . 

-—  =  ^  und  T-  =  ^   j 
dt  dx 


dx       dt  dx       dt'       ' 


folglich  wird 

(26.) 

SO  dass  die  Gleichung  (24.)  ttbergeht  in 

^  ^  €'~^  —  ay  =  0, 
oder 

(27.)  ^  -  «y  =  ^• 

Aufgabe  7.    In  der  Gleichung 

(280  3  +  ^1  +  ^  =  « 

unrd  die  Grösse  /  als  unabhängige  Veränderliche   eingeführt 
durch  die  Gleichung 

(29.)  X  =  arctg^. 

Welche  Form  nimmt  dadurch  die  Gleichung  (28.)  an? 

AuflBsung.    Aus  Gleichung  (29.)  folgt 
(30.)  tg^  =  ^   -^=l  +  tg2;,=  l+^, 

dx  l  dt 

Setzt  man   diese  Werthe  in  die  Gleichung  (28.)   ein,    S(> 
erhält  man 
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oder,  wenn  man  die  Gleichong  durch  1  +  ^  dividirt, 
(34.)  (i  +  ^)^+(24+yarctg0$  +  l  =  O. 


dfi  '  ^^  '  !f—^-yjt 


§  78. 

Behandlung  des  FaNes,  in  welchem  y  die  unabhängige 

Veränderliche  wird. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  93  und  94.) 

Ein  besonderer  Fall  in  der  Vertauschung  der  unabhängigen 
Veränderlichen  x  mit  einer  anderen  t  ist  der,  wo  t  gleich  y 
wird,  d.  h.  wo  die  Grösse  y  zur  unabhängigen  Veränderlichen 
gemacht  wird. 

Dieser  Fall  kommt  z.  B.  vor,  wenn  man  bei  Curven  die 
Ordinate  y  als  unabhängige  Veränderliche  ansehen  will. 

Nach  Formel  Nr.  92  der  Tabelle  ist 

dy  dx  d^y      dy  d^x 

dy      dt  .    d^y      dt  dfi~^  'dfl 

(1-^         i=^  ™**  J  =  — 7^ — 

dt  \dt) 

Diese  Gleichungen  bleiben  auch  noch  richtig,  wenn  man 

(2.)  t  =  y 

setzt;  dann  wird  aber 

dx dx     d^x d^x     dy  _         dry 

•    ^  Ä~^'    dÄ~df'    dt~    '     dF~ 

Die  Gleichungen  (1.)  gehen  daher  Über  in 

dy  \dy) 

Dem  entsprechend  findet  man  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y 


X.  Abschnitt. 

Untersuchung  Yon  Cuiren, 
die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten-Syste 

bezo&en  sind. 


§  80. 

Tangenten  und  Normalen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  95—101.) 

Es  sei 

(1.)  y=/W 

die  Gleichung  eioer  Curve  (Fig.  68),  auf  welcher  der  beliebige 
Punkt  P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  liegen  möge. 

p.    ^  Legt  man  in  diesem  Punkte 

die  Tangente  TP  an  die  Curve 
und  bezeichnet  den  Winkel, 
welchen  diese  Tangente  mit  der 
positiven  Richtung  der  X-Axe 
bildet,  wieder  mit  a,  so  ist 
nach  Formel  Nr.  16  der  Tabelle 

(2.)     tg«=g=/-(^). 
Ist  nun  die  Gleichung  der  Tangente 

(8.)  y'  =  ww;'  +  .u, 

wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x*  und  y'  bezeichnet  sind, 
weil  X  und  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  P  sein  sollen, 
so  ist  auch,   da  die  Tangente  durch  den  Punkt  P  gehen  muss. 
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folglich  wird 

(,4.)  y'  —  y  =  fn(x'  —  x). 

Ausserdem  ist  bekanntlich 
deshalb  geht  Gleichung  (4.)  fiber  in 

(5.)  y^_y  =  ^(^'_^). 

Die  gerade  Linie  PN^  welche  im  Berührungspunkte  auf 
der  Tangente  senkrecht  steht,  heisst  „Normale^.  Deshalb  ist  die 
Gleichung  der  Normale 

Die  Abschnitte  der  Tangente  und  der  Noimale,  welche 
zwischen  der  Abscissen-Axe  und  dem  Berührungspunkte  P  liegen, 
also  die  Strecken  TP  und  PJV,  heissen  auch  kurzweg  „  Tangente^ , 
beziehungsweise  „Normale^.  Man  bezeichnet  sie  durch  T  und  N, 
Die  rechtwinkligen  Projectionen  TQ  und  QiV  dieser  Abschnitte  auf 
die  Abscissen-Axe  nennt  man  ^Subtangente^  und  „Subnarmale-^ 
und  bezeichnet  sie  durch  Si  und  Sn. 

Es  ist  daher 
(7.)  T^TP,      N=PN, 

(8.)  St  =  TQ,    Sn  =  QN. 

Hieraus  findet  man  ohne  Weiteres 

(iM  'S«  =  ytg«  =  y^» 

dz 
(10.)  .  St=yCXga=yj-, 
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Die  beiden  letzten  Gleichungen  kann  mau  noch  etwas  ein- 
facher schreiben.  Haben  die  benachbarten  Cnrvenponkte  P  und 
Pi  (vergl.  Fig.  19  auf  Seite  72)  bezw.  die  Coordinaten  x,  y  und 
x^-Jx^  y  +  Jy,  SO  ist  nach  dem  pythagoreischen  Lehrsatze 

oder,  wenn  die  Punkte  P  und  Pi  einander  unendlich  nahe 
nicken,  und  wenn  man  die  unendlich  kleine  Sehne  PPi  durch 
ds  bezeichnet, 

(13.)  d6^  =  dx^  +  dy^, 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (11.)  und  (12.) 
ein,  so  erhält  man 


(14.) 


'-^ydy 


§  81. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Die  Gleichung  einer  Parabel  (Fig.  69)  sei 
(1.)  y^  =  9^; 


Fig.  69. 


man  soll  fiir  den  Punkt  P,  der 
die  Abscisse 

x  —  \ 

hat,  die  Subnormale,  Subtan- 
gente,  Normale  und  Tangente 
berechnen. 

AuflSsung.     Aus  Gleichung 
(1.)  folgt 

2ydy  =  9cfe, 

oder 

dy^^^ 
dx      2y 


(2.) 


Füi-  X  gleich  4  erhält  man  also,  wenn  man  nur  den  oberen 
Theil  der  Curve  berücksichtigt, 
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dy      3 
(3.)  y^=:36,     y  =  6,     J  =  ;|, 

^■^•'  W/  16~16'    dr^4'    ^~3 

folglich  wird 

(5.)     5»=CiiV  =  y|  =  |. 
(6.)      i\r=Pi\r=y^  =  -, 


<ür 


ds 


Aufgabe  2.    Ein  Kreis  (Fig.  70)  ist  dnrch  die  Gleichung 

(7.)  x«  +  y»  =  25 

gegeben ;    man    soll    für    den  Fig.  to. 

Punkt  P  mit  der  Abscisse 

«  =  —  3 
die  Grössen  Sn,  St,  N  und  T  -^ 

berechnen. 


AuflSiung.    Aus  Gleichung   ^ 

(7.)  folgt 


oder 

(8.) 


2a:dir  +  2yrfy  =  0, 

dy X 

dx'~       y 


Für  X  gleich  —  3  erhält  man  also,  da  die  Oi'dinate  von  P 
positiv  ist, 


(9.) 


y^  =  25-9  =  16,     y  =  4,      ^  =  |' 


(10.) 

folglich  wird 
(11.) 

(12.) 


9 


25        ds 


ds       5. 


\dx)  '''16       16       dx      4 '      dy      3 


5«  =  y|=8, 

ds 
N^y^  =  5, 


„^  <fe       16 

<,.  Ä       20 
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Die  Normale  muss,  wie  auch  aus  Sn  =  QN  =  3  folgt,  durdi 
den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  hindurchgehen,  d.  h.  der  Punkt 
N  fällt  mit  O  zusammen. 

Aufgabe  3.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Nonnale 
und  Tangente  für  die  Parabel 

(13.)  f  =  2px 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  69.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 

2ydy  =  2pdx, 
oder 

(14.)  f=^, 

dx      y 

also 


Dies  giebt 


(16.) 


(17.) 


dy        p         p 


In  den  Gleichungen  (16.)  sind  die  folgenden  Sätze  aus- 
gesprochen : 

Satz  1.     Die  Subnormale  ist  bei  der  Parabel  constant, 

Satz  2.  Die  Subtangente  ist  bei  der  Parabel  doppelt  so 
gross  wie  die  zugehörige  Abscisse, 

Diese  beiden  Sätze  flihren  zu  einer  sehr  einfachen  Con- 
struction  beliebig  vieler  Punkte  der  Parabel.  Beschreibt  man  näm- 
lich um  den  Brennpunkt  F  (vergl.  Fig.  69)  einen  Kreis  mit  dem 
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beliebigen  Halbmesser  2T=  JRV  =  a:  +  ^  und  macht  OQ  =  TO, 

so  schneidet  die  Qerade,  welche  durch  Q  parallel  zur  F-Axe 
gezogen  wird,  den  Kreis  in  zwei  Punktoii  P  und  P*  der  Parabel. 
Dabei  sind  TP  und  TP  die  Tangenten  und  PN  und  PN  die 
Normalen  in  den  Punkten  P  und  P. 


Auch  die  Gleichungen  von  Tangente  und  Normale  lassen 
sich  jetzt  ohne  Weiteres  angeben.  Allgemein  ist  die  Gleichung 
der  Tangente 


also  hier 


y-y=  ^(^'— ^)' 


.-.=-'(-.), 


oder 

(18.)  yy'  —  y^^p{x'  —  x). 

Berücksichtigt  man  noch,   dass  nach  Gleichung  (13.)   t/^ 
gleich  2px  ist,  so  geht  Gleichung  (18.)  über  in 

(18a.)  yy'=p{x'+x). 

Die  Gleichung  der  Normale  ist  allgemein 


also  hier 


y'-y^-d^^"^-"^^^ 


_     y 


y'  — y  =  — ^(^'  — ^), 

oder 

(19.)  y{x'  —  x)+  p{y*  —  y)  =  0. 

Aufgabe  4.    Man   soll   Subnoimale,   Subtangente,   Normale 
und  Tangente  für  die  Ellipse 

(20.)  iV  +  ay  —  a2Ä2  =  0 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  71.) 

Auflfisung.    Aus  Gleichung  (20.)  folgt  durch  Differentiation 

2b^xdz  +  2a^ydy  =  0, 
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(30.)      ^ 


Die  Gleichung  der  Tangente  ist  bei  der  Hyperbel 

und  die  Gleichung  der  Normale 

(32.)  a^yx*  +  b^xy*  —  ^xy  =  0. 

Aufgabe  5.    Man  soll  Subnonnale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  föi*  die  Sinmlinie 

(33.)  y  =  sina: 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  73.) 

Fig.  78. 


AuflSsung.    Aus  Gleichung  (33.)  folgt 

dy 


=  COSZ. 


Dies  giebt 

<»^-)  (!)'=. +(!)'= i+e--^.  |=VI+^K. 

ds  1       -/— ;r- 

-y-  =  Vi  +COS^.r , 

dy       COSa:  ^ 


deshalb  wird 

(36.)    Sn  ^y-^  =^  sin^r  cosa:, 


ds 


dx 
ds 


(37.)     iV=y^=:8in.ryi+cos2^,    r=  y^  =  tgaryi-j-cösV. 


dx 
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Aufgabe  6.    Man  soll  Sabnormale,   Subtangente ,   Normale 
und  Tangente  für  die  Exponentiallinie 

( 38.)  y  =  <?' 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  74.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (38.)  folgt  ^^-  "<*■ 

(39.)t  =  «-=y,     *=|/r+^=|/i+p, 


dx 


dx 


dies  giebt 

(40.)  &*  =  y^=:^^  =  y^     Ä=y^  =  l. 


dy 


ds 


i41.) 


(^=y^=^'VT+7^  =  yl/H-y^ 


TOi 


NX 


Aus  den  Gleichungen  (40.)  folgt  der  Satz: 

Die  StAtangente  ist  bei  der  Exponentiallinie  constant, 

Aufgabe  7.    Man  soll   Subnormale,   Subtangente,   Normale 
und  Tangente  für  die  gemeine  Kettenlinie 

ai     a  a  I 

y  =  öV^     +  «        / 


(42.) 


berechnen.    (Vergl.  Fig.  75.) 

Auflösung.  Man  kann  zunächst 
die  Gleichung  der  gemeinen  Ketten- 
linie  noch  auf  eine  andere  Form 
bringen.    Es  ist  nämlich 

(2z  2x\ 

a  ~   a  \ 

€    +2  +  e      )—a^ 


(2 


X 

a 


2  +  6 

-  e 


2x\ 


n. 


Fig. 

75. 

\ 

T 

. 

\ 

\ 

\ 
\ 

/ 

1    ^ '               ' 

"ii 

y... 

öl 

OA 

T              Q 

«=  a. 

Kiepert,  Diflferential -Rechnung 
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Vy 


2 


-^.=iC-_r-)- 


also 

(43.)  ■^,.        -        2 

Durch  Addition  der  Gleichungen  (42.)  und  (43.)  erhält  mau 

oder 

(44.) 


.^a\(^^y^). 


Hierbei  gilt  das  obere  oder  das  untere  Zeichen,  jenachdem 
X  positiv  oder  negativ  ist. 

Der  Kürze  wegen  möge  in  dem  Folgenden  vomusgesetzt 
werden,  dass  x  positiv  ist,  dann  findet  man  aus  Gleichung  (42.1 
durch  DitFerentiation 


(46.) 


e 


/=rVy*— "*  =  *««» 


%i(/+.7), 


/ 


2x 


+  2+« 


alsu 


(46.) 


dx      1         ^         '      a         dy       ^yi  —  a^ 
Dies  giebt 


(47.) 


6'n 


=  QJV=y^  =  ^l^;53^, 


dx       a 


(48.)  N^PN^y'^=^,       r=  TP^y'^^ 


ax       a  ^  dy       V^ß «« 


Aus  Gleichung  (45.)  ergiebt  sich  die  Construction  dei*  Tan- 
gente in  einem  Curvenpunkte  P,  auch  wenn  die  Curve  nicht 
gezeichnet  vorliegt,  in  folgender  Weise. 
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Man  beschreibe  über  QP  als  Durchmesser  einen  Kreis 
(Fig.  75)  und  trage  von  Q  aus  die  Sehne  QS  gleich  a  ab,  dann 
ist  die  Gerade  PS^  welche  die  X-Axe  im  Punkte  T  schneiden 
möge,  die  Tangente  im  Punkte  P,  denn  es  wird 

SP      Vv«— a« 
tgQrP==tgÄQP  =  |^==ili^=tga. 

Aufgabe  8.  Man  soll  die  Gleichungen  der  gemeinen  Cykloide 
aufstellen.    (Vergl.  Fig.  76.) 

AuflSsung.  Wenn  ein  Kreis  auf  einer  geraden  Linie  rollt, 
ohne  zu  gleiten,  so  beschreibt  jeder  Punkt  der  Peripherie  dieses 
Kreises  eine  gemeine  Cykloide. 

Fig.  76 


0' 


X 


Um  die  Gleichungen  dieser  Curve  zu  bestimmen,  mache  man 
die  Gerade  OX  (Fig.  76),  auf  welcher  der  Kreis  roDt,  zur  X-Axe 
und  lege  die  F-Axe  durch  dei\jenigen  Punkt  0,  in  welchen  der 
die  Cykloide  erzeugende  Punkt  fällt,  wenn  der  rollende  Kreis 
in  diesem  Punkte  die  X-Axe  beröhrt. 

EoUt  der  Kreis,  von  dieser  Anfangslage  ausgehend,  fort, 
bis  sein  Mittelpunkt  nach  M  und  der  erzeugende  Punkt  nach  P 
gelangt,  so  ist  P  ein  Punkt  der  Cykloide  mit  den  Coordinaten 

(49.)  OQ  =  x    und     QP^y. 

Ist  femer  B  der  Berührungspunkt  des  Kreises  um  M,  so 
nennt  man  den  Centriwinkel  PMB  den  „Wälzungstmnkel^ \  er 
wird  gemessen  durch  die  Länge  t  des  Kreisbogens,  der  in  einem 
Kreise  mit  dem  Halbmesser  1  demselben  Centriwinkel  entspricht. 
Wenn  man  also  den  Halbmesser  des  rollenden  Kreises  a  nennt, 
so  ist  der  Bogen 
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(50.)  Pß  =  at. 

Dieser  Bogen  muss  aber  der  Strecke  OB  gleich  sein,  auf 
welcher  der  Kreis  fortgerollt  ist,  um  aus  der  Anfangslage  in  die 
neue  Lage  zu  kommen.    Es  ist  also  auch 

(51.)  OB  =  at; 

femer  ist 

QÄ  =  PZ>  =  asin^ 

und  deshalb 

(52.)  X  —  OQ  =  OB  —  QB  —  a{t  ^  Wit). 

Da  ausserdem 

BM=za    und    DM=acost 
ist,  so  wird 

(53.)         y=zQP=:  BD=  BM  —  DM  =  a(l  —  cos^- 

Aus  den  Gleichungen  (52.)  und  (53.)  kann  man  noch  die 
Grösse  t  eliminii^en.  Man  erhält  dadurch,  wie  in  §  76,  Gleichung 
(9.)  gezeigt  wurde, 

Y54.)  X  =  aarc  cos  y  ^j  —  Y^ay — y* . 

Bei  der  Untersuchung  der  Cykloide  ist  es  aber  bequemer, 
von  den  beiden  Gleichungen 

x^  a{t  —  sin^),     y  =  a(l  —  COS^) 

auszugehen. 

Aufgabe  9.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  für  die  Cykloide 

(55.)  X  =  a{t  —  sin^),     y  =  a(l  —  cos^) 

berechnen.    (Vergl.  Fig.  76.) 

Auflösung.  *Aus  den  Gleichungen  (55.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(56.)  dx  =  c/(l  —  Qmt)dt^     dy  =  a^mtdt, 

und  daraus  durch  Division 

dy_  ^t  ^^«^(0m) 

''^      '-^'  2sm^(|) 

oder 
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(57.)  I  =  «*»(!)  =  »g«' 

WO  a  der  Winkel  ist,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  P  mit 
der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet. 

Aus  Gleichung  (57.)  ergiebt  sich  zunächst,  dass 

(58.)  a  =  90«  — - 

ist.    Nun  ist  der  Winkel  PCB  (Fig.  76)  als  Peripheriewinkel 
halb  so  gross  wie  der  Oentriwinkel  PMB,  folglich  ist 


und 


<PC«  =  | 


<  PTB  =  90»  —  PCB  =  90»  —  I  =  a. 


Verbindet  man  also  den  höchsten  Punkt  O  des  Kreises  am 
M  mit  dem  erzeugenden  Punkte  P,  so  erhält  man  die  Tangente 
der  Cykloide  im  Punkte  P. 

Femer  ist 


Ä,  =  y^  =  «(l-cosOctg(|) 


=  2asin*  (0ctg(i)=  2osin  (|)cos  (|), 

oder 

(59.)  Sn  =:  asiat  =  PD  =  QB. 

Die  Noimale  geht  also  durch  den  Punkt  B,  in  dem  der 
Kreis  um  Jf  die  X-Axe  berührt. 

Dieses  Resultat  ist  schon  eine  Folge  des  vorhergehendein, 
weil  der  Winkel  CPB  als  Peripheriewinkel  im  Halbkreise  ein 
rechter  ist,  und  die  Normale  auf  der  Taugente  im  Berührungs- 
punkte senkrecht  steht. 

(60.)  St=^y^  =  a{l-  cos^jtg  (0 


=  2asin^(|)tg(0 
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sm*( 


© 


also 


dx 


ds       ds    dx 

—^_-        *^^       a^-—.    •        oaiB» 

dy       dx    dy 


,   /f\        dy       dx    dy  /t\ 

sin(-)  cos(-) 

dies  ^ebt 


Sin 


G) 


(62.) 


^       ^„         <fo       a(l— cosO       „     •  /<\x    /'\ 

C08(-j 


Fig.  77. 


Aufgabe  10.  Man  soll  die  Qleichungen  der  gemeinen  Epi- 
cykloiden  und  Hypocykloiden  herleiten. 

AuflSsung.  Wenn  ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  auf  eiuan 
festen  Kreise  mit  dem  Halbmesser  na  roUt,  ohne  zu  gleiten,  so 
beschreibt  jeder  Punkt  auf  dem  Umfange  des  rollenden  Kreise 
eine  gemeine  Epicykloide  oder  Hypocykloide,  jenachdem  die  Be- 
rührung von  Aussen  oder  von  Innen  stattimdet. 

Findet  die  Berührung  zunächst  von  Aussen  statt  (Fig.  77), 

so  mache  man  den  Mittel- 
punkt O  des  festen  Kreises 
zum  Nullpunkte  und  lege 
die  X-Axe  durch  deigenigen 
Punkt  A,  in  welchem  der 
die  Curve  erzeugende  Punkt 
der  Berührungspunkt  der 
beiden  Kreise  wird.  Liegt 
dann  beim  Weiterrollen  des 
beweglichen  Kreises  um  M 
der  Berührungspunkt  in  B,  so  nennt  man  Winkel 

AOB  =  t 

den  ,,  Wülzungsxcinkel  des  festen"  und  PMB  den  „  Wälzungstcinkel 
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des  rollenden  Kreises",  wobei  Pein  Punkt  derCurve  ist.   Dann 
wird* 

oder,   weil  AB  zum   Centriwinkel  t  und  zum  Halbmesser  na 
gehört, 

PB  =  ÄB  —  na.t—a.nt. 
Daraus  folgt,  dass  Winkel 

PMB  =  tU    und    PCB  =  ^ 

ist.    Trifft  die  Gerade  MP  die  X-Axe  im  Punkte  R ,  so  wird 
Winkel 

als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  OMR.    Bezeichnet  man  noch  die 
Coordinaten  des  Punktes  M  mit  zi,  yi  und  setzt 

(63.)  »  +  l=m, 

so  wird 

(64.)  OQ  =  a:  =  a?!  —  acos(m/) , 

(65.)  QPzzry^y^  —  asin(m/) ; 

da 

xx  =  OMco^t  ==  wacos^,    yi  =  OJf sin^  =  mösin^ 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (64.)  imd  (65.)  über  in 

(64a.)  a:  =  a  [m  cos  ^  —  COS  (mt)] , 

(65a.)  y  =  ö  [m  sin  ^  —  sin(m^)]. 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Epicykloiden. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  die  Gleichungen  der  Hypo- 
cykloiden.  Wendet  man  nämlich  in  Fig.  78  die  entsprechenden 
Bezeichnungen  an  wie  in  Fig.  77  und  nennt  den  Wälzungs- 
winkel  AGB  des  festen  Kreises  t,  so  wird  in  dem  vorliegenden 
Falle  wieder 

AB  =  PB, 

oder 

PB  ^=^  na  .t  ^  a  .nU 


SU 
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Fig.  78. 


Der  WMzungswinkel  PMB  des  rollenden  Kreises  ist  daher 
nt,  so  dass  man  erhält 

<  OMB  =  n  —  nt, 

^  TRM—n  —  nt  +  t. 

Bezeichnet  man  wieder  die 
Coordinaten  des  Punktes  M  mit 
xx ,  yx  und  setzt  in  diesem  Falle 

(66.)         n  — l=m, 
so  wird 

(67.)  OQ=x=Xi — acos(7r — mi), 
(68.)  QP^t/=yi — asitt(7r — mf): 
iß\  T  r     da  aber 

xi  =  03/ cos/  =  macos/,    yi  =  OMsint  =  masin/ 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (67.)  und  (68.)  über  in 
(67a. )  :r  =r  a  [w  cos  /  +  cos  (mt)] , 

(68a.)  y  =  a  [m  sin  /  —  sin  {mt)]. 

Dies  sind  die  Gleichungen  der  Hypocykhiden. 


Ein  besonderer  Fall  der  Epicykloiden  ist  die  Cardioide 
(vergl.  Fig.  79),  deren  Gleichungen  man  aus  den  Gleichungen 
(64a.)  und  (65a.)  erhält,  indem  man  w  =  1,  also  m  =  2  setzt. 

Fig.  79 

Y  Dies  giebt 

(69.)  X  ==  a[2cos/  —  C0S(2/)] , 
(70.)  j^  =  a[2sin<  — sin(2/)]. 

Der  feste  und  der  rollende 
-^  Kreis  haben  in  diesem  Falle  den- 
/  selben  Halbmesser  a. 

Ein  besonderer  Fall  der  Hypo- 
cykloideii  ist  die  Astroide  (vergl. 
Fig.  80\  deren  Gleichungen  man 


§  81.    Tangenten  und  Normalen  einzelnei*  Curven. 


345 


aus  den  Gleichungen  (67a.)  und  (68aO  erhSlt,  indem  man  n  =  4, 
also  m  =  3  setzt.    Dies  giebt  Fig.  so. 

(71.)     a;  =  a[3cos^  +  cos(3/)], 
(72.)     y  =  a[3  sin^  —  sin(3^)]. 

Da  bekanntlich 

cos(3^)  =  4cos*^  —  3cos^, 

sin(3^)  =  3sin^  —  4sin'^ 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (71.) 
und  (72.)  über  in 

(71a.)        a:  =  4acos^/, 

i72a.)        y  =  4asinV. 

Aufgabe  11.     Man  soll  Sub- 
nonnale,    Subtangente,   Nonnale   und  Tangente   für  die  Epi- 
cykloide 

(  73.)    X  =  «[wcos^ —  cos(m^)],    y  =  a[msin^  —  sin(»»<)] 
berechnen.    (Vergl.  Fig.  77.) 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (73.)  erhält  mau  durch 
Differentiation,  wenn  man  m  f  l  =  w  +  2  mit  /  bezeichnet, 

(74.)     dx  —  ma\ —  sin ^  +  sin (m(^ dt  =  2 masin (^ j cos  i - j  dt^ 

(75.)     dy  =  ma[cos^  —  cos(7w^]rf^  =  2masinf  —  jsin  f- jrf?^, 
und  daraus  durch  Division 


(76.) 


l=^.=«(D=t,(|+,> 


oder,  wenn  man  mit  h  eine  noch  passend  zu  wählende  ganze  Zahl 
bezeichnet, 


(76a.) 


«  =  —  +  ^  ^  ^^'^' 


Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  FC,  welche  die  X-Axe  im 
Punkte  T  schneiden  möge,  Tangente  der  Curve  im  Punkte  P 
ist,  denn  Winkel  NTö  ist  als  Aussenwinkel  des  Dreiecks  TCO 
gleich  Winkel 

TCO-^-COT^i^  +  t, 
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also  gleich  </.  Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreise 
ein  rechter  ist,  so  muss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 
Dies  giebt  den  Satz: 

Die  Tangoite  im  üurvenpunkfe  P  schneidet  den  roU^fiden 
Kreis  zum  zweiten  Male  in  einem  Punkte  C,  trelcher  mit  dem 
Berührungspunkte  B  auf  einem  Durchmesser  liegt  ^  oder  di^ 
Normale  des  Punktes  P  geht  durch  den  Punkt  B,  in  irelcAem 
der  rollende  Kreis  den  festen  Kreis  berührt 

,77.)    ^»  =  ,|  =  ,.g(D.   «  =  y|=yo^(D; 

also 

„    ,    <fe  1  ds  ds     dx  _        1 

eos(-)  sm(-) 

folglich  wird 


cos 


(f)       "'  KD 


Aufgabe  12.    Man  soll  Subnormale.   Subtangente,   Normale 
und  Tangente  für  die  Hypocykloideii 
(80.)    :r  =  a  [m  COS  ^  +  COS  {mt)] ,    y  =  a  [msin  ^  —  sin  {mt)] 
berechnen.    (Vergl.  Fig.  78.) 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (80.)  erhält  man   durch 
Differentiation,  wenn^man  hier  m  —  1  =  »  —  2  mit  /  bezeichnet, 

(81 .)  dx  =  ma  [ —  sin  ^ — sin  {mt)]  dt-^  —  2  ma  sin  ( — jcos  ( —  j  dt. 

(82.)  dy  =  ma[cos/ — cos(m^)]rf^  =  2»tösin(^ jsinf- Vä, 
und  daraus  durch  Division 

(83.)  |=„.  =  -.g(|)  =_«(!_,), 

oder,  abgesehen  von  einem  Vielfachen  von  tt, 
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CH3a-)  a=:n — -5- +  ^     oder    — — t=7r  —  a. 

Daraus  folgt,  dass  die  Gerade  PC,  welche  die  X-Axe  im 
l* unkte  T  schneiden  möge,  Tangente  der  Curve  im  Praikte  P 
iist,  denn  der  Dreieckswmkel  CTO  ist  gleich  dem  Aussenwinkel 

:Z^6'Ä(oder  —V   weniger    dem   anderen  Dreieckswinkel  COT 

(oder  t),  also 

CTO  =  ^—t=n  —  a. 

Da  der  Winkel  CPB  als  Winkel  im  Halbkreise  ein  recht6^ 
ist,  so  muss  PB  die  Normale  im  Punkte  P  sein. 

Man   erhält  daher  hier  denselben  Satz  wie  bei  der  Epi- 
cykloide. 

(84.)  «,^,1=-,^).  «  =  y|=-,c„(D; 


(^-^D'-^-^CD 


COS*' 


also 


/lf\        dy  ^    ilf\ 

^(2 )  ^"  (2) 


wobei  das  Vorzeichen  dadurch  bestimmt  ist,  dass  8  für  kleine 
Werthe  von  t  zunimmt,  während  x  abnimmt,  dass  also  dx  und 
ds  entgegengesetztes  Zeichen  haben.    Dies  giebt 

Hd  '"^(2) 

Für  die  Attroide  wird 

M  =  4,    ff»  =  3,    /=  2, 
also 

^=  — tg<,     5«  =  — ytg<,     Äi!  =  — yctg^ 
(87.)    ■  "^ 

cos^  sm^ 
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Aufgabe  13.    Man  soll  die  Gleichungen  der  KreisevolveiKfe 


I 


herleiten.    (Vergl.  Fig.  81.) 

AuflSsung.  Die  Kreisevolvente  entsteht  durch  Abivickelong  1 
eines  Fadens  von  einem  Kreise,  wobei  der  Endpunkt  des  g^l 
spannten  Fadens  die  Cuive  durchläuft.    Es  sei  £  der   Punkt  i 


/ 


\ 


\ 


Fig.  Sl. 


m- 


A^    T    Q 


in  welchem  der  Fade 
den  Kreis  verlfisst,  dam 
ist  der  gespannte  Fadei 
BP  die  Tangnente  dt» 
Kreises  im  Punkte  2^,  und 
es  wird  die  Gerade 

BP=BA=  a/. 
wenn  A    der    Elndpnnkt 


y 


des  au^ewickelten  Fadens, 
a    der    Halbmesser     des 
Kreises  und  t  der  Winkel 
A  OB  ist.    Diesen  Winkel  nennt  man  auch  hier  den  Wälzunff^- 

irinkel, 

Macht  man  den  Mittelpunkt  0  des  Kreises  zum  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten,  legt  die  X-Axe  durch  den  Punkt  A  und 
zieht  durch  B  die  Gerade  BC  parallel  zur  F-Axe  und  durch 
P  die  Gerade  PD  parallel  zm-  X-Axe,  so  wird 

OQ  =  ,T=:  0C+  CQ  =  0C+  DP, 
QP^y=CZ)=,  CB  —  DB, 

oder,  weil  auch  Winkel  DBP  gleich  t  ist, 

(88.)  .r  =  a(cos^  +  /sinO,     y  =  a(sin^  —  ^cos^). 

Aufgabe  14.  Man  soll  die  Subnormale,  Subtangente,  Nonnale 
und  Tangente  der  Ki-eisevolvente  berechnen.    (Vergl.  Fig.  81.) 

AuflSsung.  Aus  den  Gleichungen  der  Kreisevolvente,  näm- 
lich aus  den  Gleichungen  (88.) ,  folgt 

(89.)  dx  =  afcostdf,     dy  =  at^mtdt, 

und  daraus  durch  Division 


(90.) 


-^  =  tßra  = 


(Ix 


tga  =  tgif. 
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Dies  giebt  den  Satz :  Die  Tangente  TP  im  Curoenpunkie 
R  'iat  dem  entsprechenden  Kreishalbmesser  OB  parallel,  und  der 
i^y»  Kreis  im  Punkte  B  berührende  Faden  BP  ist  Normale  der 
TTretsevolverUe.    Ferner  wird 

ds       ds     dx  1       COS^         1 

'^  dy      dx    dy      cos^    sin/      sin^ 

(93.)  Sfi=  QN=^ytgt,     Ä=  TQ  =  yctgt, 

(04.)  N=PN=  ^,       T=  TP=JL.' 

^  cost  smt 


§  82. 

Msymptoten  einer  Curve. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  102.) 

Erklärung.  Eine  Tangente,  deren  Berührungspunkt  unend- 
lich fem  liegt,  heisst  eine  „Asymptote^  der  Curve. 

In  diesem  Falle  ist  die  Formel  Nr.  95  der  Tabelle,  welche 
die  Gleichung  der  Tangente  angiebt,  nämlich 

nicht  mehr  anwendbar,  weil  die  Differentiation  dann  nicht  mehr 
ausgeführt  werden  kann,  denn  x  und  y  (oder  wenigstens  die 
eine  von  diesen  beiden  Grössen)  werden  unendlich  gross.  Da- 
gegen fähren  die  folgenden  algebraischen  Untersuchungen  zum 
Ziele. 

Es  sei 

(1.)       f{x)  =  ax*"  +  aia:"-*  -f  ö^q^**"-  H h  a«-ia:  +  a„ , 

wobei  zunächst  vorausgesetzt  werden  möge,  dass  a  von  Null 
verschieden  sei;  dann  wird  in  der  Algebra  gezeigt,  dass  es  einen 
(reellen  oder  complexen*))  Werth  von  x  geben  muss  —  er  heisse 
xi  — ,  fttr  welchen  f{x)  ==  0  wird,  wobei  man  xi  eine  Wurzel  der 
Gleichung  f{r)  =  o  nennt.    Es  gilt  also 


*)  Unter  einer  complexen  Grösse  versteht  man  eine  Zahl  von  der 
Form  tf-f  6  /^=^;  vergl,  §  181. 
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Satz  1.     Jede  algebraische  Gleichung  besitzt  eine  Wttrzä. 
Ist  xx  eine  Wurzel  der  GleichoDg  f{z)  =  0,  so  wird 

(2.)  f{xx)  =  aari"  +  aia^i'»-*  +  ««.-ri"-^  H h  a^-^iXi  +  a^  =  0. 

Subtrahirt  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (2.)  von  einanda-. 
so  erhält  man 

(3.)  f(z)  =  a  {xT'  -  Ti")  +  ax  (a:"-i  —  a:i"-»)  +  a^{a^-^  —  ari— *)  -r 

y  an-.x{x  —  Xx) , 

oder  nach  Formel  Nr.  12  der  Tabelle 

(3  a.)  f{x)  =  (ar  —  a:,)  [ö (a:«-i  +  ariic"-«  +  a;i V-«  H h  a:i— ») 

+  Ol  (o:«-«  +  :ri  a:«-»  +  .ri^ar»-*  H f-  :ri"-^) 

+ 

Bezeichnet  man  die  ganze  rationale  Function   (» —  if*" 
Grades  in  der  eckigen  Klammer  mit/i(a:),  so  wird  daher 
(4.)  f{x)  =  (x—xx)fi  (x)  =  (x—xx) (aa^-^  +  iia--«  4. . ..  ^  i,^_^ 
wobei 

Damit  ist  der  folgende  Satz  bewiesen: 

Satz  2.     Ist  Xx  eine  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0,  so  ist 
f{x)  durch  den  Factor  x  —  Xx  ohne  Rest  theübar. 

Nach  Satz  1  hat  jetzt  auch  die  Gleichung  (« —  if^ 
Grades /i (a-)  =:  0  eine  Wurzel,  die  x^  heissen  möge;  dann  ist 
nach  Satz  2 

(5.)  fx  {x)  =  (a:  —  Xi)/^  (x) , 

wobei 

fi(x)  =  ax^-'^  +  cxx^~^  +  C2r""'*  +  •  •  •  +  ^h-2 

eine  ganze  rationale  Function   (« —  2)^***  Grades  ist.    Ebenso 
findet  man  die  Gleichungen 

(6.)  Mx)  =  {x—x^)f^{x)  =  {x—x^)  {ax^-^+  rfia:**-*+. •  •  +  ^«»3}, 

(7.)  fz{x)  =  {x  —  Xi)f^{x)  =  (a:— 3:4)  (öra?»-*+  «ia:»-6+.. .  ^  g^_^^)^ 

(8.)  fn^iix)  =  (a:  —  a:„_i)/n-i  {x)  =  {x  —  x^-x)  (ax  +  k), 

k 
(9.)  /n-i (a;)  ^a{x  —  Xn),  wobei  ar«  = 
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ist.     Moltiplicirt  man  die  Gleichnngen  (4.)  bis  (9.)  mit  einander 
und  hebt  die  Factoren 

auf  beiden  Seiten  fort,  so  erhält  man 

(10.)         f{x)  =  a{x  —  Zx)  {x  —  X2)(x  —  Tz)...{x  —  Xn). 

Daraus  folgen  die  Sätze: 

Satz  3.  Jede  ganze  rationale  Rinctian  n'^**  Grades  lässt 
sich  in  n  lineare  Factoren  (d.  h.  Factoren  ersten  Grades)  zer- 
legen, 

Satz  4.     Jede  Gleichung  n*^  Grades  hat  genau  n  Wurzeln, 

Ans  Gleichung  (10.)  ersieht  man  nämlich,  dass  f{x)  =  0 
wird  für  die  n  Werthe 

X  —  X\  ,      X  —  «Cj  ,      X  ^—  X^ ,     •  •  •  «r  —  Xf^ , 

und  dass  f{x)  für  kernen  anderen  Werth  von  x  verschwinden 
kann.  Denn  wäre  f{x)  =  o  für  ar  =  xn+t,  wobei  Xn^i  von  xi,  x^, 
xz,  ..  .Xn  verschieden  sein  soll,  so  würde  aus  Gleichung  (10.)  folgen 

(11.)    a(a-n+l  —  ^l)  (Xn^l  —  X2)  (Xn^l  —  Xz)  .  .  .  {Xn^\  —  Xn)  =  0. 

Dies  ist  aber  ein  Widerspruch,  denn  nach  Voraussetzung 
sind  sämmtliche  Factoren  dieses  Productes  von  0  verschieden. 

Lässt  man  die  Voraussetzung  a^O  fort,  so  folgt  aus  der 
Gleichung  (11.)»  dass  a==  0  sein  muss,  und  dass  sich/(;r)  auf 
eine  rationale  ganze  Function  (n  —  l)'*"  Grades 

reducirt,  welche  für  mehr  als  »  —  1  Werthe  von  x  verschwindet. 
Daraus  würde  man  wieder  schliessen ,  dass  auch  ai  =  0  sein 
muss.    Indem  man  diesen  Schluss  wiederholt,  findet  man 

Satz  5.  Verschtoindet  die  ganze  rationale  Functtofi  n*^ 
Grades 

f{x)  =  ax''  +  ai  a:**-*  H h^^n-ix+Un 

für  mehr  als'  n  verschiedene  Werthe  von  x,  so  müssen  sämmt- 
liche Coeßtdenten  a,  ai,  a^,  ...  On^i,  a»  gleich  0  sein. 

Es  ist  nicht  ausgeschlossen,  dass  unter  den  n  Wurzeln  xi, 
X2,  ...Xn  einer  Gleichung  n^^  Grades  auch  etliche  einander 
gleich  sind.    Ist  z.  B.  X2  =  arj ,  so  wird  nach  dem  Vorstehenden 
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(12.)     f{x)^{x-x,fMx), 

(13.)    f\x)  =  2  (t  -  x,)Mx)  +  (x-  x,ff\{x) 

=r  {x  —  X,)[2Ux)  +  {x-^X,)f'<t{x)\, 

oder,  wenn  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  mit  q^ix » 
bezeichnet, 

(13a.)  f'{x)^(x  —  x,)ip{x), 

d.  h.  xi  ist  dann  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 

rix)  =  0. 

Dieses  Resultat  kann  man  noch  verallgemeinem.     Ist  x*. 
eine  « -  fache  Wurzel  von  f{x)  =  0 ,  ist  also 

iTl  =  ^2  =  ^8  =  •  •  •  =  ^o , 

so  wird  nach  dem  Vorstehenden 

(14.)     f{x)^{x-xxYMx), 

(15.)    f\x)  =  u{x-XxY''Mx)+{x  —  x,Yf*^(x) 

^{X  —  X.y-'  [afa  {X)  +  {X--  X,)f'a  (x)]  , 

oder,  wenn  man  den  Ausdinick  in  der  eckigen  Klanmier  wieder 
mit  ^{x)  bezeichnet, 

(15a.)  f\x)  =  (x  —  ^i)«-'  <f{x). 

Dies  giebt 

Satz  6.  Ist  xi  eine  a-fache  Wurzel  der  Gleichung  f{x)  =  0, 
so  ist  Xi  eine  (a  —  1) -fache  H'urzel  der  Gleichung  f'{x)  =  0, 
eine  {a  —  i) -fache  Wurzel  der  Gleichung  f''(x)  =  0,  ...  und 
eine  einfache  Wurzel  der  Gleichung  f^^~^^  (x)  =  0. 

Ein  besonderer  Fall  hiervon  ist  der,  dass 

ön  =  0,       (Zn^i  =  0,       a„_o  =  0,    ...  C^n-o-fl  =  0 

wird;  dann  reduciil  sich  die  Gleichung  «'*'»  Grades  auf 

lÖ.)  fix)  =  ax''  +  aiX*'-^  H 1-  On-aX''  =  0 

und  hat  die  «-fache  Wurzel  x  =  o. 

Setzt  man  :r  =  —  >  so  geht  die  Gleichung  f(x)  =  0  über  in 

oder,  wenn  man  die  ganze  Gleichung  mit  /"  multiplicirt,  in 


3t  OL    = 
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(17.)  a,»^  +  a^xtr"'  +  •  •  •  +  ai^  +  a  =  0. 

Jeder  Wurzel  /«  dieser  Oleichnng  entspricht  eine  Wurzel 
—  der  Gleichung  f{x)  =  0-    Wenn  nnn 

a  =  0,     Ol  =  0,     02  =  0,  . . .  a«-!  =  0 

ist,  SO  redncirt  sich  die  Gleichung  (17.)  auf 

(17a.)  «n^  +  a—i^'*  H +  «o^  =  0 

und  hat  die  a -fache  Wurzel  ^  =  0,  folglich  werden  in  diesem 
FaDe  «  Wurzeln  der  Gleichung  f{x)  =  0  unendlich  gross. 

Die  Bestimmung    der  Asymptoten   einer   Curve   mit   der 
Gleichung 

(18.)  I{x,  y)  =  0 

möge  nun  auf  den  Fall  beschränkt  werden,  wo  F{x,  y)  eine 
yanze  rationale  Function  n'*"  Grades  ist,  obgleich  die  meisten 
Schlüsse  und  Ergebnisse  der  hier  folgenden  Untersuchung  auch 
dann  noch  richtig  bleiben,  wenn  diese  Beschränkung  aufgehoben 
wird. 

Zunächst  beachte  man,   dass   die  Asymptote  eine  gerade 
Linie  ist,  deren  Gleichung  die  Form 

(19.)  Ax'  +  £y'  +  C  =  0 

haben  muss.    Ist  £  ^  0,  so  erhält  man  hieraus 

(19a.)  y'  =  mx'  +  fA, 

und  ist  ^^0,  so  erhält  man 

(19b.)  x'=^ly'  +  X, 

wobei 

^      ^  B  Am 

ist.  Wird  i^  =  0 ,  so  ist  die  Gerade  parallel  zur  F-Axe  und 
hat  die  Gleichung 

x'^X, 

während  die  Gleichung  (19  a.)  nicht  benutzt  werden  kann.  Wird 
^  =  0 ,  so  ist  die  (rerade  parallel  zur  X-  Axe  und  hat  die 
Gleichung 

Kiepert,  nifferaitiAl-lUchAiuig.  23 
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y'  =  A*, 

wUirend  die  GleicliHng  (19  b.)  nicht  beoutzt  w^den  kaiuL 

Damit  die  Gerade  (19a.)  oder  (19  b.)  durch  den  Corven- 
punkt  P  mit  den  Coordinaten  x  und  y  hindurchgeht,  muss 

y  =  m2r-|-^     und     iC=:fy  +  i, 

oder 

(21.)  f»=r?^  — ^    und    /  = 

V    '  XX  y     y 

sein,  wobei  zunächst  angenommen  ist,   dass  der  Punkt  P  im 
Endlichen  liegt.    Rückt  aber  P  in's  Unendliche,  so  wird 

(21a.)  «  =  Hm0-0  =  ^^(|), 

(21  b.)  ^  =  Um  f-  -  -)  =  lim  f  *  ) . 

Um  non  die  Grössen  limf^— j  bezw.  lim  T—jza  berechnen, 
beachte  man,  dass  x  nnd  y  die  Coordinaten  eines  CWtwnponktes 

V  X 

sind,  dass  man  also  die  Werthe  von  -  und  -  aus  der  Gleichung 

der  Curve,  nämlich  aus 

F{x,  y)  =  0 

berechnen  muss.    Zu  diesem  Zwecke  ordne  man  F{x^  y)  so,  dass 
(22.)  F{x,  y)=  Un+  tVi  +  ---+ t^i  +  I7o  =  0 

wird,  wobei 

On  =  «y*  +  dixy''-^  +  a^x^y^--  H 1-  On^xs^^y  +  Ctt^ 

alle  Glieder  der  «'•*  Dimension, 

alle  Glieder  der  {n  —  1)'"*  Dimension, 

Ui  =  ky  -f-  kiX 

die  Glieder  der  ersten  Dimension  enthält,  und  U^  eine  Gonstante  ist. 
Dividirt  man  jetzt  die  Gleichung  (22.)  durch  a:*,  so  wird 

*"-'5=»(0+«.©""'+-(fr+-^--.©+- 

nur  noch  von  ^  abhängig  sein.    Dagegen  wird 


§  83.    Agymptoten  einer  Gnrve.  365 

Lässt  mau  jetzt  z  unendlich  gross  werden,  so  ist 

iüii(|-)=«., 

und  wenn  m  eine  endliche  Glosse  ist, 

lün%!  =  o. 

Ebenso  werden  die  Grössen  lim  — ^  ?   •  •  •  lim  — ^ »  lim  — ? 

gleich  0,  so  dass  sich  die  Gleichung  (22.)  bei  der  Ausführung 
der  angegebenen  Operationen  auf 

(25.)      lim  -TT  =  «^"  +  «i w***"*  +  Ö2»»'*'*  +  •  •  •+  an- im  +  a»  =  0 

reducirt. 

Die  n  Wurzeln  dieser  Gleichung  entsprechen  n  Richtungen, 
in  denen  unendlich  ferne  Punkte  der  Gurve  liegen. 

Eine  Curce  «'***  Grades  hat  daher  n  unendlich  ferne  Punkte 
und  deshalb  auch  n  Asymptoten,  von  denen  aber  einige  imaginär 
sein  können,  dem  Umstände  entsprechend^  dass  die  Gleichung  (25.) 
imaginäre  Wurzeln  haben  kann. 

Wenn  in  Gleichung  (25.)  der  Coefficient  von  »»»•,  nämlich 
a,  gleich  0  wird,  so  reducirt  sich  der  Grad  der  Gleichung  (25.) 
und  somit  auch  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln,  nicht  aber  die  An- 
zahl der  Asymptoten.  Es  wurde  ja  schon  vorher  darauf  hin- 
gewiesen, dass  die  Gleichungsform 

y*  =  mx'  +  fjL 

für  die  Asymptote  nicht  immer  verwendbar  sei.    Dieser  Fall 
tritt  ein,  wenn  a  gleich  0  ist. 

Dividirt  man  nämlich  die  Gleichung  (22.)  durch  y**,  lässt 

dann  y  unendlich  gross  werden  und  beachtet,  dass  limf  — j  =  / 

ist,  so  erhält  man 

(26.)    lim  -^  =  anV  +  ««_,  T"*  +  an-J""^^  + [-aj  +  a  =  0. 

23* 


356  §  82.    Asymptoten  einer  Ourve. 

Wird  jetzt  a  gleich  0,  so  hat  diese  Gleichung  die  Wnrzd 

m 
und  die  entsprechende  Asymptote  steht  auf  der  X-Axe  senk- 
recht.   Ist  auch  ai  gleich  0,   so   lässt  sich  in  Gleichung  (26.  i 
auf  der  linken  Seite  der  Factor  fi  abtrennen,  d.  h.  die  Gleichnng 
liat  die  Wurzel 

zwei  Mal,  so  dass  zwei  Asymptoten  auf  der  X-Axe  senkrecht 
stehen.    U.  s.  w. 

Nachdem  man  aus  der  Gleichung  (25.)  einen  Werth  von 
m  (oder  aus  der  Gleichung  (26.)  einen  Werth  von  /)  bestimmt 
liat,  kennt  man  erst  die  Richtutig  der  Asymptote 

um  ilire  Lage  vollständig  zu  erhalten,  muss  man  noch  den  zu-. 
gehörigen  Werth  von  ,u  (bezw.  a)  aufsuchen. 

Zu  diesem  Zwecke  bestimme  man  die  Punkte,  in  denen  die 
Curve  von  der  Geraden  geschnitten  wird.  Für  die  Coordinateii 
eines  solchen  Punktes  gelten  die  Gleichungen 

F{x,  y)  =  0     und     y  =  mx  +  fi 
gemeinschaftlich,  also  auch  die  Gleichung 
(27.)  F{x,  mx  +  fi)=:0. 

Diese  Gleichung  enthält  nur  noch  die  eine  Unbekannte  -r 
und  lässt  sich,  da  sie  höchstens  vom  »****  Grade  ist,  auf  die  Form 

(27  a.)     F  {x,  fnx  +  (i)  =  Vx''  +  V^x''  -  *  +  V^af-^  +  •  •  • 

bringen.    Wie  die  Coefficienten  F,    Fi ,  F2 , . . .  gebildet  sind, 
ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung  der  Ausdrücke 

Uh{x,  mx  +  /i),     Un-i  {x.  mx  +  fi),     Un^i  («,»«;  +  /*),•••, 

in  welche  die  Grössen  Un,  ün-u  ^n-2,  •  • .  übergehen,  wenn  man 
y  gleich  mx-i-fi  einsetzt.    Es  ist  nämlich 

Un(x,  mX+ fb)  := 

a{mx  +  f*)**  +  aix(mx  +y^)**"*  +  •  •  •  +  a^-ia:""^*  (mx  +  /i*)  +  a^x^ 
=  (aw"  +  üx  m*~*  +  •  •  •  +  ö»-i  »t  +  «n)^** 
+  /»[»am**-**  +  (n  —  l)oi»i***-  +  •  •  •  +  2an^2m  +  Oh-i]«*"' 
4- 
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b{mx  +  /*)••-*  +  bix{mx  +  /i*)*-^  + y,  bn-iX'^-^{fnx  +  fk) 

=  {btnr-^  +  *!»»•*-*  H h  4„-2»i  +  *,i-i)a:"-»  +  •  •  • . 

Daraus  folgt 

(28.)        F=  am*  +  ajm«-*  H f-  a«-iW  +  a*, 

(29.)       Fl  =  /i*[«am"-*  +  (»  —  l)aim"-2  +  •  •  •  +  a^-i] 

Da  nun  der  Werth  von  m  bereits  so  bestimmt  ist,  dass 
Gleichung  (25.)  befiriedigt  wird,  so  ist  schon  deshalb 

F=0, 

d.  h.  die  Gleichung  (27  a.) ,  nämlich  die  Gleichung 

Vaf"  +  Vxo^-^  +  ViZ*"-'^  H (-  Vn^xT  +  r„  =  0, 

hat  bereits  eine  Wurzel 

oder  mit  anderen  Worten,  die  Gerade 

y'  =  mar'  +  /* 

geht   bereits   durch   einen   unendlich  fernen  Punkt  der  Curve, 
welchen  Werth  auch  /*  haben  mag. 

Damit  sie  aber  die  Curve  in  diesem  Punkte  berührt,  muss 
man  /*  so  bestinmaen,  dass  auch  noch  eine  zweite  Wurzel  der 
Gleichung  (27a.)  unendlich  gross  wird.  Dies  geschieht,  wenn  man 

(30.)  Fl  =  0 

macht,  indem  man 

nafn^~^  +  (ti  —  l)ai  m"""^  -j-  .  . .  -|-  a^-i 
setzt. 

Die  ßegel,  welche  sich  aus  dieser  Untersuchung  für  die 
Behandlung  von  Beispielen  ergiebt,  ist  daher  folgende:     . 

Man  dividirt  Un  durch  a:"  und  erhält  dadurch,  dass  man 

lim(  — )  gleich  m  setzt,  die  Gleichung  (25.),  nämlich 
lim  — —  =  am**  +  ^i^m*^-^  +  c^fn''-'  +  •  ••  +  ««-iw  +  a^  =  0. 
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Ist  m  eine  Wurzel  dieser  Oleichang,  so  setzt  man  t/  =  mx  +  u 
in  die  Oleichung 

F{t,  y)  ^  0 

ein,  von  der  man  aber  nur  die  Glieder  Z7„  +  Z7„_,  braucht, 
dividirt  durch  a:""*  und  lässt  dann  x  unendlichr  gross  werden. 
Dies  giebt  eine  Gleichung  ersten  Grades  für  die  Bestimmung 
von  /A. 

Man  hätte  auch  z  mit  y  und  in  Folge  dessen  m  mit  /  und 
II  mit  X  vertauschen  können,  um  die  Gleichung  der  A^symptoten 
in  der  Form 

x'  =zly*  +  X 

ZU  erhalten.  Diese  Vertauschung  ist  sogar  noth wendig,  wenn 
eine  oder  mehrere  Asymptoten  der  F-Axe  parallel  sind,  d.  h.  wenn 

a  =  0,     «1  =  0,.... 

Eine  Modiflcation  der  gegebenen  Regel  tritt  nur  ein,  wenn 
die  Gleichung  (25.),  nämlich 

f{fn)  =  am^  +  «i  m^~^  +  oowi*"-^  +  •  •  •  +  «w-i  m  +  a^  =  0, 

gleiche  Wurzeln  hat,  d.  h.  wenn  unter  den  Asymptoten  etliclie 
zu  eirMfidei'  parallel  sind;  dann  wird  nach  den  vorstehenden 
Sätzen  aus  der  Algebra  auch 

/'(m)  =  «a/w'— » +(»—!)  Gim"- 2  + (;j—2)a2W*-8H ha«-i  =  0. 

Der  Werth  von  (a  ist  deshalb  entweder  nach  Gleichung 
(31.)  unendlich^  d.  h.  die  zugehörigen  Asymptoten  rücken  in*s 
Unendliche,  oder  es  wird  auch 

In  diesem  Falle  wird  Fi  gleich  0  für  jeden  beliebigen  W^erth 
von  /li,  so  dass  man  den  Werth  (oder  vielmehr  die  beiden 
Werthe)  von  fi  erhält,  indem  man 

r2  =  o 

setzt.  Ist  auch  V^  für  jeden  Werth  von  ji*  gleich  0,  und  gilt 
dasselbe  für  F3, . . .  Va-\  (nicht  aber  fiir  F«),  beginnt  also  die 
Entwickelung  von  F{x^  mx  +  fi)  nach  fallenden  Potenzen  von  r 
mit  VaX*""",  so  bestimme  man  ^  so,  dass  aucli 
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wird.  Dies  ist  dann  eine  Gleichimg  a^^  GradeB  von  /u*,  dem 
Umstände  entsprechend,  dass  a  Werthe  von  m  einander  gleich 
sind,  die  aber  zn  a  verschiedenen  (zn  einander  parallelen) 
Asymptoten  gehören. 

Am  besten  wird  der  Antfinger   diese  Angaben  dnrch  die 
Ausfilhrung  an  einigen  hier  folgenden  Beispielen  verstehen. 


§  83. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Hyperbel 

(1.)  b^x^  —  a^y^-  —  aH^^O 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  82.) 

AuflSsung.    Hier  ist  n  gleich  2  nnd 

x^  x^  \x  / 


(2.) 


(2  a.) 
also 

(3.) 


lim  -^^  =  i«  -  a-'m^  =  0, 

x=oo  ^ 


m  =  rt:  — . 
a 


Die    Gleichnng     der    einen 
Asymptote  ist  daher 


(4.)  y'  =  -^x'  +  /.. 

Um   anch  noch   den 


von  fjb  zu  bestimmen,  setze  man  y 


Werth/ 


/^ 


gleich  -ar  +  jiA  in  die  Gleichung  (1.)  ein.    Dadurch  erhält  man 

J2<^  _  42^2  _  2 a  J/t*a:  —  «V*  —  «^ **  =  0 , 
und  wenn  man  durch  x  dividirt, 


(5.) 


—  2ab^ ^ — ■ =  0. 


x 


Lässt  man  jetzt  x  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus 
(ö.)  —  2a&/ii  =  0,    oder    /*  =  0. 
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Die  GUeichong  der  ersten  Asymptote  ist  daher 

(7.)  2/'  =  ^  ^' ; 

ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asymptote  die  Gleichung 

(8.)  y-  =  _!;,'. 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Parabel 
(9.)  y«  —  2px==0 

bestimmen. 

AuflSsung.    Hier  ist  wiedei*  n  =  2  und 

(10.)  J  =  g.      lun^=m«  =  0, 

also 

(11.)  fwi  =  0,    mj  =  0. 

Für  beide  Asymptoten  findet  man  eine  Gleichung  von  der 
Form 

(12.)  3^'=/i. 

Um  die  zugehörigen  Werthe  von  /»  zu  bestimmen,  setzt  man 
y  =  /t*  in  die  Gleichung  (9.)  ein  und  erhält 


(13.)  (A^  =  2px^    /wi  =  +  y^px,    fi2  =  —  y2px. 

Lässt  man  jetzt  x  in's  Unbegrenzte  wachsen,  so  wachsen 
auch  fii  und  ^  in's  Unbegrenzte,  d.  h.  die  beiden  Asymptoten 
rücken  in's  Unendliche. 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 

(14.)  a^  +  f—SaTy  =  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  83.) 

Auflösung.  Bei  dieser  Curve,  welche  man  „Folium  Cartesii^ 
nennt,  ist  n  gleich  3  und 

aM         5=^  =  .  +  (!)•, 

TT 

(15a.)        lim  -|-  =  l  +  m»  =  (1  +  m)  (1  —  m  +  m«)  =  0, 
also 
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1  +  iVd                   1  -  •  V3 
»m  =  —  1 ,     mj  = >      mz  = • 

Die  beiden  imaginären  Werthe  von  m  brauchen  nicht  be- 
rücksichtigt zu  werden;  die  einzige  reelle  Asymptote  erhält  man. 
wenn  man  m  gleich  —  1  setzt.    Dadurch  wird 

y  =  — X  +  fA, 

und  die  Gleichung  (14.)  geht  für  diesen  Werth  von  y  über  in 

(16.)  3fix^  —  Sfi^'X  +  fJb^+  Sax^  —  Safix  =  0. 

Indem  man  diese  Gleichimg  durch  x^  dividiii;,  findet  man 

SiA^      Sau   ^  fi^ 

X  X  x^ 

Wenn  jetzt  x  unendlich  gr  oss 
wii*d,  so  erhält  man 

(17.)  3/*+3a  =  0, 

oder 

^  =  — a. 

Die  Gleichung    der    reellen 
Asymptote  ist  daher 

(18.)         y'  =  — a:'  — a, 

oder 

(18a.)     x'  +  y'  +  a^^O. 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 
(19.)  a^— .3jy«  — a»=  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  84.) 

AuflSsung.    Hier  ist  n  gleich  3  und 

3^  .r^  \X/ 

also 

(20.) 


lim-^  =  l  — 3m2  =  0,     m  =  di 


1 

x"  Ys 

Da  m  die  Tangente  des  Winkels  a  ist,  den  die  Gerade 

y  =  mx  +  fi 

mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet,  und  da 
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ist,  so  bflden  die  beiden  Asymptoten,  welche  den  gefimdosti 
Werthen  von  m  entsprechen,  bezw.  die  Winkel  +  30^  und  —  3C«' 
mit  der  positiven  Bichtnng  der  X-Axe. 
Setzt  man  nun 

in  die  Gleichung  (19.)  ein,  so  findet  man 

(21.) 

oder 


( 


.3 


—  a?  —  2x^fiYs—  Sxfi^  —  a»  =  0, 


—  2fi  ys 


3/i 


a' 


X         x^ 


Wenn  jetzt  x  unendlich  gross  wird,  so  folgt  hieraus 
(22.)  —  2.ay3=0,    oder    /*  =  0. 

Die  erste  Asymptote  hat  daher  die  Gleichung 
(23.)  y'  yF=  x\ 

Ebenso  findet  man  für  die  zweite  Asymptote  die  Gleichung 

(24.)  y^yj^—x\ 

Um  noch  die  dritte  Asymptote  zu  erhalten,  bilde  man 
^  f  \y)        \y ) 

Dies  giebt 

(25.)     lim-%  =  ?  — 3/  =  0. 

Die   drei  Wurzeln  dieser 
Gleichung  sind 

(26.)  ^=+"^3,  i=— "^3,  /=Ü. 

*  Wie  man  ohne  Weitei^ 
erkennt,  fuhren  die  beiden  ei-sten 
Werthe  auf  die  schon  bekann- 
ten Asymptoten ;  dagegen  liefeii 
^  =  0  eine  dritte  Asymptote. 
Man  mns3  daher 
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in  die  Gleichung  (19.)  einsetzen  und  erhält  dadurch 

A»  — 3V  — a»  =  0, 
oder 

-5  — 8X 5=0, 

y  y 

Lässt  man  jetzt  y  unendlich  gross  werden,  so  folgt  hieraus, 
dass 

(27.)  A  =  0 

wird,  und  dass  die  dritte  Asymptote  die  Gleichung 

(28.)  x'  —  0 

hat.    Dies  ist  aber  die  Gleichung  der  F-Axe. 

Aufgabe  5.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 

f29.)  x{2*  —  a«)  —  2y(y'  —  a«)  —  Sxy^  —  o«  =  0 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  85.) 

Auflösung.   Hier  ist  wieder  **^-  ^ 

n  gleich  3  und 


Uj  _a^  —  2y^ 
x^  "" 


3a:y2 


a:« 


— K0-K0 


also 


t/. 


8 


(30.)  lim-f  =1  — 3m2— 2m 

=r(l+in)(l+m)(l— 2m)=0. 

Die  3  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung sind  daher 


(31.) 


»It  =  Ij       »W2  =  —  1,       »"3=+rt 


Bei  dieser  Curve  findet  man  zwei  parallele  Asymptoten, 
weil  zwei  Werthe  von  m  einander  gleich  sind.  Um  die  zu- 
gehörigen Werthe  von  fi  zu  finden,  setze  man 

y  =r  —  2:  -h  ,u 
in  die  Gleichung  (29.)  ein.    Dadm*ch  erhält  man 
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ir{z^—a^)+2(x—fA){x^—2fix+iJi.^—a^)—Sx{a:^—2(ix+fi^)—a*^^^^ 

oder 

(32.)  (—  3a«  +  Sfi^)x  —  2a*»  +  2a^(i  —  a»  =  0. 

Indem  man  diese  Gleichung  durch  x  dividirt  und  x  dann 
unendlich  gross  werden  lässt,  findet  man 

(33.)  —  3  a«  +  3/1*2  =  0 ,     ^^er    /m  =  db  a. 

Die  beiden  entsprechenden  Asymptoten  haben   daher  die 
Gleichungen 
(34.)  y'  =  —x'  +  a    und    y'  =  —  a:'  —  a. 

Für  die  dritte  Asymptote  hat  man 

1      , 

in  die  Gleichung  (29.)  einzusetzen.    Dadurch  erhält  man 

(35.)  —^fjLx^—ßfi''x  —  2fi^+  2aV— a3  =  0. 

Indem  man  diese  Gleichung  durch  x^  dividirt  und  dann  x 
unendlich  gross  werden  lässt,  findet  man 
(36.)  /t*  =  0 , 

so  dass  die  dritte  Asymptote  die  Gleichung 
(37.)  2y'=zx' 

besitzt. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 

Fig.  86.  (38.)  xy^'—x+2y—l—{) 

1'  bestimmen.  (Vgl.  Fig.  86. 

Auflösung.     Hier   ist 
wieder  n  =  3  und 


—X 


(39.J 


y  =/wt»    y  =M2, 


lim-4=^*  =  o,  W|=o, 

Die  Gleichungen  der 
drei    Asymptoten    haben 
daher  die  Fonn 
X*  =  L 
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Dabei  findet  man  m\  und  fj^2,  indem  man  y  =  /i  in  die 
Grleichung  (38.)  einsetzt.    Dies  giebt 

z(i^  —  z  +  2fi  —  1  =  0, 
oder 

2fJL—l    _ 


m'— 1  + 


X 


=  0, 


und  für  lim  5:  =  oo 

(40.)  /t**  =  l, 

(41.)  ^,  =  +  1,    ^  =  —  1. 

Ebenso  findet  man  X ,  indem  man  rr  =  il  in  die  Gleichung 
der  Curve  einsetzt.    Dadurch  erhält  man 

(42.)  /y2_;i^2y— 1  =  0,     oder    Ä  +  -  — ^^-^^  =  0, 

y       y 

und  für  lim  y  =  oo 

(43.)  Ä  =  0. 

Die  Gleichungen  der  drei  Asymptoten  sind  daher 
(44.)  y'  =  +  l,    y'  =  — 1,    ^'  =  0. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Curve 

(45.)  xy^  +  a:^  —  a3  =  0  ^*«-  8'- 

\\  Y 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  87.) 

AuflSsung.  In  ähnlicher 
Weise  wie  bei  den  vorher- 
gehenden Au^ben  findet  man 
hier  drei  Asymptoten  mit  den 
Gleichungen 

/y'  =  0,    y'  =  — ;rS 


r46.) 


\ 


ic'  =  0. 


Aufgabe  8.    Man  soll  die 
Asymptoten  der  Curve 
(47.)  aA^^y%_^%  ^  ^y2  ^  0 

bestimmen.    (Vei^gl.  Fig.  88.) 

Auflösung.    Hier  werden  zwei  Asymptoten  imaginär,   weil 
aus  der  Gleichung 
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U.^  =  Mm(l+§)=l 


+  m2  =  0 


folgt,  dass 


mi  =  +  i.    Uli  =  —  f ,    W8  = 


oo 


Fig.  88. 


wird.  Die  dritte  Asymptote  ist  reeL 
und  steht  aaf  der  X-Axe  senkrecht 
Dabei  findet  man  aus  Gleichung'  (47.K 
indem  man  x  =^  k  setzt, 

oder 

Dies  giebt  für  lim'y  =  oo 
(48.)  i  =  —  a ; 

die  einzige  reelle  Asymptote  hat  daher  die  Gleichung 

(49.)  a;'  +  a  ==  0. 

Die  Gleichung  (47.)  kann  man  auf  die  Form 


(50.) 


y  =  3z 


a  +  X 


bringen,  woraus  man  erkennt,  dass  die  X-Axe  eine  Symmetrie- 
Axe  der  Curve  ist,  und  dass  die  Curve  zwischen  der  Asymptote 
a:'  =  —  a  und  der  Geraden  rr'  =  +  a  liegt.    Aus 


(51.) 


f2 


ax 


^^  («  +  x)  Va^  —  x^ 


=  t2:u 


tblgt,  indem  man  x^O  setzt,  dass  die  beiden  Tangenten  im 
Nullpunkte  die  Winkel  +  45  ®  und  —  45  ®  mit  der  positiven 
Richtung  der  X-Axe  bilden. 

Aufgabe  9.  Man  soll  die  Gleichung  der  Cüsoide  des  Diokles 
bestimmen.    (Vergl.  Fig.  89.) 

Aüflfisung.  Die  Cissoide  des  Diokles  entsteht,  indem  man 
an  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  zwei  parallele  Tangenten 
mit  den  Berührungspunkten  0  und  A  legt,  von  0  aus  eine  be- 
liebige Secante  zieht,  welche  den  Kreis  zum  zweiten  Male  im 
Punkte  C  und  die  andere  Tangente  im  Punkte  B  schneiden  möge, 
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und  Ton  B  am  die  Sebse  OC  rückwärts  auf  der  Secante  ab- 
trägt, so  dass 

PB=^OC 

Tvird,  dann  ist  P  ein  Punkt  der  Cissoide. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  A  OP  ^»«  ^ 

mit  ff  und  die  Strecke  OP  mit  r,  so 
findet  man  aus  den  rechtwinkligen 
Dreiecken  OAB  und  OCA 

(52.)  OB==-^i     OC=2acoS9), 


also 
(53.) 


cos^ 

OP=^r^  OB—OC 
2a 


cos  9) 


(1  —  cos^  y), 


_  2osinV 
"^     cosy 


oder 

(53  a.) 

Daraas  folgt,  da 

OQ  =  rcoSf/',     QP=rsin9) 
ist, 

r^A\  -^     •  s  2asinV 

(54.)  X  =  2asinV)     y  = ^  • 

^      -^  ^^    ^         cosy 

Indem    man    aus    diesen    beiden 

Gleichungen  (p  eliminiit,  erhält  man 

(55.)         ar»  +  rry«  —  2ay«  =  0. 

Aufgabe  10.    Man  soll  die  Asymptoten  der  Cissoide  bestimmen. 

Aiififisimg.  Schon  aus  der  Entstehung,  der  Cissoide  ergiebt 
sich,  dass  die  Kreis-Tangente  AB  (vergl.  Fig.  89)  eine  Asymptote 
der  CSssoide  sein  muss.  Dasselbe  Resultat  findet  man  audi  aus 
der  Eechuung.    Es  ist  nämlich 


lim 


8 


.8 


=0+&)=^+^'=^' 


(56.) 

also 

(57.)  iHj  =  +  t ,     mi  =  —  t,     ms  =  00, 

d.  h.  zwei  Asymptoten  sind  imaginär,  nur  die  dritte  ist  reell 
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und  steht  auf  der  X-Axe  senki*echt    Dabei  findet  man, 
man  :r  =  A  in  die  Gleichung  (55.)  einsetzt, 

A?  +  Xy^  —  2ay2=r  0 ,     oder     A  —  2a  +  --5  =  0, 

Dies  giebt  für  lim  y  =  oo 
(58.)  A  =  2a; 

folglich  hat  die  reelle  Asymptote  die  Gleichung 
(59.)  x'=z2a. 

§  84. 

Concavität,  Convexität,  Wendepunkte. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  103  und  104.) 

Erklärung.  Legt  man  in  einem  Punkte  P  an  eine  Carve 
die  Tangente,  so  heisst  die  Curve  in  diesem  Punkte  -P  nach 
oben  concav ,  wenn  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Curvenpunkte  oberhalb  der  Tangente  liegen.    (Vergl.  Fig.  90.  i 


Fig.  90. 


Fig.  91. 


«il 


A  ■ 


Py- 


9 

S2 


1 


Q« 


Dagegen  ist  die  Curve  im  Punkte  P  nach  oben  canvex 
(vergl.  Fig.  91),  wenn  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Punkte  unierhdlb  der  Tangente  liegen. 

Wenn  endlich  die  Curve  im  Punkte  P  von  der  Concavit&t 
in  die  Convexität  übergeht  (vergl.  Fig.  92),  oder  wenn  die  Corve 

Fig.  92.  Fig.  93. 

Y  ^ 


\ 


-X 
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im  Punkte  P  ans  der  Convexität  in  die  Concavität  übergeht 
( vergl.  Fig.  93) ,  so  heisst  der  Punkt  P  ein  „  Wendepunkte^.  Die 
Tangente  üi  einem  solchen  Punkte  heisst  „  Wendetangente^^  Bei 
einer  Wendetangente  muss  daher  die  Cnrve  auf  der  einen  Seite 
des  Berühi-ungspunktes  oberhalb^  auf  der  anderen  Seite  des  Be- 
rühinrngspunktes  unterhalb  der  Tangente  liegen,  wobei  natäi*lich 
nur  die  benachbai-ten  Theile  der  Curve  in  Frage  konunen. 

Die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  90)  sei 

und  die  Curve  sei  iu  der  Nähe  des  Punktes  P  nach  oben 
cancav^  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 

TaP2=  O2P2— Q2r2>0 
und  auch 

riPi  =  QiPt  — ö,rt>o, 

wobei  Pi  und  Ps  die  dem  Berührungspunkte  P  benachbarten 
Cnrvenpunkte  mit  den  Abscissen  x  —  a  und  x  +  a  sind,  und  wo 
die  Schnittpunkte  der  Ordinaten  QiPi  und  Q^P%  mit  der  Tan- 
gente Tx  und  T^  heissen. 

Nun  ist  nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle 

(2.)     Q,P,  ^f(x  +  a)  =f{x)  +-^a  ■¥^"^'"^,  ®^^  a\ 

ausserdem  wird 

(3.)     Q27i=QP+5'tr,=/(:r)+-^)a, 

weQ  in  dem  rechtwinklichen  Dreieck  PS^T^ 

S^T^  =  PS^  .  tg  S^PTi  =  atga  =  af{z) 

ist.  Durch  Subtraction  der  Gleichungen  (2.)  und  (3.)  von  ein- 
ander erhält  man  daher 

(4.)  nPi  =  QiPt  —QtTi=.  ^r{x  +  Oa). 

In  ähnlicher  Weise  findet  man 
(5.)     Q.P.=:/(.-a)=/(.)_>?^)a+ÄZ^)^, 

IU«p«fft,  l>iff(treBtial-R«eli]iaag.  34 
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(6.)     Q.r,=  QP— r.Ä,  =/(t) 


/'(^) 


a 


a* 


1! 

(7.)     T, Pt  =  OiP,  -  Qi  1\  =  ~/''(a;  -  ©,  a). 

Damit  die  Carve  nach  oben  concav  ist,  müssen  fSr  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  T^Pi  und  T,fi 
^oÄtViW  Richtung  haben.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  /"(x+Ba 
und  f'\x  —  &ia)  beide  positiv  sind. 

unter  der  Voraussetzung,  dass/"(^)  fUr  die  betrachteten 
Werthe  von  x  stetig  ist,  muss  deshalb  auch  f'\x)  positiv  sein, 
und  umgekehrt:  i8t/''(ar)  positiv,  so  werden  auch/"(ar+  &a 
und/"(a: —  01«)  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  positiv  sein. 

Die  Curve  ist  daher  im  Punkte  P  nach  oben  concaVj  wetm    I 
(8.)  g=/'V)>0. 

Die  Gleichung  einer  Curve  (Fig.  91)  sei  wieder 

die  Curve  sei  jetzt  aber  in  der  Nähe  des  Punktes  P  nach  oben 
concex,  dann  ist  nach  der  vorstehenden  Erklärung 

und  auch 

T,P,  =  QiP,-Qil\<0, 

wobei  dieselben  Bezeichnungen  angewendet  sind  wie  in  Fig.  90. 
Daraus  ergiebt  sich  genau  ebenso  wie  vorhin 

(90         T2P2  =  ~/"(^  +  0«) ,     T,P,  =  |/"(^  -  ®,a). 

Damit  die  Curve  nach  oben  convex  ist,  mfissen  für  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  a  die  Strecken  TgPj  und  TiPy 
negative  Richtung  haben.  Das  ist  nur  möglich,  wenn  f"(x  +  Ga) 
und/"(^  —  0ia)  beide  negatio  sind. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass/"(^)  für  die  betraditeten 
Werthe  von  x  stetig  ist,  muss  deshalb  auch/"(^)  negativ  sein, 
und  umgekehrt:  ist/"(^)  negativ,  so  werden  auch/"(^  +  Ga) 
und/"(a: — 0io)  fiir  hinreichend  kleine  Werthe  von  a  negativ  sein. 
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(  lO.) 


Die  Ource  üt  daher  im  Punkte  P  nach  oben  canver^  wenn 


dx^ 


=r\x)<o. 


In  dem  Vorhergehenden  sind  die  Fälle,  wo 

/"(a:)  =  0    oder  /"(a:)  =  oo 

ipv^ird,  ausgeschlossen  worden.  Beide  Fälle  können  im  Allgemeinen 
nur  für  einzelne  Werthe  von  x  eintreten.  Ist  x  ein  solcher 
Werth,  so  hat  man  noch  die  Vorzeichen  von /"(^  —  a)  und 
y\x  -{■  a)  für  hinrdchend  kleine  Werthe  von  a  zu  untersuchen 
und  danach  die  folgenden  8  Fälle  zu  unterscheiden: 

L  f'\x)  =  0,    f'(x  —  «)  >  0,    f'\x  +  a)  <  0. 

In  diesem  Falle  geht  die  Curve  im  Punkte  P  (vergl. 
Fig.  92)  von  der  Concavität  zur  Convexität  über.  Dasselbe 
gilt  auch,  wenn 

II.  f\x)  =  oo,    f\x  ~  a)  >  0,    f'\x  +  «)  <  0  (vergl.  Fig.  92). 

Wii-d  dagegen 

m.  f*\x)  =  0,    f\x  —  a)<  0,   r{x  +  a) > 0  (vei^gl.  Fig.  93), 

oder 

IV.  f'\x)  =r  cx),   f*\x  —  a)  <  0,   f%T  +  a)  >  0  (vergl.  Fig.  93), 

so  geht  die  Curve  von  der  Convexität  zur  Concavität  über. 

In  allen  diesen  Fällen  heisst  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt^ 
weil  sich  die  Curve  von  der  Concavität  zur  Convexität  oder  von 
der  Convexität  zur  Concavität  loendet. 

Ist  aber 

j/-(:r)*0,    f-{x^a)>0, 


V. 


Ftfif.  94. 


\/"(^  +  «)>0,  (vergl.  Fig.  94), 


oder 


l/"(^  +  a)  >  0  (vergl.  Fig.  94), 
so  ist  die  Curve  unmittelbar  vor  dem 
Punkte  P  und  ebenso  unmittelbar  nach 

dem  Punkte  P  nach  oben  concav;  sie  hat  daher  im  Punkte  P 
keinen  Wendepunkt. 

24" 
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Ist  endlich 

Vn./''(T)  =  0,    f-(x  —  a)<0,    /-(^  +  a)<0(vergl.Fig.95: 

oder 

VTII.  f"(x)  =  oo,  f'\x  —  a)  <  0,    f''{x  +  a)<  0  (vei^l.  Fig.  95 u 

so  ist  die  Curve  unmittelbar  vor  dem  Punkte  P  und  ebensi' 

unmittelbar  nach  dem  Punkte  P  nacL 
^^  *•  oben  convex,  so  dass  auch  hier    da* 

Punkt  P  kein  Wendepunkt  ist. 

Daraus  ergiebt  sich  jetzt  die  all- 
gemeine Regel  für  die  AuMchung  der 
etwaigen  Wendepunkte  einer  Curve 

y=/(^)- 

Man  ermittele  die   Werthe   von  x^ 
für  welche  f**{x)  gleich  Null  oder  «o»- 
endlich  gross  loirdk     Ist  x  ein  solcher  TVerth,  so  untersuche  fno» 
das    Vorzeichen   von  f*\x  —  a)    und   von  f(x  +  a)  für    hin- 
reichend Heine  Werthe  von  a.     Man  erhält  dann  einen  Wende- 
punkty  wenn  entweder 

f\x  —  a) > 0,     und   f'\x  +  a)< 0 , 

oder  wenn 

f%x  —  a)<0     und  f*\x  +  a)>0; 

und  zwar  geht  die  Ctirve  im  ersten  Falle  in  diesem  Wendepufiife 
von  der  Concaviiät  zur  Convexität  und  im  zweiten  Falle  von  der 
Convexität  zur  Concavität  über, 

Haben  dagegen  f(x  —  a)  und  f'\x  +  a)  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  a  dasselbe  Zeichen,  so  ist  der  Punkt  kein 
Wendepunkt. 

Bemerkung. 

Es  möge  hierbei  noch  besonders  hervorgehoben  werden,  dass  sich 
die  vorstehenden  Betrachtungen  nur  Auf  Punkte  der  Curve  beeiehen^ 
welche  im  Endlich^i  liegen. 
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Fi«.  06. 


§85. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  I.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Corve 

(1.)  y  =  i  +  (c-x)»=/(z) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  96.) 

Aufltsung.    Ans  der  Gleichung  (1.)  folgt 

(3.)  f\x)^  +  %{c  —  xy 

Ans  Gleichnng  (3.)  erkennt  man, 
dass  es  keinen  endlichen  Werth  von  x 
giebt,  für  den  f**{x)  =  oo  wird.  Dagegen 
wird  f\x)  =  0  für 

(4.)  a;  =  c. 

Der  Punkt  P,  dessen  Abscisse  gleich 
c    ist,   kann   also   möglicher   Weise   ein 
Wendepunkt  sein.    Um  darüber  zu  entscheiden,   beachte  man, 
dass 

(5.)        /''(c  — a)  =  +  6a>0,    /''(^  +  «)  =  -  6a<0 

ist.  Es  findet  also  im  Punkte  P  ein  üebergang  von  der  Ck>n- 
cavität  zur  C!onyexität  statt.  Folglich  ist  P  ein  Wendepunkt. 
(VergL  Fig.  96.) 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 

(6.)  y  =  *  +  (^-c)*=/(^) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  97.) 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (6.) 
folgt 

(7.)  f\x)^    4.(x  —  cf, 

(8.)  /"(:r)  =  12(:r-c)^ 

Auch  hier  giebt  es  keinen  endlichen 
Werth  för  a:,  für  welchen  f*\x)  =  oo 
wird.    Dagegen  wird  f*\x)  =  0  für 

(9.)  a:  =  r. 


Fig.  97. 


T — *1   fl   «. 


-X 


874 


§  85.    Wendepunkte  einzelner  Cnrven. 


Für  diesen  Werth  von  x  kann  man  möglicher  Weise  einen 
Wendepunkt  erhaltai.    Um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 

(10.)  f"(c  —  a)  =  +  12ö*  >  0  und  f'\c  +  a)  =  +  12 a«  >  0, 

folglich  ist  die  Curve  auf  beiden  Seiten  des  betrachteten  Punktes 
P  nach  oben  concav ,  so  dass  dieser  Punkt  kein  Wendepunkt 
sein  kann.    (Vergl.  Fig.  97.) 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Curve 
(11 )  y  =  fn  —  b-^ix  —  c)^  =/(t) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  98.) 


(12.) 


(18.) 


Auflösung.    Aus  Gleichung  (11.)  folgt 

f\z)  =  —  —  (x  —  c)    ^, 


ßö 


2bj/{2—cf 


Hieraus  erkennt  man,  dass  f'*(x)  für  keinen  endlichen  Werth 
von  X  gleich  Null  wird,  dagegen  wird 

(14.)  f'\x)^oo     für     x  =  r. 

Dieser  Werth  von  x  kann  also  mög- 
licher Weise  einen  Wendepunkt  liefern. 
Um  darüber  zu  entscheiden,  bilde  man 


(15.)    f"(c-a)  = 

und 

(15a.)/''(^  +  «)  = 


6b 


8 


>.o 


6b 


>0, 


25y^o8 

A'  wobei  man  b  als  positiv  vorausgesetzt 
hat.  Die  Curve  ist  also  m  heidßa 
Seiten  des  betrachteten  Punktes  P  nach  oben  conoav ;  der  Punkt 
P  ist  daher  kein  Wendepunkt  der  Curve,  sondern,  wie  mian  aus 
Figur  98  ersieht,  eine  Spitze. 
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Aufgabe  4.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepunkte  der  Corve 

(16.)  y  =  m  —  b-^{x—cf  =  f{x) 

bestimmen. 


(17.) 
(18.) 


Auflösung.    Ans  Oleichnng  (16.)  folgt 


eb 


/"(a:)=  +  ||(a:  — c)    ^=— ,, 


Auch  hier  wird  f"(x)  Tür  keinen  endlichen  Werth  von  x 
gleich  Null,  dagegen  wird 

(19.)  /"(ar)  =  oo     fül'     a:  =  c. 


Um  zu  entscheiden,  ob  dieser  Werth 
von  X  wirklich  einen  Wendepunkt 
liefert,  bilde  man 


Tig.  »9. 


nnd 


'■^» 


^. 


'X 


Daraus  erkennt  man,  dass  im  Punkte  P  mit  den  Goordinaten 
(20.)  X  ^:s:  Cj    y  =:  m 

eine  Wendung  von  der  Convexität  zur  Goncavität  stattfindet, 
dass  also  der  Punkt  P  ein  Wendepunkt  ist.    (Vergl.  Fig.  99.) 


Aufgabe  5.    Man  soll  die  etwaigen  Wendepankte  der  Curve 

(21.) 

bestimmen. 

AuflBsung.    Dnrch  Differentiation  folgt  ans  Gleichung  (21.) 

(22.) 


(23.) 


_  y(x«  -  ^x  -  ¥) 

'  ^"^ (a^  +  b'-y       ' 

.„.  .  _  —2b*ia^  —  Bbx*  —  S^x  +  i*) 
^  ^*''  ~  (z*  +  b*f 


876  §  85.    Wendepunkte  einaelner  Curven. 

Hier  kann  f'\x)  fOr  keinen  endlichen,  reellen  Werth  yon  r 
unendlich  gross  werden.    Dagegen  wird  f"{x)  gleich  Nnll,  wem 

(24.)  a^  — 3*a:*  — 3i»a:  +  *»  =  (a;  +  i)(a:«  — 4ia:  +  **)=  O 

wird.    Die  Werthe  von  x^  für  welche  möglicher  Weise    ein 
Wendepunkt  eintritt,  sind  daher 

(25.)       a:i=— i,     o:,  =  *  (2  —  |/3) ,     ar,  =  i(2  +  )/3), 

welche  beziehungsweise  den  Weilhen 

(26.)      yi=  +  *,     y2=  ^(1+1/3),     ys  =  ^(l-V3) 

entsprechen. 

Fi«.  100. 


Da  «*  +  **  ftr  reelle  Werthe  von  x  immer  positiv  ist,  so 
braucht  man  nur  zu  untersuchen,  ob 

(27.)  {a^  +  b^ff'\x)  =  —  2  b\x  +  b)  (x^  —  Ux  +  i«)  =  F{x) 

für  die  angegebenen  Werthe  von  x  das  Vorzeichen  wechselt. 

Zunächst  ist  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

(28)  (^(— *-«)  = +2«**(6*»  +  6aÄ  +  a2)>0, 

l -F(— 4  +  ö)  =  —  2a*«(6**  —  6ai  +  a^) < 0; 

deshalb  ist  der  Punkt  Pi  mit  den  Coordinaten  xi,  yi  ein 
Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Goncavität  zor 
Gonvexität  fibergeht. 

Femer  ist  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 

(29)  I  ^(2*— *K3-«)  =  -2aÄH3*-il/3— a)(2il/3+a)<0, 
\  F{2b—bys+ä)=  +  2ab\Bb-bys+a){2byS—ä)>0, 

folglich  ist  auch  der  Punkt  Ps  mit  den  Coordinaten  .rs,  y^  ein 
Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Convexität  zur 
Goncavität  übergeht 
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Endlich  ist  noch  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  a 
(30)  i  ^(2*+*y^— «)  =  +  2a*»(3*+ÄV3— a)(2iV3— a)>0, 

folglich  ist  der  Punkt  Pz  mit  den  Coordinaten  rs,  yz  gleichfalls 
ein  Wendepunkt,  in  welchem  die  Curve  von  der  Concavität  zur 
Convexität  übergeht. 

Es  ist  dabei  noch  za  beachten,  dass  die  drei  Wendepunkte 
I\ ,  Ps ,  Pa  in  einer  geraden  Linie  liegen,  weil 

(31.)        Xi  (yj  —  yji)  +  My^  —  Vi)  +  ^8(yi—  y«)  =  0 
wird.    (Vergl.  Fig.  100.) 

Aufgabe  6.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  die 
Parabel  nach  oben  cancav^  und  in  welchen  Punkten  sie  nach 
oben  canoex  ist. 

AuflBsung.    Die  Gleichung  der  Parabel  ist  '^'  ^^^' 

(32.)  y^=2px; 

daraus  folgt 

(33.)  ^  =  -^,     ^^—fL. 

^     '^  dx       y        cb?  y' 

Für  positive  Werthe  von  y  wird  ^ 
negativ,  und  fOr  negative  Werthe  von  y  wird 
^  positiv.   Die  obere  Hälfte  der  Curve  ist 


daher  nach  oben   eofwex,    und    die  untere 

HUfte  ist  nach  oben  cancar.     Elinen  Wendepunkt  besitzt   die 

Curve  nicht,  da  ^^  fftr  endliche  Werthe  von  y  niemals  ver- 

schwinden  kann. 

Aufgabe  7.  Man  soll  untersuchen,  in  welchen  Punkten  die 
Ellipse  und  die  Hyperbel  nach  oben  concavy  und  in  welchen 
Punkten  sie  nach  oben  convex  sind. 

Aufiteung.    Die  Gleichung  der  Ellipse  ist 

(34.)  b^2^  +  ay  —  a«Ä«  =  0; 


/ 


-V 


\ 


!' 
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daraus  folgt 

(35.) 
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dy  _      b^z      (Py  _        6* 


dz 


a^y 


dx^ 


«V* 


<Py 


0 


\ 


\A 


/ 


Auch  hier  wird  ^  negativ 

für  positive  Werthe  von  y  und 
positiv  für  negative  Werthe  von 
y.  Die  obere  HUAe  der  Cnne 
ist  daher  nach  oben  concex  nnd 
die  untere  H&lfte  der  Corve  ist 
nach  oben  concao  (Fig.  102). 
Einen  Wendepunkt  besitzt  die 

Curve  nicht,  da  ^  für   end- 
liche Werthe  von  x  und  y  niemals  vei-schwinden  kann. 

In    ähnlicher    Weise   erhält    man  bei   der   Hyperbel    die 
Gleichungen 

(36.)  *  V  —  ay  —  a^/f«  =  0 , 

^   ''^  dx^^d'y      dx^  uY 

und  kann  daraus  dieselben  Schlüsse  ziehen  wie  bei  der  Ellipse. 


Aufgabe  8.    Man  soll  die  Wendepunkte  der  Sinuslinie  be- 
stimmen.   (Vergl.  Fig.  103.) 

AuflSsung.    Die  Sinuslinie  hat  die  Gleichung 
(38.)  y  =  sina:; 

Fig.  103. 
H 


\ 


daraus  folgt 

(39.) 


dy^ 
dx 


=  cosa*, 


dhf  _ 


efa» 


=  — smr. 


l 
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Die  Carve  ist  daher  nach  oben  convex,   wenn  0<a;<7r, 
2  TT  < a:  <  3^, . . .  allgemein,  wenn 

2nn<x<{2n  +  l)n 

ist;  und  die  Cnrve  ist  nach  oben  concao,  wenn 

(2n+  \)7r<x<{2n  +  2)7r 

ist,  wobei  n  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bedeuten 
soU.    Ein  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn 

x^O,     db  ;r,     ±2n^     dz3^,... 

ist;  die  zugehörigen  Werthe   von  y  sind  sämmtlich  gleich  0, 

(1.  h.  die  Wendepunkte  liegen  alle  in  der  X-Axe. 


§  86. 

BerOhrung  (oder  Osculation)  n*^  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  105.) 

Erklärung.     Zwei  Curcen   VW  und  RS  (Fig.  104)  mü  den 
Gleichungen 

(1.)  y=/(^)    und    y=^g(x) 

haben  in  dem  ihnen  gemeimohafüichen  Punkte  P  eine  Berührung 
(odei'  Osculation)  n*^  Ordnung j  wenn  für  den  zugehörigen  Werth 
ton  X  nicht  nur 

(2.)  f{x)  =  g{x) 

ist,  sondern  ausserdem  auch  noch 

(3.)       f'(x)  =  gXx) ,    r\x)  =  g'\x) , . .  .ß-^x)  =  g^-\x). 

Mit  welchem  Rechte  diese  Er- 
klärung aufgestellt  worden  ist,  er- 
sieht man  aus  dem  folgenden  Satze: 

Zwei  Curven 

y=/(^)  ^^  y  =  9(^l 

welche  im  Punkte  P  eine  Berührung 
»'•^  Ordnung  haben  ^  schmiegen  sich 
in  diesem  Punkte  enger  an  einander 
an  als  an  jede  andere  Curve^  mit 
der  sie  im  Punkte  P  keine  Berührung'^ 
von  gleich  hoher  Ordnung  haben. 


Fi«.  104. 
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Beweis.    Nach  Formel  Nr.  49  der  Tabelle  ist 

^     n\  ^       (« +  1)! 

gleichviel,  ob  h  positiv  oder  negativ  ist.    Ebenso  wird 

(5.)     Q,P\^g{x  +  h)^g{x)+^^h  +  ^K^  +  .^^ 

folglich  ist,  weil  nach  Voraussetzung  die  Gleichungen  (2.)  und 
(3.)  gelten, 

Da  A  eine  beliebig  kleine,  positive  oder  negative  Grösse  ist, 
so  wird  P\P\  eine  beliebig  kleine  Grösse  von  der  (»  +  ly^ 
Ordnung. 

Wenn  man  nun  mit  diesen  beiden  Curven  noch  eine  dritte 
Curve 

y  =  y(^) 

zusammenstellt,  welche  mit  der  Curve 

y  =/W 

im  Punkte  P  nur  eine  Berührung  von  der  m**»  Ordnung  hat, 
wobei  m<n  vorausgesetzt  wird,  so  ist  fiir  den  betraditeten 
Werth  von  x 

(7.)      /(;.)  =  r/(a:j,    f\x)  =  <f'{x),...    /^«>(rr)  =  y  «)(^), 
aber 

(8.)  /^"•+*H^)Sy^-"*"*K^)» 

SO  dass  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  auch 

ist.    Man  findet  dann  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 

tp{x  +  h)—f{x  +  h) 
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Diese  Differenz  wird  nur  beliebig  klein  von  der  (m  +  1)*«" 
Ordnung,  weil  der  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  eine  end- 
liche (von  NuU  verschiedene)  Grösse  ist.  Deshalb  wird,  vom 
Vorzeichen  abgesehen, 

(10.)  PiP'x  ^  g{r  +  h) ^f(x  +  A)< ^>{x  +  h)  —f{x  +  *), 

d.  h.  die  Curven  y  =^/{x)  und  y  =  (/(z)  schmiegen  sich  im 
Punkte  P  enger  an  einander  an  als  die  Curven  y  =/(a:)  und 

§  87. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

l^Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  106  und  107.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  durch  den  Punkt  P  einer  Curve  mit 
der  Gleichung 

(1-)  y  =/(^) 

eine  gerade  Linie  legen,  welche  mit  der  Curve  eine  Berührung 
von  möglichst  hoher  Ordnung  hat. 

Aiifl8sung.    Die  Gleichung  der  geraden  Linie  sei 

(2.)  y'  =nu^  +  fA, 

wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x'  und  y"  bezeichnet  sind, 
weil  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  x  und  y  heissen 
sollen.    Damit  nun  die  Gerade  durch  den  Punkt  P  geht,  muss 

(3.)  y  =f(x)  =  mx  +  fi 

sein.  In  diesem  Falle  ist  also  ff(x)  gleich  mx  +  gi,  so  dass  die 
Gleichung  f'{x)  =  /(a:)  hier  die  Form  hat 

(4.)  |=». 

Man  hat  hier  nur  über  die  beiden  Grössen  m  und  fA  zu 
verfügen,  und  zwar  sind  diese  Grössen  schon  durch  die  Gleichungen 
(a.)  und  (4.)  vollständig  bestimmt,  denn  es  wird 

(5.)  ^"^^    ^^^    A*  =  y  —  fnx  =  y  —  x-^j 

so  dass  die  Gleichung  (2.)  übergeht  in 

(6.)  y-y  =  ^(^-^). 
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Dies  ist  aber  die  Gleicliung  der  Tangente. 

Die  Tangente  ist  daher  diejenige  Gerade,  welche  sich  im 
Punkte  P  der  Curve  am  engsten  anschmiegt.  Da  ausserdem 
jede  Gerade  in  allen  ihren  Punkten  dieselbe  Richtung  hat.  so 
giebt  die  Tangente  in  dem  betrachteten  Punkte  die  Richtimg 
der  Curve  an. 

Aus  dem  Vorstehenden  eikennt  man  auch,  dass  die  Tangente 
mit  der  Curve  im  AUgememen  nur  eine  Beriihrung  ertsfer  Ord- 
nung hat.  Man  kann  aber  sogleich  die  Bedingung  angeben,  unter 
welcher  die  Berühnmg  eine  Berührung  von  der  zweiten  Ordnung 
wird.    Es  ist  hier  nämlich 

(7.)  9{t)  =  mx  +  fi,  g\T)  -  m,     g'\x)  =  0, 

folglich  muss  auch 

(8.)  rix)  =  0 

sein,  damit  die  Berührung  höher  als  von  der  ersten  Ordnung  ist. 

Diese  Bedingung  ist  nur  für  einzelne  Punkte  der  Curve 
erfüllt,  und  zwar  sind  diese  Punkte  (nach  Formel  Kr.  104  der 
Tabelle)  Wendepunkte^  wenn/"(^)  ftir  den  betrachteten  Werth 
von  X  das  Vorzeichen  wechselt. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Gleichung  eines  Kreises  bestimmen, 
der  im  Punkte  P  mit  der  Curve 

(9.)  y  =/(:r) 

eine  Berührung  von  möglichst  hoher  Ordnung  besitzt. 

Auflösung.  Ein  Kreis  mit  dem  Halbmesser  q  hat  bekanntlich 
die  Gleichung 

(10.)  (a;_|)2+(y_^)2_^2^0, 

wobei  S  und  ri  die  Coordinaten  seines  Mittelpunktes  sind.    Löst 
man  die  Gleichung  in  Bezug  auf  y  auf,  so  erhält  man 
(10a.)  y  =  ^  dz  V^2  _  (^  _  1)2  ^  y(^y 

In  der  Gflieichung  des  Kreises  kommen  also  drei  willkürliche 
Constante  ?,  fj  und  q  vor,  über  die  man  so  verfugen  kann,  d^a§ 
drei  Bedingungen  erfüllt  si^d.  Deshalb  ist  es  möglich,  die  drei 
Gleichungen 
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(11.)  f{x)^g{x)  =  f,±yQ*  —  {x~l)'^  =  y, 

x  —  t  x  —  ^ 


(12.)    f'{x)  =  g-{x)  = 


(13.)  f(x)  =  g"(x)  =  q: 


e*  _         e*    *) 


^8 


durch  passende  Bestimmiing  von  S,  17  und  ^  zu  befriedigen. 
Dabei  sind  x  und  y  die  Coordinaten  des  Beiiihnmgspunktes. 
Aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (10.)  findet  man 

(14.)         x-l^-(y-fi)f\x), 

(15.)  Q^^{x-  if  +  (y  -  nf  =  (y  -  nni  .+/'(^)^, 

so  dass  Gleichung  (13.)  übergeht  in 

y— ^ 

Deshalb  ist 

,8.,  .-Ü^^"^ 

folglich  wild 

(20.)  ,  =  ±  Ü  +^>'li . 

Wenn  man 

P=%  statt /'(a:)    und    ?  =  S  statt f"{x) 

schreibt,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  Formel  Nr.  99  äer 
Tabelle  ' 


*)  Ueber  die   Bildung   dieser  Ableitungen   vergleiche  man  §   73, 
Aufgabe  2. 
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(21.) 


?  = 


X 


Hieibei  wird  man  für  ^   das  obere  oder  das  untere  Vor- 

ds 
zeichen  wählen,  jenachdem  q  mit  -j-  gleiches  oder  entg^en- 

gesetztes  Vorzeichen  hat,  damit  ^  selbst  positiv  wird. 

Da  X  und  y  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  sind, 
so  mögen  die  laufenden  Coordinaten  des  Kreises  mit  x*  und  y* 
bezeichnet  werden,  so  dass  er  die  Gleichung 

(22.)  (x^  —  5)«  +  (y'  —  17)«  -  ^«  =  0 

hat.  Mau  nennt  diesen  Kreis  den  ^jOsctdationskreis  oder 
Krümmungskreis^^ \  er  hat,  wie  aus  dem  Vorhergehenden  folgt, 
im  Allgemeinen  nur  eine  Berührung  von  der  zweiten  Ordnung 
mit  der  Curve.  In  besonderen  Punkten  der  Curve  kann  aber 
auch  eine  Berührung  höherer  Ordnung  mit  dem  Krümmungs- 
kreise stattfinden.    Die  Bedingung  dafür  ist 


(23.) 


r\x) = r^x) = -  M£zz|) . 


Sind  X  und  y  Functionen   einer  dritten  Veränderlichen  t^ 
also 

(24.)  x^q>(t),    y  =  xp(fi, 

so  gehen,  mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  Nr.  92  der  Tabelle, 
die  Gleichungen  (21.)  über  in 
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(25.) 


/ds^fdy 
\dt)  dt 


^                        vwv^    .».  d»^dy 

5  =  ^ 1 Ji i sr-  =  ^ 


dx  dhf      dy  cPy  dxd^ — dyd^x 

dt  'd^~dtd^ 


\dt)  dt 


'ds^  dx 

ds^dx 


'i  =  y  +  j-rin:, — :/, -^2T  =  y  + 


dx  dP'y      dy  d^x        ^       dxd^y — dyd?-x 


dt    dfi       dt   dt^ 

ds^ 


Q  — 


W 


dx  cPy      dy  d^x  dxdh/ — dyd^x 

'dt  dfi~~dt  W^ 


Aufgabe  3.    Man  soll  eine  Parabel  bestimmen,  deren  Axe 
zur  Y'Axe  parallel  ist,  und  welche  mit  der  Curve 

(26.)  a^y  =  x^ 

im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  x  =  a,  y^a  eine  Berührung 

von  möglichst  hoher  Ordnung  hat. 

AuflSsung.    Hier  ist 

(27.J         y-^'    dx'^'^'    dx^^a^'    dafi'^a'' 

Die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  zur  F-Axe  parallel 
ist,  hat  die  Form 
(28.)  Ax^  +  2By*  +  2Cx  +  D=:0. 

B      O     J) 
Man  kann  hier  also  über  die  drei  Grössen  -j '  -j »   -j  pas- 
send verfugen,  so  dass  für  x  =:  u 

.oQ^   ,/-.-a  ^y'-^y-3   ^y.^y^i 

wird.    Dies  giebt  zunächst 

(30.)     Ad^  +  2Ba  +  2Ca  +  2>  =  0, 

(31.)     Aix'  —  a')  +  2B(y'  —  a)  -p  2C(x  —  d)  =  0, 

(32.)    Ax+  B^+  C—0,    oder    Aa+SB+  C-0, 

dx 

Kiepert,  Differential-Kechnung.  «  2) 
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(33.)    A  +  B^  —  Q,    oder     ^  +  — =0. 

Daraus  folgt 
(34.)  ^B  —  —Aa,     2C  —  —Aa, 

(35.)  3(a^  —  a»)  —  a(y'  —  a)  —  Sa{x  —  a) 

oder 

(35a.)  Sa(T  —  a)  =  a(y'  —  a). 


=  0, 


Nach  Gleichung  (6.)  in  §  86  war 

^'^'  =  (n  +  \) !  [^''•^''(^  +  ®**)  -/'""^'K^  +  6>Ä)]- 

Ist  also  n  gei'ade,  SO  wechselt  PiP\  mit  Ä  sein  Zeichen, 
und  ist  n  ungerade^  so  bleibt  das  Zeichen  von  PiP'i  unverändert, 
wenn  auch  h  sein  Zeichen  wechselt;  d.  h.  die  beiden  Ourven 
durchsetzen  einander  y  wenn  die  Ordnung  der  Berührung  gerade 
ist,  und  von  den  beiden  Curven  verläuft  die  eine  in  unmittel- 
barer Nähe  des  Berührungspunktes  ganz  an  derselben  Seite  det 
anderen,  wenn  die  Ordnung  der  Berührung  ungerade  ist. 

Ein  Beispiel  hierfür  liefert  bereits  die  Tangente  einer  Cur\'e. 
Im  Allgemeinen  ist  die  Berührung  nur  von  der  ersten  Ordnung, 
dann  liegen  alle  dem  Berührungspunkt  benachbarten  Curven- 
punkte  auf  derselben  Seite  der  Tangente.  Ist  aber  die  Berührung 
von  der  zweiten  Ordnung,  so  ist  der  Berühiirngspunkt  ein 
Wendepunkt  der  CuTA-e  und  die  Tangente  ist  eine  Wende- 
tangente,  welche  die  Curve  im  Berührungspunkte  durchsetzt. 
(VergL  Fig.  92  und  93  auf  Seite  368.) 

Ein    zweites    Beispiel    liefert    der    Osculationskreis    odei' 
^^^'  '°^  Krümmungskreis,    dei-    sich 

einer  Curve  im  Punkte  P 
möglichst  eng  anschliesst. 
Im  Allgemeinen  wii'd  die 
BeiUhrung  (nach  Aufgabe  2) 
von  der  zweiten  Ordnung  sein. 
Dann  wird,  wie  Figur  105 
im  Punkte  P  zeigt,  der  Kreis 
die  Curve  durchsetzen.  Nur 
ausnahmsweise  ist  die  Beruh- 
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ining  von  der  dritten  Ordnung.  So  ist  z.  B.  in  den  Scheiteln  der 
Ellipse,  wie  später  gezeigt  werden  soll,  die  Bertthrong  zwischen 
Krümmungskreis  und  Curve  von  der  dritten  Ordnung;  deshalb 
verläuft  in  unmittelbarer  Nähe  des  Berührungspunktes  der  Kreis 
ganz  an  derselben  Seite  der  Curve. 

§  88. 

Krümmung  der  Curven. 

(Ver^l.  die  Formel-Tabene  Nr.  10(5  und  107.) 

Der  Kieis  hat  in  allen  seinen  Punkten  dieselbe  Krümmung^ 
und  zwar  ist  die  Krümmung  um  so  grösser,  je  kleiner  der 
Halbmesser  q  des  Kreises  ist.  Man  setzt  daher  die  Krümmung 
eines  Kreises  gleich  dem  reciproken  Werthe  des  Halbmessers, 

also  gleich  -  • 
Q 

Bei  anderen  Curven  ist  die  Krümmung  in  verscbiedenen 
Punkten  eine  verschiedene,  um  sie  zu  messen,  wird  man  die 
Curve  mit  demjenigen  Kreise  vergleichen,  welcher  sich  in  dem 
betrachteten  Punkte  unter  allen  Kreisen  am  nächsten  an  die 
Curve  anschmiegt. 

Es  giebt  nämlich  lur  jeden  Punkt  P  einer  beliebigen  Curve 
unendlich  viele  Kreise,  welche  die  Cun^e  im  Punkte  P  berühren. 
Unter  diesen  Kreisen  giebt  es  jedoch,  wie  in  §  87  gezeigt  wurde, 
einen,  der  sich  an  die  Chirv^e  näher  anschmiegt  als  alle  anderen. 
Dieser  Kreis,   der  den  Halbmesser  q  haben  möge,  heisst  der 

„Kriimmunffskreis^^;  man  nennt   dann    -  „die   Krümmung   der 

Curve  in  dem  betrachteten  Punkte". 

Der  Werth  von  q  und  ebenso  die  Weithe  der  Coordinaten 
§  und  1/  des  Krümmungsmittelpunktes  wurden  bereits  in  §  87 
berechnet.    (Vergl.  die  Formeln  Nr.  106  und  107  der  Tabelle.) 

Der  Krümmungskreis   kann  aber  auch  in  folgender  Weise 
eiklärt  werden.    Die  Gleichung  des  Kreises 
(1.)  (^  —  'if  +  iy  —  f}y  —  Q^  =  o 

enthält  drei  willkürliche  Constante  g,  ^,  (>,  welche  man  so  be- 
stimmen kann,  dass  der  Kreis  durch  drei  gegebene  Punkte  P, 
Pt ,  P}  hindurchgeht.    Dies  giebt  die  drei  Bedingungsgleichungen 

26* 
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(la.)         ;e*  — 2s-a:  +  |»  +  y«  — 2r/y+ 7*  — e*  =  0, 
(2.)  ar.«  —  21«,  +  S*  +  y,*  —  2^y,  +  ij*  —  p«  =  0, 

(3.)  zj*  —  2|a:2  +  I*  +  y«*  —  2i?y,  +  <7*  —  ß*  =  0. 

Indem  man  die  Gleichungen  (la.)  und  (2.)  bezw.  von  dai 
Grleichnngen  (2.)  und  (3.)  subtrahii-t,  findet  man  hieiuas 

(4.)    «,«  —  ic»  —  2|(x,  —t)  +  y,«  —  y*  —  27(y,  —  y)  =  0, 

(5.)  X2*  —  a:,«  —  2i{xi  —  «•,)  +  ys*  -  yi*  —  2^y2  -  y,)  =  0. 

oder,  wenn  man  Gleichwii<r  (4.)  durch  zi  —  .r  und  Gleichung  ( 5.j 
durch  Tt  —  ar,  dividirt, 

(4a.)  a;, +  .r  — 21  + (y,  +  y  — 2  5)2!^y  =  0, 

(5a.)         a:s +ar,  — 2|  +  (y2 +y,  —  2v)^^^  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Subtraction 
(6.)     Xi  —  x-iyi+y-  2tif-^+  (y*  +  y,  -  2r/)  ^^^  =  0, 
oder,  wenn  man 

(y2  +  y,-2,)|^-(y.  +  y.-27)?l^  =  0 
addirt, 

(6a.)a.-a:+(y,-y)fi£-f+(y,+y.-2,)(|=g-|l=f)=0. 

Diese  Gleichungen  gelten,  wo  auch  die  Punkte  P,  Pi,  P* 
liegen  mögen.    Nimmt  man  sie  auf  der  CuiTe  an  und  setzt 

(7.)  xi  =  :r  +  Jx,     Xi  =^  X  -{-  2Jx, 

so  gelten  die  Gleichungen 

'  8.)        y  =  /(^) ,    yi  =/(^  +  ^^) ,    y2  =/(5:  +  2Jx) , 
und  die  Gleichungen  (4a.)  und  (6  a)  gehen  über  in 

(10. )        2Jx  +  [f[x  +  2Jx)  —/(x)/^'^  +  ^"^^  "^-^^^^ 

^x 
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oder,  wenn  man  die  letzte  Gleichung  durch  2Jz  dividirt,  in 

(loa.)  1  +/(-+i^-y-A-) .  n- + ^-}  -/(-) 

Nun  ist  aber  für  lim  -^a;  =:  0 

lmiys  =  limyi  =y; 
sodann  ist  nach  Formel  Nr.  15  der  Tabelle 

Jx  dx     -^  ^  ^' 

und  ebenso,  wenn  man  Jx  mit  2Jx  vertauscht, 

2Jx  dx      ^  ^  ^' 

endlich  ist  nach  Formel  Nr.  44  a  der  Tabelle 

fix  +  2Jx)  -  2f\x  +Jx)  +f(x)  _dSf_ 

Deshalb  erhält  man  aus  den  Gleichungen  (9.)  und  (10  a.), 
wenn  die  Punkte  P,  Pi  und  P%  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  dass  sich  Jx  dem  Grenzwerthe  0  nähert, 

(11.)  (^  -  5)  +  (y  -  ^)/'(^)  =  0, 

(12.)  1  ^f\xy  +  (y  -  n)r{x)  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  findet  man  wieder  in  Ueberein- 
Stimmung  mit  den  Gleichungen  (16.),  (17.)  und  (18.)  in  §  87 

Der  Krümmungskreis  kann  also  auch  erklärt  werden  als 
der  Kreisy  welcher  durch  drei  unendlich  nahe  Punkte  der  Curve 
hindurchgeht. 

Dieser  Satz  ist  nur  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen 
Satzes,  dass  zwei  Curven  n  +  l  unendlich  nahe  Punkte  gemein- 
schaftlich haben,  wenn  sie  eine  Beiiihmng  ;*'*''  Ordnung  besitzen. 
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§  89. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.  Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Parabd 
(1.)  y'-  =  2ax 

bestimmen.*) 

Auflösung.  Aus  Gleichung  (1.)  folgt 


^  '^  ^       dx^  y  di^  y^  dx  y^ 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  findet  man 

oder 

(4.)  g  =  «+   — -— =  a+3a:, 

n-y  +  -—r-\—;-i)-y ^ — • ' 

oder 

(5.)  1;  =  -=^— -/ — ?.=_2^, 


(0.,  ,  =  ^fei+ö«(_g)  =  ^'i+ä.'. 

Für  den  Scheitel  der  Parabel  wird  y  gleich  0.  folglich  ist 
in  diesem  Punkte 

(7.)  C^  =  öj     $  =  «,     ^7=0. 

In  dem  Scheitel  hat  auch  der  Krümmungskreis  mit  der 
Parabel  eine  Berühiimg  von  der  dritten  Ordnung.  Es  wird  hier 
nämlich 


■)  In  dieser  Aufgabe  ist   der   Parameter  der  Parabel  mit  a   be- 


zeichnet,  wähi-end  ;;  hier  und   in   den   folgenden   Aufgaben  gleich  ^ 

dx 
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und  nach  Gleichung  (23.)  in  §  87 

„"•M  -  _  3g'(^-?)  _  3(a»  +  y*)'(«'  +  y')  •  «" 
^    ^'~  (y  — «7)*    ~        a«  .  a  .  (a«  +  y*)y        ' 

oder 

(9.)  <;'»  =  _1^V 

(a»  +  y«)y» 

Daraus  folgt 

no^  /lÜ(f)_2f!   («'  +  y»)y»  _  g'  +  y» . 

^    ^^  y"!^)"  y*  '       3«»      ~     o«     ' 

deshalb  wird  für  lim  x  =  0,  limy  =  0 

(11.)      lim-Q^j  =  l,    oder    \mf"'{x)  =  lvsaff"'(z). 
ff   w 

Die  Parabel   hat  daher  im  Scheitel  mit  dem  zugehörigen 
Krümmungskreise  eine  Berührung  von  der  drüim  Ordnung. 

Aufgabe  2.    Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Ellipse 
(12.)  «2^  +  ay  —  «2*2  ==  0 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (12.)  findet  man 

'-)        (D"-+''=^=^^- 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  106  und  107  der 
Tabelle  ein,  so  erhält  man 

Mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (12.)  ist  aber 
(15.)  ÄV  +  aV  =  62(a4  _  ^x^)  ^  «^(Ä*  +  ^y^), 

folgUch  wird 
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(16.)       |  =  :r ^ =  — , 

oder  nach  Gleichung  (15.) 

(17.)   «=y-yi*iiL^*)=_^\ 

(^lö.j      ß  _  a=  -^         ^^-  -  -^  _  -H  ^j^j  . 

Ferner  ist 
(19.)  /^'"(ar)  =  -  ?^*^ , 

Daraus  folgt 

also  fiira*  =  ifc:a,  y  =  0  wird 

(22.)  -pl^j  =  1 ,    oder   /-(.r)  =  y-(^)- 

Auch  fiira;  =  0,  y=dzÄ  wird 

(22a.)  /'"(:r)  =  g'*\x)  =  0. 

In  den  vier  Scheitelpunkten  der  Ellipse  findet  daher  eine 
Berührung  von  der  dritten  Ordnung  mit  dem  zugehörigen 
Krümmungskreise  statt.     (Vergl.  Fig.  105.) 

Dabei  wii'd 

(23.)  ^~T   *^^'  -^^^ 

und 

(24.)  ^  =  —    für   y  =  0. 

Aufgabe  3.  Man  soll  den  Krümmungskreis  für  die  Hyperbel 
(25.)  b^x^  —  ay  —  a^b^  =  0 

bestimmen. 
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Auflfisung.  Die  Bechnungen  gestalten  sich  hier  genau 
ebenso  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe ,  man  hat  nur  +  b^ 
mit  —  Ä*  zu  vertauschen.    Dadurch  erhält  man  wieder 

026.)    1  =  -^,   ^  =  -^'    e  =  =F^ — ^i^r^^ 

genau  so  wie  bei  der  Ellipse,  hier  ist  aber  e^  gleich  a^  +  i*, 
während  bei  der  Ellipse  e^  gleich  a^  —  b'^  war. 

Aufgabe  4.    Man  soll  den  Erümmungskreis  ffir  die  Ketten^ 

linie 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (27.)  folgt  mit  Rücksicht  auf  die 
Formeln,  welche  in  §  81,  Au%abe  7  entwickelt  worden  sind, 

(X  x\ 


dx^       2a 


(30.) 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 

(31.)         5  =  T  — ^-  ^-^ =ar  —  ^-^-^^ ? 

2         2 

,32.)         ,  =  y  +  J.^=2y, 

(33.)      o  =  ±^-— =  d=^- 

Es  war  aber  auch  die  Normale 
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(vergl.  Gleichung  (48.)  auf  Seite  338),  folglich  ist  der  Krömmang^' 
halbmesser  bei  der  Kettenlinie  der  zugehöi-igen  Normale  gleich: 
er  hat  aber  die  entgegengesetzte  Richtung,  wie  man  schon  aus 
Gleichung  (32.)  erkennt. 

Aufgabe  5.    Man  soU  den  Krümmungskreis  für  die  CykloitU 

(^35.)  x^  a{i  —  sin<),     y  =  «(1  —  cos^) 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (35.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(36.)  dx^  a[\  —  cos i)dt^     dy  =  asmt dt^ 

(37.)         d^x  ^  awit .  dt^,         d^y  =  acos< .  df , 

(38.)         ds^  =r  dx?  +  dy^  =  2a\l  —  co^t)df  =  4a2sin2  ^^^  dC-, 

(38a.)       d8==2a  sin  T- j  dt, 

(39.)    dxd^y  —  dyd^x  =  —  a\l  —  cos^)cft»  =  —  2a»sm*^|)  rf^. 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  106  und  107  der  Tabelle 

4a2sin-(~  j  •  «sin< 

g  ==  :r =  a(t  —  sin^)  +  2  «sin/, 

-  2a2sinM~j 

oder 

(40.)  |  =  a(<  +  sin<), 

4a2sin2(^-y  o(l  — cos^ 

ri  =  y'\ -— — =  a(l  —  C0S<)  —  2a(l  -  COS  t). 

—  2a2sin2(0 

oder 

(41.)  jy  =  — a(l  — cos^)  =  — y, 

Sa^sin^f-j 
(42.)  Q  =  ± ^=  q=  4«sill(i). 
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(43.) 


Nun  war  aber  (nach  Gleichong  (61.)  in  §  81)  die  Nonnale 

dt 


iV  =  y^  =  2asin(l) 


folglich   ist  def*  Krümmungshalbmesser  doppelt  so  gross  tote  die 
Normale, 

Noch  etwas  schneller  kommt  man  auf  folgende  Weise  zum 
Ziele.    Aus  den  Gleichungen  (36.)  findet  man 


dy^     sin<     ^^^(L\ 

^    as    1— cos^     ^\2/ 

_dhf  ^dp    dt  ^  1 


dx^      dt    dx 


2sin«(|)  2«sin«(|) 

co8(^)-4asin*(|-) 
3m«(2)s.n(2) 


4asin 


KO 


4asin 


n-y  — 


-© 


»'^(1) 


=  —  ö(l  —  cosO, 


—  4ösin*(  — I 

.    V2/  ^      .   /t\ 

Q  =  ± 7TT—  =  =F  4asm(  -  i 


^^'(1) 


Fig.  106. 


Diese     Resultate     y 
werden    durch    Figur 
106  bestätigt. 

Ist  nämlich  if  der 
Mittelpunkt  des  Kjrnm-  /X  ^ 
mungskreises  für    den       ' 
Punkt  P,  so  wird 


M 
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PM=2PB, 
oder 

PB  =  EM. 

Daraus  folgt 

ABKM&  ABQP, 
und  deshalb 

fl  =  KM=^—MK=  —  QP^—y, 
BKzz.  QB=z  PD:=  asmt, 
also 

1^=  0Q  +  2QB  —  a(t  —  ^t)  +  2aamf 

=  a{l  +  sin^). 

Aufgabe  6.    Man  soll  den  Krümmungakreis  der  Astroide 
(44.)  a:  =  acos'<,     y  =  asin*/ 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (44.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(45.)       rfa:  =  —  3acos*^sin^ .  dt^     dy  =  3asin*/C0S^ .  di^ 
(46.)  ,  =  |=-tg<, 

(47.)  „  =  a  =  _^.* ! 


dx*         ca&H  dx     Sacos^^sin/ 
ds\* 


w      (r.)=i+^*  =  i  +  t«*^=^ 


r 


(4Ba.)        $  =  -   ^ 


ö?a:  COS^ 

Dies  giebt  nach  den  Formeln  Nr.  106  und  107  der  Tabelle 

(49.)  5  =  a; ^( )3acos*^sm^  =  acos'*^  +  3acos^sinV, 

^     ^  cos^/V     cos</  ' 

(50.)  17  =  y  H 2;  •  3acos^<sin<  =  3acos^^sin^  +  «sin^if, 

cos  t 

(51.)  ^  =  ifc  — 3T  •  3acos*^sin^  =  if  Sasin^cosf. 
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Aufgabe  7.     Man  soll  den  Erümmungskreis  für  die  Curve 
(52.)  z=Sfi,    y  =  3^  — f3 

bestimmen. 

Auflösung.    Aus  den  Gleichungen  (52.)  folgt  durch  Differen- 
tiation 

(53.)  dx—ßtdt,      </y  =  3(1  —  fl)dt, 

(54.)  (Px=ß  dt\     cPy  =  —  6  tdl^, 

(55.)  &*  =  <fe»  +  dy^  =  9(1  +  2^  +  f)dfi  =  9(1  +  ffdfi, 

(55  a.)  A=3(1  +  <«)Ä, 

(56.)  cfccPy  —  dyd^x=^— 18(1  +  ^)rf^. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formehi  Nr.  106  und  107 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 

9(1  +  <*)^  3(1  -  <»)  8 

«-^  _18(l+^j        -8P+2(1       <•), 

oder 

<57-)  1  =  1(1  + 2 /«-<«), 

oder 

(58.)  iy  =  _4<3; 

(59)  27(1 -K«)»^       3 

Aufgabe  8.    Man  soll  den  Erümmungskreis  der  Epicykloide 

(60.)    X  =  ö[m  COS  ^  —  cos(»»0]  j     y  =  «[wsin t  —  sin(m/)] 
bestinunen. 

AufIBsung.    Aus  den  Gleichungen  (60.)  folgt  durch  Differen- 
tiation, wenn  man  wieder  m  —  1  =  »,  m+l  =  /  setzt, 

(61.)  dx  =  ma[ — sin^+sin(>w^)]c3?^  =  2masinf  ~  jcosr- jÄ, 
(62.)  rfy  =  wa[+cos^—  cjo^{mt)\dt  =  2masinf  ■-- jsinf-jrf^ 
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(.03.)    p_dy        JU\        ds  __      1 

,      ,  d^y      dp    dt       l        1 


cos*(|)   2ma8m(^')co8(D 


l 


8m(Dco8»(|) 


4ma 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  106  und    107 
der  Tabelle  ein,  so  erhält  man 

^  4ma  .  /lt\  .    /7ii\ 

=  a[mcos t  —  cos  {mt)]  H — j-  fcos(m<)  —  cos /] , 
oder,  wenn  man 

far.\                                          2a      na 
(65.)  a ^=-j-  =  ai 

setzt, 

(66.)  ?  =  «1  [mcos^  +  cos(m^)], 

^  =  y  +  — sm{^-jcosy 

=  o[msin^  —  sin(7w/)]  H — ^  [sin(m/)  —  sin<] , 

oder 

(67.)  ^  =  «1  [wsin  t  +  sin(m<)]. 

Endlich  wird 

Aus  Figur  77  auf  Seite  342  erkennt  man,  dass 

<69.)  Pi?==2asin(^) 

wird,  folglich  ist 

(70.)  p  =  H^.P5  =  ^^.P5. 

Daraus  ergiebt  sich  eine  sehr   einfache  Construction  des 
Krümmungsmittelpunktes. 
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Aufgabe  9.    Man  soll  den  Erömmungskreis  der  Hypocykloide 
(71. )       x=^  ö[mcos^  +  cos(»i^)],    y  =  a[msm^  —  8m(m^)] 
bestimmen. 

Auflösung.  Wenn  man  hier  m  +  l  mit  n  und  m  —  1  mit  l 
bezeichnet,  so  wird  in  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorhergehen- 
den Aufgabe 

{12.)  dx  =  —  2»iösin(— jcosf-jfl?^ 

(73.)  dy=  +  2ma  ^^^(j)  sin(  g)  ^^' 


COS 


imasi 


na 


dies  giebt,  wenn  man  y  mit  ai  bezeichnet, 

(76.)  ?  =  ai[iwcos<  —  cos(m<)], 

(77.)  fi  =  ai[msin<  +  sin(fw^;], 

(78.)  Q=  =h  -^— smf -j  =  -^-  •  PB,  (Vgl  Flg.  78.) 

Aufgabe  10.     Man    soll    den   Krümmungskreis   der    Ejreis- 
evolvente 

(79.)  X  =  a(cos<  +  ^sin<j,    y  =  a(sin/  —  ^cos^) 

bestimmen. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  der  Gleichungen  (79.)  er- 
hält man 

(80.)  dx  =  a^cos^ .  dt,     dy  =  at^mt .  dt, 

(81.)       ;>  =  *  =  i«^     $:=   ' 


dx       ^   '       dx      COS^ 


(82.)        «  =  ^=t.^=      1     ._i-  = 


rfa:^       dt     dx      cos^/     ö^COS^      a^cos^/ 
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Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Fonneln  Nr.  106  und  10' 
der  Formel-Tabelle  ein,  so  wird 

(83.1  ?  =  X  —  a^sin^  =  acos^, 

(84.)  r/  =  y+  a/cos<=  asin^, 

(85.)  Q  —  ±at 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  der  Punkt  B^  in  \irelchem  da* 
abgewickelte  Faden  den  Kreis  verlässt  (Fig,  81),  der  Kröin- 
mungsmittelpunkt  ist. 
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Die  Krümmungsmittelpunkts-Curven  oder  Evoluten. 

Wenn  man  sich  die  Krümmungskreise  zu  sämmtlichen  Punkten 
P,  Pi ,  Pa , . . .  einer  Curve  constniirt  denkt ,  so  wird  durch  die 
zugehörigen  Krümmungs-Mittelpunkte  AT,  ifi,  -Mi, . . .  eine  neue 
Curve  bestimmt,  welche  man  die  ^Krümmung smütelpunkta-Curtt 
odei^  Evolute^''  der  gegebenen  Curve  nennt.  Durchläuft  also  ein 
Punkt  die  ursprüngliche  Curve,  so  durchläuft  sein  Krümmung^- 
mittelpunkt  die  Krümmungsmittelpunkts-Curve.  um  die  Gleichung 
derselben  zu  finden,  braucht  man  nur  aus  den  drei  Gleichungen 

(1.)  y=/W    oder    P(T,y)  =  0, 

(2.)  ?  =  ^_(L±^, 

(3.)  7  =  y  +  -  Y^- 

die  Grössen  a:  und  y  zu  eliminiren,  dann  erhält  man  die  gesuchte 
Gleichung  zwischen  t  und  ly. 

Sind  X  und  y  als  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  f 
gegeben,  so  werden  auch 

(4.)     5  =  .r  —  -7-^ ^      «,       und     ^  =  y  + 


dx(Py—dyd^x  '       ^        dxd^y  —  dydri 

Functionen  von  ^,  so  dass  die  Krümmungsmittelpunkts-Cune 
schon  durch  diese  beiden  Gleichungen  in  zweckmässiger  Form 
gegeben  ist,  da  man  zu  jedem  Werthe  von  t  die  zugehörigen 
Werthe  von  g  und  ^  findet. 
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Um  die  Beziehungen  leichter  zu  erkennen,  welche  zwischen 
der  ursprünglichen  Curve  und  der  Krümmungsmittelpunkts-Curve 
bestehen,  ersetze  man  die  Curve  zunächst  durch  ein  Polygon 
T^JPi PiPz. ..  mit  lauter  gleichen,  beliebig  kleinen  Seiten  (vergl. 
Fig.  107) ,  dessen  Ecken  P,  Pi ,  Pa . . .  auf  der  Curve  liegen. 
Dann  kann  man  die  Mit- 
telpunkte 3f,  3fi,  3/2, . . . 
der  Kreise  finden,  die 
durch  je  drei  auf  einander 

folgende  Punkte  P  gehen, 

indem  man  die  Seiten  des 

Polygons  halbirt  und  in 

den  Mittelpunkten  R^  i2i, 

Ä2,  - . .  Lothe  RM,  Ri  3f  1, 

R^Mt, . . .  auf  den  Seiten 

des    Polygons    errichtet. 

Dabei  möge  vorausgesetzt 

werden,  dass  für  das  be- 
trachtete Curvenstück  vom  Punkte  P  ab  die  ^Krümmungshalb- 

messer  immer  grösser  werden. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi ,  P2 , . . .  einander  immer  näher, 
so  geht  das  Polygon  PPi  P2 ...  in  die  ursprüngliche  Curve  und 
das  Polygon  MMx  Jf 2 . . .  in  die  Krümmungsmittelpunkts-Curve 
über.  Dabei  werden  die  Greraden  PPi,  P1P2,  P2P8,...  Tan- 
genten der  ursprünglichen  Curve,  weil  sie  zwei  unendlich  nahe 
Curvenpunkte  mit  einander  verbinden,  und  die  darauf  senkrecht 
stehenden  Geraden  RM^  RiMi ,  R^M^ , . . .  werden  Normalen  der 
ursprünglichen  Curve.  Die  Gerade  Ri  Mx  geht  aber  auch  durch 
M^  die  Gerade  R%M^  geht  auch  durch  Mi ,  u.  s.  w.  Da  nun 
auch  die  Punkte  M^  Mt,  M2, . . .  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  sind  die  Geraden  RM,  R\Mi,  R%M^^.,.  gleichzeitig  Tan- 
genten der  Krümmungsmittelpunkts-Curve,  und  man  erhält 

Satz  1.  Die  Normanen  der  ursprünglichen  Curve  sind  Tan- 
genten der  Krümmungsmittelpunkts-Curve. 

Dabei  folgt  aus  der  Congruenz  der  Dreiecke  RMl\  und 
RxMPx,  dass 

Kirpert,  Differential-Recimung.  ^" 
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ist.    Ebenso  wird 

Daraus  ergeben  sich  die  folgenden  Grleichongen 
(  RiMi  —  RM^  RiMi  —  R,M=  MM^ 
RiMi  —  RiMi  =  RiMi  —  RiMi  =  Mi3h, 
RsMz  —  R2M2  =  Ä-Mi  —  RiMi  =  MiMi, 


(5.) 


RaMa  —  Ra-iMa-i  =  Äaif«  —  Ra^a-i  =  Jf«-!  3/«. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt  durch  Addition 

(6.)       RaMa  —  RM=:  MMi  +  M,M2  +  MiM3+  •  "+Ma^iMa. 

Rücken  die  Punkte  P,  A,  A, . . .  einander  unendlich  naha 
so  gehen  RM,  RiMi,  R^M^^  ...  in  die  Krümmungshalbmesser 
p,  ^1,  ^2,  ...,  und  das  Polygon  MM^MiÜz  ...  geht  in  den 
Bogen  (T  der  Krümmungsmittelpunkts -Curve  über.  Bezeichnet 
man  daher  den  üntei-schied  zweier  benachbarten  Krümmungs- 
halbmesser mit  dQ  und  die  entsprechende  unendlich  kleine  Seite 
des  Polygons  MMiM^Mz  •  •  •  niit  rf<r ,  so  wird  da  der  unendlich 
kleine  Zuwachs  des  Bogens  o*,  und  die  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
erhalten  die  Form 

(5  a.)  dq  =  rf(r, 

(6a.)  Qa  —  (^  =  0', 

wobei  (T  der  Bogen  der  Kiümmungsmittelpunkts-Curve  ist,  welcher 
zwischen  den  beiden  Krümmungshalbmessern  q  und  Qa  liegt. 
Dann  sind  folgende  Sätze  ausgesprochen: 

Satz  2.  Die  unendlich  kleine  Grösse  ^  um  welche  sich  €ler 
Krümmungshalbmesser  einer  Curve  ändert,  ist  gleich  der  etü- 
spreclienden  Aenderung  des  Bogens  der  KrümmungsmittelfunkU-' 
Curve, 

Satz  3.  Die  Differenz  zweier  Krümmungshalbmesser  Qa 
und  Q  giebt  die  Länge  des  Bogens  ff  der  Krümmungsmittelpunkts- 
Curve  zwischen  g  und  Qa» 

Aus  diesen  beiden  Sätzen  folgt,  dass  die  ursprüngliche  Curve 
aus  der  Ki  ümmungsmittelpunkts-Curve  durch  Abwickelung  (oder 
Aufwickelung)  eines  Fadens  entsteht.    Denkt  man  sich  nämlich 
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zunächst  um  das  Polygon  MMiM%Mz...Ma  emen  voUkonmieQ 
biegsamen,  aber  nicht  dehnbaren  Faden  gelegt,  dessen  Endpunkt 
sich  in  R  befindet,  so  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fadens  zu- 
nächst einen  Kreisbogen  RRi,  weil  MR  und  MR}  gleich  lang 
sind,  und  aus  der  gebrochenen  Linie  MxMR  wird  die  gerade 
Linie  MiR^.  Dann  beschreibt  der  Endpunkt  des  Fadens  einen 
Kreisbogen  R\R%y  und  aus  der  gebrochenen  Linie  M%MiRx  wird 
die  gerade  Linie  MtR%\  u.  s.  w. 

Rücken  die  Punkte  P,  Pi,  Ps, . . .  einander  unendlich  nahe, 
so  fallen  die  kleinen  Kreisbögen  RR\^  JKiiZs, ...  mit  der  ur- 
sprünglichen Curve  zusammen,  und  man  erhält 

Satz  4.  Die  ursprüngliche  Curve  entsteht  durch  Abwickelung 
{oder  At^tnickelung)  aus  der  Krürnrnungsmittelpunkts-Curve, 

Man  nennt  deshalb  auch  die  Krümmungsmittelpunkts-Curve 
gewöhnlich  die  ^Ecolute^  und  die  ursprüngliche  Curve  die 
y,  Evolvente^ . 

Da  die  Länge  des  Fadens  noch  beliebig  ist,  so  folgt  hieraus, 
dapss  bei  der  Abwickelung  des  Fadens  unendlich  viele  Curven 
entstehen.    (Vergl.  Fig.  108.)    Dies  giebt 

Satz  5.  Jede  Curve  hat  eine  einzige  Evolute^  aber  zu  jeder 
ah  Eoolute  angenommenen  Curoe  gehören  unendlich  viele  Evol- 
venten. 

Diese  Sätze  ergeben  sich  auch  durch  Rechnung  aus  den 
Gleichungen 

(7.^  g  =  ,_(id^     und    ,  =  y  +  ^' 

Da  y  dmxh  die  Gleichung 

y  =/(^) 

als  Function  von  x  erklärt  ist,  so  sind  auch  die  Grössen 

P=f(pr).     ^=/»,     r^r\x), 
und  deshalb  auch  J  und  iy  Functionen  von  x.    Durch  Differen- 
tiation nach  X  findet  man  daher  aus  den  Gleichungen  (7.) 

26* 
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(9.) 


di-P+ ^ ^ 


Indem  man  diese  beiden  Gleichungen  durch  einander  dividirt. 
findet  man 


(10.) 


dij 1  dx 


Ist  also  wie  gewöhnlich  a  der  Winkel,  den  die  Tangente 
TP  in  irgend  einem  Punkte  P  der  Curve  y  =/(^)  mit  der 

positiven  Richtang  der 
X-Axe  bildet,  und  (i  der 
Winkel,  welchen  die  Tan- 
gente MN  der  Krüm- 
mungsmittelpunkts  -Corve 
in  dem  zugehörigen  Punkte 
M  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  X-Axe  bildet,  so 
ist  (Fig.  108) 

|=tg«,  |=tg^ 

und  deshalb  nach  Glei- 
chung (10.) 


(11.) 


^f^  =  -t^u=^^^^  +  "^' 


d.  h.  die   beiden    Tangenten   TP  und  MN  bilden    (hinreichend 
verlängert)  einen  rechten  Winkel  mit  einander. 

Die  Gerade  PM  steht  aber  als  Erümmungshalbmessei'  eben- 
falls senkrecht  auf  der  Tangente  TP,  sie  muss  daher  mit  MN 
zusammenfallen,  da  es  durch  den  Punkt  M  nur  eitie  Gerade 
giebt,  welche  auf  TP  senkrecht  steht.    Dies  giebt  wieder 

Satz  1.  Die  Normalen  der  ursprüfiglichen  Ourve  sind  zu- 
gleich Tangenten  der  Krilmmungemittelpunkts-Gturve, 

Indem  man  die  Gleichungen  (8.)  und  (9.)  in's  Quadrat  er- 
hebt und  addirt,  findet  man 
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und  wenn  man  die  Gldcbong 
differentiirt,  erhält  man 

^13x  ^g  ^  ^  [3jPg^  -  (1  +  P^WT+J^ 

'^  dz  q^ 

Setzt  man  jetzt  wieder  das  Bogenelement  der  Erümmungs- 
mittelpunkts-Curve 


(14.)  yd§^  +  dfi^  =  dtr, 

so  findet  man  aus  den  Gleichungen  (12.)  und  (13.) 

(15.)  d(S^±dQ. 

Dies  giebt 

Satz  2.  Die  unendlich  kleine  Grösse ,  .um  welche  sich  der 
Krümmungshalbmesser  einer  Ouroe  ändert^  ist  gleich  der  ent- 
sprechenden Aenderung  des  Bogens  der  Krümmungsmitielpunkts- 
Curoe, 

Aus  diesen  Sätzen  ergeben  sich  dann  ohne  Weiteres  auch 
die  Sätze  3.  4  und  5  in  derselben  Weise  wie  oben. 

§  91. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Evolute  der  Parabel 

(1.)  y2  =  2ar 

aa&uchen. 

Auflösung.  Nach  den  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  in  §  89  wird 
für  die  Parabel 

(2.)  §  =  a  +  3:r,     ^  =  — ^i' 

folglich  ist 

4  2        6      Q  3^      8a«(S  — g)^ 

oder 
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(8.)      27ai7«  =  8(?  — a)»,     oder     fj  =  ±^^^—-^ye4i(^—a\. 

Da  fj  nur  reelle  Werthe  haben  kann,  wenn 

I  —  ö^O,    also    S^a 

ist,  so  beginnt  die  Curve  in  einem  Punkte  ^S  auf  der  X-Äxe. 
welcher  'den  Abstand  a  vom  Scheitel  hat.  Sie  erstreckt  sich 
von  da  in  zwei  zur  X-Axe  symmetrisch  gelegenen  Zweigen  bis 
ins  Unendliche.    (Vergl.  Fig.  109.) 

Aus  Qleichnng  (3.)  folgt  durch  Differentiation 


(4-) 


^  ^  4(1  _aF  ^  ^  1  y6^(|ZI7)  =  tg«. 


d4  9«// 

Fig.  109. 

/ 


/ 


/ 


K  \ 


^   \^ 


Für  5  =  a  wird  also  der 
Winkel  a  gleich  0,  d.  h.  die  beiden 
Zweige  berühren  im  Punkte  S  die 
X-Axe,  so  dass  die  Curve  im 
Punkte  S  eine  Spitze  hat. 

Im  TJebrigen  hat  ^  dasselbe 

Vorzeichen  wie  ly,  der  Corven- 
zweig  über  der  X-Axe  steigt  daher 
und  der  w«fer  der  X-Axe  fali^ 
beständig. 

Ferner  findet  man  aus  Glei- 
chung (4.)  durch  nochmalige  Diffe- 
rentiation 


4[2i/(>--a)-(?-a)2j] 


9aTj^ 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (3.)  und  (4.) 
^  _  72 ay^ii  —  a)  —  IGfS  —  a)*  _  2(g  —  a) 


(5.) 


2  «,3 


Sla^fj 


9aJ7 


d^fj 


Also  auch  ^  hat  dasselbe  Vorzeichen  wie  «,  d.  h.  der 

obere  Zweig  der  Curve  ist  nach  oben  concav,  und  der  untere 
Zweig  der  Curve  ist  nach  oben  conver. 
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Pttr  «  =  4a  wird  y*  =  8  a*, 

und  für  S  =  4a  wird  t^  =  8a*, 

folglich  wird  die  Parabel  in  den  Punkten  mit  den  Coordinaten 
ar  =  4a,  y  =  =b2a]/2  von  ihrer  Evolute  geschnitten. 


(6.) 


Aufgabe  2.    Man  soll  die  Evolute  der  Ellipse 

2  2 

b^x^  +  ay  —  a*4*  =  0,     oder    5^  +  |j  =  i 


aufeuchen.    (VergL  Fig.  110,  111  und  112.) 

AuflSsung.    Nach  den  Gleichungen  (16.)  und  (17.)  in  §  89 
wird  für  die  Ellipse 


<7.) 
oder 


yi3 


a| 

^2 


also 


fix* 


und     «?  =  -  -^ 


£  _  /'£l\'  1  -  _  /*  A' 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (6.)  ein,  so  erhält  man 


(8.) 


0<iP- 


Da  die  Ellipse  die  beiden  Coordinaten-Axen  zu  Synunetrie- 
Axen  hat,  so  gut  dasselbe  auch  von  ihrer  Evolute. 

Für  1/  =  0  wird  g  =^  ±  - , 


2 


und  für    1  =  0 


e 


Yt 


i=^T- 


Dadurch  erhält  man  die  vier 
Schnittpunkte  S,,  S2,  S9,  84^  der 
Evolute  mit  den  Coordinaten-Axen, 
und  zwar  sind  diese  Punkte  wieder 
Spitzen  der  Curve,  weil 

?^^J    und    f^'~ 
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sein  muss,  und  weil  die  Corvenzweige  in  den  angegebenen  Ponktei 
die  X-Axe,  bezw.  die  Y-Axe  berühren. 

Hierbei  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem 

a«>2*2,     aa  =  2ÄS    oder    a^<2b^ 

ist.    In  dem  ersten  Falle  wird  die  Ordinate  des  Punktes  S^ 

^  _  a«  —  6« 

b  ^ 


V=ir  =  ^ — >*, 


d.  h.  die  Spitzen  S^  und  Si  liegen  ausserhalb  der  Ellipse. 
(Vergl.  Fig.  110.)  In  dem  zweiten  Falle  wird  die  Ordinate  des 
Punktes  S^ 


a«  —  6«      , 
V—  r—  — i —  =  *, 


6* 

b 


Fig.  tli 


d.  h.  die  Spitzen  S»  und  S^  smd  zugleich  die  in  der  l'-Axe 
liegenden  Scheitel  der  Ellipse.  (Vergl.  Fig.  111.)  In  dem 
dritten  Falle  wird  die  Ordinate  des  Punktes  -.^ 


e' 


a^  —  b^ 


rj^j^ 


<*, 


d.  h.  die  Spitzen  Äi  und  Ä|  liegen  innerhalb  der  Ellipse.   (Vergl. 

Fig.  112.) 

Man  kann  übrigens  diese  Punkte  Si^  S9,  S3,  S^  auch  leicht 

construiren,  indem  man  von  dem  Punkte  C  mit  den  Coordinaten 

(Fig.  110) 

ic  =  a,    y  =  b 

auf  die  Gerade  AB  mit  der  Gleichung 


X'        V 

-  +  T  =  1' 

a        b 
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welche  durch  die  beiden  Scheitel  A  und  B  der  Ellipse  hindurch- 
geht, ein  Loth  fällt.    Dieses  Loth,  welches  die  Gleichung 

(9.)  *(y'  -  *)  =  a{af  -  a) 

hat,  schneidet  die  X-Axe  in  einem  Punkte  S\  mit  den  Coordinaten 


a 


y'  =  o 


und  die  Y-Axe  in  einem  Punkte  S^  mit  den  Coordinaten 

Aufgabe  3.    Man  soll  die  Evolute  der  Hyperbel 
(10.)  * V-ay-a2i2«o,  Vif^  H». 

oder 


au&uchen. 

Auflösung.  In  ähn- 
licher Weise  wie  bei  der 
vorhergehenden  Aufgabe 
findet  man  hier 


\ 


\  \- 


\ 


82  FsJ^a 


yy 


y 


y 


^-^^v 


\. 


Ah  Si 


\ 


(11.) 


0/-©/=- 


Man  nntersuche  die  Eigenschaften  und  die  Gestalt  dieser 
Cnrve  (Fig.  113). 

Aufgabe  4.    Man  soll  die  Evolute  der  Kettmlmie 


(12 


4 


o 


), 


oder     |/y2 


—  < 


X 

a 


) 


aufeuchen. 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (31.)  und  (32.)  in  §  89 
wird  für  die  Ketteiüinie 


(13.) 


$  —  X  — 


,      1/  =  2y, 


oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (12.) 
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(14.) 


e    — e       /,     fj  =  a\e    +  e      /. 


.M 


Fig.  114. 

r 


\ 


\ 


s 


^. 


/ 


X 


\. 


Somit  sind  $  und  ^  als  Fnne- 
tionen  einer  dritten  Veränderlidieii 
X  dargestellt,  so  dass  man  die  Carre 
punktweise  construiren  und  ihre 
Eigenschaften  untersuchen  kann. 
(Vergl.  Mg,  114.) 

Da  man  die  Gleichung  der 
Kettenlinie  auf  die  Form 


,  =  „i(y±i^E?) 


0 


bringen  kann,  so  ergiebt  sich  aus 
den  Gleichungen  (13.)  auch  eine  Gleichung  zwischen  ?  und  jy. 
nämlich 


l  =  al( 


2a 


4a^V 


4t  a^ 


4a 


Aufgabe  5.    Man  soll  die  Evolute  der  Cykloide 
(15.)  x  =  a{t  —  sin^),    y  =  a(l  —  cos^) 

au&uchen. 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (40.)  und  (41.)  in  §  8i> 
wird  für  die  Cykloide 

(16.)  I  =  a(<  +  sin^j ,     ^  =  —  a(l  —  cos^). 

Diese  Gleichungen,  welche  zur  Cionstruction  und  Unter- 
suchung der  Evolute  wohl  geeignet  sind,  haben  einige  Aehn- 
lichkeit  mit  den  Gleichungen  der  Cykloide  selbst,  ja  man  kann 
sogar  zeigen,  dass  die  Evolute  gleichfalls  eine  Cykloide  ist 
Dies  geschieht,  indem  man  ein  neues  Coordinaten- System  ein- 
führt, dessen  Abscissen-Axe  0*X*  parallel  ist  zur  X-Axe,  und 
dessen  Ordinaten-Axe  0*Y'  parallel  ist  zur  Y-Axe  (Fig.  115). 
Dabei  soll  der  neue  Anfangspunkt  O*  eine  solche  Lage  haben,  dass 

(17.)  g'  =  a7r-t-S,     fi'=^2a  +  fi 

wird.    Dadurch  gehen  die  Gleichungen  (16.)  über  in 

(18.)  5'  =  a(7r  +  ^-f.sint),     ly' =  a(l  +  cos/). 
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Setzt  man  jetzt  noch 
(19.)  t:=.V  —  n,    also     f'  =  TT  +  ^ 

so  wird 

(20.)  sin  <  =  —  sin  ^,    cos  ^  =  —  cos  t\ 

und  die  Gleichungen  (18.)  gehen  über  in 
(21.)  V  =  fl(^  —  sin^O,    i  =  fl(i  —  cos^). 

Big.  115. 
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Diese  Gleichungen  stimmen  genau  überein  mit  den  Glei- 
chungen (16.);  es  sind  nur  die  Buchstaben  rr,  y,  t  bezw.  vertauscht 
mit  ?',  ii\  i\  d.  h.  die  gemeine  Gykloide  ist  ihrer  Evolute  congruerU, 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  also  die  Cykloide  OPHÄ 
(Fig.  115)  eine  Evolvente  der  beiden  halben  Cykloidenbögen  OB 
und  BA,  Befestigt  man  in  B  einen  biegsamen,  aber  nicht  dehn- 
baren Faden  und  legt  ihn  um  den  halben  Cykloidenbögen  BMG, 
so  wird  das  Ende  0  die  Cykloide  OPHA  beschreiben,  wenn 
man  zunächst  den  Faden  von  dem  Bogen  BMO  abwickelt  und 
dann  auf  den  Bogen  BA  aufwickelt,  bis  das  Ende  des  Fadens 
in  dem  Punkte  A  anlangt. 

Daraus  findet  man  auch  leicht  die  Länge  des  Cykloiden- 
bogens  0J3,  denn  die  Länge  des  Fadens,  der  auf  diesen  Bogen 
aufgewickelt  werden  kann,  ist 

(22.)  0B  =  HB  =  4:a. 

Der  Bogen  OB  ist  aber  congruent  dem  Bogen  HA,  und  HA 
ist  die  Hälfte  des  ganzen  Cykloidenbogens,  folglich  ist 

(23.)  OPHA  =  8  a. 


412 


§  91.    Evoluten  einzelner  Curven. 


Die  Länge  des  ganzen  Cykloidenbogem  ist  daher  S-tncU  so  gru» 
wie  der  Halbmesser  des  die  Cykloide  erzeugenden  Kreises, 

In  der  Integral -RechnuDg  wird  die  Länge  des  Cykloidea- 
bogens  durch  eine  andere,  aUgemein  yerwendbai*e  Methode  er- 
mittelt werden. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Evolute  der  Astraide 

(24.)  a:  =  acos'^,     y  =  asin*^ 

aufsuchen.    (Vergl.  Fig.  116.) 

Auflösung.  Nach  den  Gleichungen  (49.)  und  (50.)  in  §  89 
wird  für  die  Astroide 

=  acos^^  +  3acos<sin*^, 

cos*<sin<  +  asin'^. 


(25.) 


I  g==  acc 
\  ^  =  3a 


Fig.  116. 


(26.) 


{§'  =  ?cos4 


Diese  Gleichungen  stelle 
wie  sogleich  gezeigt  werden 
soll,  wieder  eine  Astroide  dar, 
die  aus  der  gegebenen  entsteht, 
indem  man  a  mit  2a  vertauscht 
und  die  Coordinaten-Axen  um 
einen  Winkel  von  45®  dreht. 
Zwischen  den  neuen  und  den 
alten  Coordinaten  eines  Punktes 
bestehen  bei  einer  solchen 
Drehung  der  Axen  bekanntlich 
die  Gleichimgen 

45<>  +  iysin45% 
sin  45®  +  ^y  cos  45®, 


oder,  weil  cos  45®  und  sin  45®  beide  gleich  -;=  smd, 

^  1/2 

(26a.)      y2.r  =  $-  +  ^,     V2 .  ^'  =  — ?  +  f?. 

In  diesem  Falle  erhält  man  deshalb 

.     .  /  y2  .  S'  =  a(cos3^  +  3cos2^ sin^  +  Scos^sin^/  +  sin^o 
l  =  a(cos  ^  +  sin  ty, 
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l  =  (/(sin^  —  cosf)^ 

Da  aber 


cos(^  —  45<*)  =  cos<  cos  45^  +  sin^  sin  45®  = 


sm(/  —  45°)  =  sm<cos45<*  —  cos^sin45<*  = 


1/2 
sin*  —  C08< 


(29.) 


V2 
ist,  so  wii'd 

(cos^  +  %Vü(f  =  2  |/2  •  cos»{^  —  45®) , 

(sm<  —  cos/)»  =  2  |/2  •  sm»(/  —  45®) . 

Bezeichnet  man  noch  t  —  45®  mit  i\  so  gehen  die  Glei- 
chungen (27.)  und  (28.)  über  in 

(30.)  r  =  2  a  cos^  i\     ly'  =  2  asm»  ^ . 

Hieraus  erkennt  man  die  Richtigkeit  der  oben  ausgesprochenen 
Behauptung. 

Aufgabe  7.    Man  soll  die  Evolute  der  Epicyklaide 

(31.)      X  =  a[mcos/  —  cos(w<)],    y  =  a[msin/  —  sin(m/)] 

aufeuchen.    (Vergl.  Fig,  117.) 

Auflösung.    Nach  den  Gleichungen  (66.)  und  (67.)  in  §  89 
wird  für  die  Epicykloide 

(32.)    I  =  ai[wcos/  +  cos{nU)] ,     ij  =  ai[msin/  +  sin(m/)] , 

wobei 

(33.)  a,  =  -7-  = 


l        n  +  2 

ist.  Diese  Gleichungen  sind  den  Gleichungen  der  ursprünglichen 
Curye  so  ähnlich,  dass  die  Yermuthung  nahe  liegt,  die  Evolute 
sei  eine  der  Epicykloide  verwandte  Curve.  Durch  Transforma- 
tion der  Coor^aten  kann  man  diese  Yermuthung  bestätigen. 
Dreht  man  nämlich  die  Coordinaten-Axen  um  den  Winkel  Vy  so 
sind  die  neuen  Goordinaten  eines  Punktes  bekanntlich  durch  die 
Gleichungen 

(34.)         J' =  Jcos©  +  ^sinc,    ^' =  — gsino  +  ^cos(? 

gegeben.    In  dem  vorliegenden  Falle  erhält  man  daher 


414 


§  91.    Evoluten  einzelner  Curven. 


r  =  «i[m(co8^cosp  +  sin^sinc)  +  (coBfntcosv  +  änmtsmv)] 

,' =  a.K-co8<8m«  +  8m<co8.)  +  {-cosmtsixLv  +  sinmt<Lc)l 
oder  'J 

(35.)      { ^; = ^^ 

Setzt  man  nun 

(36.) 

80  wird,  da  w  =  n  +  X  jgt^ 


S'  =  a,[mc08(<  —  ü)  +  coB(mt~v)], 
n'  =  «1  [m  8in(<  —  »)  +  8m(»,#  —  <,)] . 


e=-     und    <_t.  =  <', 


'~^  +  -'     mt  —  v^mt^n, 


»ig  IIT. 


also 

COS(»»<  —  t»)  =  _  C08(to<'), 

siii(m<  — e)  =  — sin(m/'). 

Deshalb  gehen  die  Glei- 
chungen (35.)  über  in 

(37)  i^"*^'!*"*^''— «»(W)], 
W'=«i[w  sin  <*— sin(«i<')j. 

Die  Evolute  ist  also  wieder 
eine  Epicykloide  dersdben  Art, 
nur  die  Dimension  hat  sich  m 
dem  VerhäÜniss  oon  n+  2  su 
n  verkleinert,  und  die  Richtung 

der  Azen  hat  sich  um  den   Winkel  ^  (oder  -  ^^  gedre/a. 

Rn^i^^t*  ^T  ""^^  *"'''  ^^'''^^  ^i«  ^änge  des  Epicykloiden- 
Bogens  berechnen.  In  Figur  117  entsteht  der  Bogen  Ja  dmS. 
Abwickelung  des  Bogens  AC,  folglich  muss  der  ^gen  AcT- 
selbe  Länge  haben  wie  die  Gerade  CB.    Nun  isf^r 

Cfi  =  OÄ- 0(7  =  („  +  2ja-_?L  „ 

«  -I-  2 

_  Mn+J)a  _  4(«  +  l)a, 

«+2  ^ 
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Deshalb  wird 
138.)  AC  =  ^S1+J)3J  .  JS  =  *Jl±J> . 

Ist  n  eine  ganze  Zahl,  so  besteht  die  Curve  ans  2n  Bögen, 
^welche  dem  Bogen  AB  congruent  sind;  der  Umfang  Z7 der  ganzen 
Spicykloide  wird  dann  8(«  +  l)a. 

Ist  z.  B.,  der  Fignr  117  entsprechend,  n  =  3,  so  wird 
(38a.)  ^  =  ^  ,      0-==  32  a. 

Aufgabe  8.    Man  soll  die  Evolute  der  Hypocyilaide 

(39.)      X  ==  a[mcos^  +  cos(f»<)J,    y  =  a[msin^  —  sin(m^)] 

aufsuchen.    (Vergl.  Fig.  116.) 

Auflösung.  Nach  den  Gleichungen  (76.)  und  (77.)  in  §  89 
wird  för  die  Hypocykloide 

(40.)    ?  =  (h[fn  COS  <  —  cos(m<)] ,    ^  =  ai[f?i  sin  ^  +  sin(»i^)] , 

wobei 

na         na 
(41.)  a.  =  -^  =  ^^-^ 

ist.    Durch  Drehung  der  Coordinaten-Axen  um  den  Winkel  o 
findet  man  in  diesem  Falle 

/  S'  =  öl  [fnco^t  —  v)  —  cos(m^  +  v)] , 

^^^•)  l  V  =  öl  [^  sin(^  —  v)  +  sin{mt  +  v)] . 

Setzt  man  jetzt  wieder 

(43.)  c  =  -      und    ^  —  1?  =  ^', 

so  wird,  da  hier  m  =  n  —  1  ist, 

7t 
t  z=z  t*  •] J         mt  +  V  =:  mf  +  TT, 

n 

cos(mt  +  t?)  =  —  cos(m^'),    sin(in^  +  «?)  =  —  sin(m^). 

Deshalb  gehen  die  Gleichungen  (42.)  über  in 
(44.)  J'  =  ai[mcos<'  +  cos(m^')],     iy'  =  ai[»isin^'  —  sin(m^')]- 

Die  Evolute  ist  ako  toieder  eine  Hypocykloide  derselben  Art, 
nur  die  Dimension  hat  sich  in  dem  Verhältniss  von  n  —  2  zu  n 
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cerffrössei't,  und  die  Richtung  der  Axen  hat  sich  um  den  WinkA 

—  gedreht 

Auch  hier  kann  man  sehr  leicht  die  Länge  des  Bogens 
berechnen  nnd  findet,  ähnlich  wie  bei  der  vorigen  Angabe, 
wenn  n  eine  ganze  Zahl  ist,  dass  der  Umfang  der  ganzen 
Hypocykloide 

(45.)  U=:S{n—  l)a 

ist. 

Als  Beispiel  kann  hier  die  Astroide  dienen,  welche  man 
für  den  Fall  »  =  4  erhält.    (Vergl.  Fig.  116.) 

Aufgabe  9.    Man  soll  die  Evolute  der  Kreiseoolvente 

(46.)  X  =  a(cos^  +  ^sin^),    y  =  a(sin^  —  <cos^) 

aufsuchen.    (Vergl.  Fig.  81  auf  Seite  348.) 

Auflösung.  Schon  aus  der  Entstehung  der  Ereisevolvente 
durch  Abwickelung  eines  Kreises  kann  man  schliessen,  dass 
dieser  Kreis  die  Evolute  sein  muss.    (Vergl.  Satz  4  in  §  90.  > 

Dieser  Schluss  wird  auch  durch  die  Rechnung  best.ätigt. 
denn  nach  den  Gleichungen  (83.)  und  (84.)  in  §  89  wird  für 
die  Kreisevolvente 

(47.)  5=tacos^  y  =  asin/, 

also 

(48.)  1«  +   ,y2  =  «2, 

und  dies  ist  die  Gleichung  des  Kreises,  durch  dessen  Abwicke- 
lung die  Kreisevolvente  entstanden  ist. 


XI.  Abschnitt. 


Untersiichnng  Ton  CorTen,  welche  auf  ein 
Polarcoordinaten-System  bezogen  sind. 

§  92. 

Tangenten  und  Normalen. 

(Vergl.  die  Formel -Tabelle  Nr.  108—113.) 

Bei  der  Bestimmiing  der  Lage  eines  Fonktes  durch  Polar- 
coordinaten  ist  eine  Gerade  OX  gegeben  und  auf  dieser  Geraden 
ein  Punkt  O ;  den   Punkt  O  nennt  Fig.  iis. 

man  den  „NuUpunit  oder  den  Pol^, 
und  die  Gerade  OX  nennt  man  die 
^^  Anfangsrichtung  oder  die  Polar -Axe 
des  Coordinaten-Systems." 

Ist  nun   ein  Punkt  P  beliebig 
gegeben,  so  nennt  man  die  positive 

Strecke  0P=  r  den  „Radius  vector  oder  Fahrstraht^  und  den 
Winkel  9),  welchen  OP  mit  der  Anfangsrichtung  bildet,  das 
.^Argument  des  Punktes  P".    (Vergl.  Fig.  118.) 

Durch  die  Lage  des  Punktes  P  sind  daher  die  beiden 
Coordinaten  r  und  (p  gegeben^  und  umgekehrt:  Durch  die  beiden 
Coordinaten  r  und  (f  ist  die  Lage  des  Punktes  P  gegeben. 

Macht  man  0  zum  Anfangspunkte  eines  rechtwinkligen 
Coordinaten-Systems  und  die  Anfangsrichtung  OX  zur  X-Axe, 
so  ist  der  Uebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu  Polar- 
coordinaten,  wie  man  ohne  Weiteres  aus  der  Figur  erkennt, 
gegeben  durch  die  Gleichungen 

(1.)  z^rcmtp    und    y  =  rsiny. 

Diese  Gleichungen  bleiben  auch  dann  noch  richtig,  wenn 

weim  y  >  -5- '  d.  h.  wenn  y  nicht  mehr  ein  spitzer  Winkel  ist. 


Kiepert,  DifTerential-Rechnung. 
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Dabei  wird  x  negativ  für— <g><-^»  und  y  wird  negativ  fir 

TT  <y  <27r. 

Daraus  folgen  dann  die  Gleichungen 
(2.)  r=^ya?+y^     und    y.=  arctg^^Y 

welche  den  Uebergang  von  Polarcoordinaten  zu  rectitwinkli<ren 
Coordinaten  vermitteln, 

Ist  nun  zwischen  r  und  g>  eine  Gleichung  von  der  Form 
(3.)  i^(r,  y)  =  0,    oder    r=/(y) 

gegeben,  so  entspricht  dieser  Gleichung  eine  Curve. 

Auf  einer  solchen  Curve  (Fig.  1 19)  seien  P  und  Pi  zwei 

benachbarte   Punkte,    deren  Cooi-dinaten  mit  r,  y>,   bezw.  mit 

Fig.  119.  r  +  rfr,  y  +  rf^  bezeichnet  werdeu 

mögen;  dabei  soll  durch  die  Bezeich- 
nung sogleich  ausgedrückt  werden, 
dass  die  beiden  Punkte  einander  be- 
liebig nahe  rücken  dürfen.  Beschreibt 
man  dann  um  O  mit  dem  Halb- 
/  \  \  messer  OP  gleich  r  einen  Kreisbogen. 

/    y  \  \        welcher  den  Radius  vector  OPi  im 

Punkte  Q  treffen  möge,  dann  ist 

^ ^_     (4.)  OP.^r  +  dr, 

also 

(5.)  ()Q-=i\     QPi  =  dr ,     QP  =  rd^. 


A 


Wenn  die  Punkte  P  und  A  einander  unendlich  nahe  rücken, 
so  darf  man  das  kleine  rechtwinklige  Dreieck  PQPi  als  gerad- 
linig betrachten  und  erhält  nach  dem  pythagoräischen  Lehrsatze 

pp;'  =PQ'+  QP,\ 

oder,  wenn  man  den  unendlich  kleinen  Bogen  PPi  wieder  mit 

ds  bezeichnet, 

(6.)  </s^  ==  dr^  +  r^dff'\ 

Ferner  ist 
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Der  Winkel  QP^P  ist  der  Winkel,  den  die  Gerade  PxP 
mit  dem  Radius  vector  OPi  bildet;  rücken  aber  die  Punkte  P 
und  P\  einander  unendlich  nahe,  so  wird  Pi  P  die  Tangente  der 
Curve  im  Punkte  P  (oder  Pi),  und  der  Radius  vector  OPi  fällt 
mit  OP  zusammen.  Bezeichnet  man  also  den  Winkel,  welchen 
die  Tangente  im  Punkte  P  mit  dem  Radius  vector  OP  bildet, 
mit  /[i,  so  wird  nach  Gleichung  (7.) 


i^a.) 


'«'•=5- 


Nennt  man  den  Winkel,  den  die  Tangente  mit  der  positiven 


Richtung  der  X-Axe  bildet, 
wiedei*  u,  so  ist,  wie  man  ohne 
Weiteres  aus  Fig.  120  erkennt, 

a  =  g>  +  ^, 

tgu  =  tg(y  +  (l) 

^  tgy +  tg/t^ 
1  — tgytg/i 

rd(p 


Fie.  120. 


tgy + 


dr 


1— tg^j 


rdif 
dr 


oder,  wenn  man  Zähler  und  Nenner  mit  cos  f/> .  dr  multiplicirt, 

(8.) 


.  smo) .  rfr  +  rcostf)  .rftf) 

tg«  =  — - — -3 — r—^^ — r- 

cosy  .  dr  —  r smy  .  dtp 


Durch  den  üebergang  von  rechtwinkligen  Coordinaten  zu 
Polarcoordinaten  werden  die  in  den  Gleichungen  (6.)  und  (8.) 
enthaltenen  Resultate  bestätigt.  Da  r  durch  Gleichung  (3.)  als 
Function  von  r/>  erklärt  ist,  so  muss  man  auch 

ar=-rcos9?,    y  =  rsiny 

als  Functionen  von  (p  betrachten  und  erhält  durch  Differentiation 

dx       dr 


oder 


dy       dr    . 

drp=-drp'^'f^''^'r^ 
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(9.) 


dx  =  coßy  .dr  —  rsiny)  .rfy, 
dy  =  sin^)  .<2r  +  rooßtp  .d^. 

Elrhebt  man  diese  beiden  Gleichungen  in's  Quadrat  hl 
addirt  sie,  so  findet  man  wieder  wie  in  Gleichung*  (6.) 

dx^  +  dy^  —  d^=z  dr^  +  r^dif^; 

dnrch  Division  erhält  man  in  Uebereinstimmung  mit  Gleichung  ^ 

dy  _  —  SÜ^y  *  dr  +  rcosy  .  d(f 

dx'~^     "^  cosy  .dr  —  rwi(p  ,ä(p 

In  einem  beliebigen  Pmikte  P  der  Curve  seien  die  Tangem 
und  die  Normale  gezogen  (Fig.  120),  welche  die  im  Punkte  ^ 
auf  dem  Badius  vector  OP  errichtete  Senkrechte  bezw.  in  Jt 
Punkten  T  und  N  treffen  mögen.    Man  nennt  dann 

NP  die  Polar-Nortnale  {N\ 

NO  die  Polar- Subnormale  {Sn\ 

PT  die  Polar- Tangente  (T), 

Or  die  Polar- Subtangente  (St). 

Bezeichnet  man   den  Complemenlwinkel  von  fi  mit  >*,  sc 
*  erkennt  man  aus  Figur  120,  dass  v  auch  der  Gomplementwinkel 
von  ONP  ist.    Deshalb  wird 

und  man  erhält  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (7a.) 

^      OP        r         rdq> 

i 

(10.)  NO=Sn=  *'  ' 


d(p 


OT      OT 
(11.)  OT=Sl  =  rlf;^=,^: 


W  =  So- +  5?  =(*)■+ ^-(i) 


J 
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(12/) 


(13.) 


NP=N:= 


ds  . 


dtp 


tg(*  =  tgPNT  =  ^ 


PT=  T  =  Ntgfi  = 


ds     rdqi      rds 
dif      dr        dr 


§  93. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  Subnonnale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  für  die  Archimedische  Spirale 

(1.)  r  =  a(p 

berechnen. 

AnflSsung.  Die  Archimedische  Spirale  entsteht,  indem  eine 
gerade  Linie  sich  um  einen  ihrer  Punkte  0  dreht,  während  ein 
anderer  Punkt  F  auf  ihr  mit 
gleichmässlger  Geschwindigkeit 
fortrückt.  Dadurch  ist  es  auch 
leicht,  die  Curve  punktweise  zu 
construiren.  (Vergl.  Fig.  121.) 
Aus  Gleichung  (1.)  folgt  nun 

dr 
(2.)         ~ 


Fig.  181. 


Sn^ 


d(p 


=  a 


d.  h  die  Subnormale  ist  in  allen 
Punkten    der    Curve   constant\ 
deshalb  kann  man  in  jedem  be- 
liebigen Punkte  der  Curve  sehr  leicht  Tangente  und  Normale  con- 
struiren, auch  wenn  die  Curve  nicht  gezeichnet  vorliegt.  Femer  ist 


(3.) 


rdw       r 


Für  <p  gleich  0  werden  auch  r  und  gi  gleich  0,  d.  h. 
die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  des  Coordinaten-Systems 
und  die  Tangente  in  diesem  Punkte  der  Curve  fallt  mit  der 
Anfangsrichtung  zusammen. 
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St 


__  r^d(p ^  ^       2 


dr 


a(p' 


\ 


also 
(5.) 

(6.) 


^^h(Tj+^'  =  ^'  +  ^  =  ^'^'^f'^^ 


N  =  '^  = 


d<i 

=  a]/l 

rd(p 
dr 

rVl 

d<f 

+  »>*; 

ds 
d(p 

/Mo 

dr 

+ 

V'- 

r  =  ^^  = 


Aufgabe  2.    Man  soll   Subnormale,   Subtangente,    Noimaie 
und  Tangente  für  die  hypei^boUsche  Spirale 

(7.)  r(f=^a 

berechnen. 

^''^'  '^^-  AuflSsung.  Beschreib 

^  man   um   den  Anfangs- 

punkt O  eine  Schaar  von 
Kreisen    nnd    schneidet 
auf    ihnen,     von     der 
Anfangsrichtung  (Polar- 
Axe)  an  gerechnet,  Bü- 
*  gen  von  gleicher  Länge 
«ab,    so  ist   der  geo- 
metrische Ort  der  End- 
punkte,   wie    man    aus 
Gleichung  (7.)  erkennt, 
eine  hyperbolische   Spi- 
rale.   (Vergl.  Fig.  122.) 
Da  die  Curve  unendlich  viele,  immer  enger  werdende  Windungen 
um   den  Nullpunkt  beschreibt,    so   nennt  man   den   Nullpunkt 

„einen  asymptotischen  Punkt^. 

Aus  Gleichung  (7.)  folgt 

(7  a.) 
also 


r  =  rtg)~^ 


(8.) 


C  ^^  -2 

tSfi  =  -; —  =  —  aw   ^  = 
dq^  ^ 


?2 


a 
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■ 

rd(f  a 

(10.)  St^'^^-a. 

dr 

Bei   der    hyperbolischen   Spirale   ist   also    die    Subtangente 

constant;  deshalb  kann  man  für  jeden  beliebigen  Punkt  der  Curve 
sehr  leicht  Tangente  und  Normale  construiren. 

Ferner  ist 
also 

(11.)  iv=^  =  -y^H^, 

^  d<f        a'  ' 

rds       rd€f>    ds 


Füi'  (f  gleich  0  ist  r  unendlich  gross;  man  kann  aber  auch 
dann  noch  die  Tangente  an  den  zugehörigen  CuiTenpunkt  legen, 
obgleich  er  unendlich  fern  ist.  Eine  Tangente,  deren  BeYiihi  ungs- 
)>unkt  unendlich  fem  liegt,  heisst  bekanntlich  eine  Asymptote. 
Die  Asymptote  der  hyperbolischen  Spirale  ist  die  Gerade,  welche 
man  im  Abstände  a  parallel  zur  Anfangsrichtung  legen  kann. 
Denn  r  fällt  fiii-  (p  gleich  0  in  die  Anfangsrichtung,  die  Sub- 
tangente also  in  die  Gerade,  welche  im  Anfangspunkte  auf  der 
Anfangsrichtung  senkrecht  steht,  und  ihre  Länge  ist  nach 
(Gleichung  (10.)  gleich  — a. 

Aufgabe  3.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale 
und  Tangente  der  parabolischen  Spirale 

(13.)  >^  —  a^(p^     oder    r  =  a^y  =  ayä 

aufsuchen. 

Aufifisung.    Aus  Gleichung  (13.)  folgt 

rfr        a     — i       a^ 

deshalb  \^ird  ebenso  wie  bei  der  Archimedischen  Spirale 

r  =  0,    ^  =  0  für  y  =  0. 
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(18.)  T  =z  N  ig  fjt^-^  l/«*T4i^"  =  a  y^  +4y«  > 

Aufgabe  4.    Man  soll  Subnormale,   Subtangente,   Noimalt* 
und  Tangente  der  allgemeinen  Spirale 

(19.)  r  =  atp"" 

aufsuchen. 

AuflSsung.    Aus  Gleichung  (19.)  folgt 


(22.) 


tSt  =  ; =  » 

dr  n 


ds 


(23.)        iV  =  ^  -  =  yw«aV^""^  +  aV"  =  09?""*^«*+^*, 

(24.)      T  =  ivtg^  =  ^  i/^q:^»  =  ^  V^H^. 

Man  erkennt,  dass  in  dieser  Aufgabe  die  ersten  drei  Auf- 
gaben als  besondere  Fälle  enthalten  sind,  wenn  man  bezw. 

«=  +  1,    »=—1,    »=  +  ^ 
setzt. 

Aufgabe  5.    Man  soll  Subnoimale;  Snbtangente,  Normale  un<l 
Tangente  für  einen  beliebigen  Punkt  der  logarithmischen  Spiraln 

(25.)  r  =  e^'P 

berechnen. 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (25.)  folgt 

dv 
(26.)  Sn  ==  -,—  =  ae'^'P  =  ar. 

dtp 

Die  Subnormale  ist  also   dem  Radius  tector  proporOofial, 
deshalb  beschreibt  der  Endpunkt  N  der  Subnormale  eme  Curve. 
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welche  der  ursprünglichen  Corve  ähnlich  ist.    (Vergl.  Fig.  123.) 
Da  die  Subnormale  ON  =  r'  mit  der  Anfangsrichtung  den  Winkel 

y'  —  f^  -j-^  bildet,  so  wird  die  Gleichung  der  vom  Punkte  N 


beschriebenen  Curve 

i'f-  -  t) 

(26a.)  r*  ^ae 

Fährt  man  jetzt 
noch  die  Grössen  u  und 
y"  durch  die  Glei- 
chungen 

1  a  =  aa,  oder  a  =  c^*, 


Fig.  128 


n 


ein,  so  geht  Gleichung 
i26a.)  über  in 


( 2«b.) 


Daraus  erkennt  man,  dass  die  von  dem  Punkte  N  beschrie- 

7t 

bene  Curve ,  wenn  man  sie  um  den  Winkel  «  —  -5-  dreht,  sogar 

mit  der  ursprünglichen  Curve  zusammenfällt  und  deshalb  mit 
derselben  congruent  ist. 
Femer  ist 

i27.) 


tg^,=:^  =  i,    ,,  =arctg0); 


dr         a 

\ler  Winkel  {a,  den  eine  beliebige  Tangente  mit  dem  zugehörigen 
Radius  vector  bildet,  ist  also  constant. 


7^d(p  _  r     . 
of  =  — = —  =  —  5 
dr         a 


(28.) 
folglich  ist  auch  die  Subtangente  dem  Radius  vector  proportional, 

so  dass  der  Endpunkt  T  der  Subtangente  gleichfalls  eine  Curve 
beschreibt,,  welche  der  ursprünglichen  Curve  ähnlich  ist.  (Vergl. 
Fig.  123.)  Auch  von  dieser  Curve  kann  man  zeigen,  dass  sie 
der  ursprünglichen  Curve  sogar  congruent  ist. 
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( 


0-^'  +  (0  ="<'  +  "*>• 


also 

(29.) 

(30.) 


th 


Es  sind  daher  atAch  Normale  und  Tangente  selbst  dem 
Radius  vectar  proportional. 

Aufgabe  6.  Man  soll  Subnormale,  Subtangente,  Normale  und 
Tangente  der  Curve 

(31.)  r*»  =  a"»cos(my) 

aufsuchen. 

Auflösung.  Da  in  Gleichung  (81.)  die  Grösse  m  noch  un- 
endlich viele  Werthe  haben  daif ,  so  sind  in  dieser  Gleichung^ 
unendlich  viele  Curven  inbegriffen,  von  denen  einzehie  hervor- 
gehoben werden  mögen. 

I.    w  =:  1.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 

(32.)  r  =  a  cos  y ,     oder    r  ^  =  ar  cos  y , 

also,  wenn  man  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  übergeht, 

(32a.)  a:^  -h  y*  =  a^ , 

und  dies  ist  die  Gleichung  eines  Kreises  mit  dem  Halbmesser 


a 


->    dessen  Mittelpunkt  die  Coordinaten 


a 


hat.    (Vergl.  Fig.  124.) 

Fig.  124. 


.^  =  2'     '/  =  0 


IL     w»  =  —  1. 
der  CuiTe  ist 


Die    Gleichung 


(33.) 
oder 


.-1  —  ^-1 


r"*  =  a-"*cosy, 


rcosy  =  a, 

also;  wenn   man    zu    i-echtwinkligen 
Coordinaten  übergeht, 

(33  a.)  a:  =:  a. 
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Dies  ist  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  im  Abstände 
a  parallel  zur  r-Axe  gezogen  ist.    (Vergl.  Fig.  124.) 

m.    m  =  2.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(34.)     r2  =  a«cos(2y),  oder  r*  =  a^{r*QOsf^  —  r«sinV)f 
also,  wenn  man  zu  rechtwinkligen  Coordinaten  übergeht, 

Dies  ist  die  Gleichung  der  LemnUcate,  einer  Curve,  deren 
Gestalt  man  sehr  leicht  aus  den  Gleichungen  (34.)  und  (34  a.) 
erkennen  kann.  Zunächst 
folgt  aus  Gleichung  (34.), 
dass  die  Curve  innerhalb 
eines  Kreises  mit  dem  Halb- 
messer a  liegen  muss,  denn 
es  ist  r^a.  (Vergl.  Fig. 
125.)  Aus  Gleichung  (34  a.) 
erkennt  man  sodann,  dass 
die  Coordinaten -Axen  Sym- 
metrie-Axen  der  Curve  sind, 
weü  nur  die  Quadrate  von 
X  imd  y  in  der  Gleichung 
vorkommen, 

Für  y  =  0  wird  r  =  a;  wächst  y ,  so  wird  r  kleiner  und 
nimmt  ab  bis  zu  r  =  0,  wenn  der  Winkel  (f  =  45^  geworden 
ist.  Liegt  (p  zwischen  45*^  und  90^,  so  wird  r^  negativ,  r  selbst 
also  imaginär;  deshalb  liegt  kein  reeller  Punkt  der  Curve 
zwischen  der  Geraden  OB  mit  der  Gleichung  y  =  .r  und  der 
r-Axe. 

IV.    7«  =  —  2.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(35.)  r-2  =  a-2cos(29),     oder     r2cos(2f/)  =  a^, 

also 
(35  a.)      r^  cos^^?  —  r^sin^(f  =  a^ ,     oder    x^  —  y^==  ä^. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  gleichseitigen  Hyperhel.  (Vergl. 
Fig.  125.) 
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V.  w  =  +  ^.    Die  GleichuDg  der  Curve  ist 

(36.)  r*  =*a*(50S  (^j »    oder    r  =  acos*  (^f  5 

daraus  folgt 

2r2  =  2arcos*f  ^j  =  ar(l  +  cosy)  =  ar  +  ar|cosy , 

(37.)  2r*  —  ax^ar, 

4r*  —  4  aar*  +  ö^^  =  aV*  =  o'a:*  +  ay , 
oder 
(36  a.)  4  (o:»  +  y2)  (^«  +  y«  —  ötx)  =  ay. 

Dies  ist  die  Gleichung  der  Cardioide.  Um  die  Ueberein- 
stimmnng  dieser  Curve  mit  der  bei  den  Epicjkloiden  als  Cardi- 
oide bezeichneten  Curve  nachzuweisen,  setze  man 

y  =  TT  —  t, 

dann  folgt  aus  den  Gleichungen  (36.)  und  (37.) 

(38.)  2r  =  2asin«^0  =a(l— cos^, 

(39.)  2x  =  2rc0S9?  =  —  acos<(l  —  COS^, 

(40.)  2y  =  2rsiny  =  asin<(l  —  cos^). 

Transformirt  man  noch  die  Coordinaten,  indem  man 

4a;'  =  a  —  4a: 

setzt,  so  erhält  man 

4a:' =  a(l  +  2cos<  — 2cos2/)  =  a[2cos<  —  cos(20], 
4y  =  a(2sin< —  2sin^cos^)  =  a[2sin^  —  sin(2<)]. 

Diese  Gleichungen  gehen  in  die  damals  aufgestellten 
Gleichungen  der  Cardioide  über,  wenn  man  a  mit  4  a  vertauscht 
(Vergl.  Fig.  79  auf  Seite  344.) 

VI.  m  =  —  \.    Die  Gleichung  der  Curve  ist 
(42.)  r""*  =  a  ~  *  cos  (^  j  >     oder     r  cos*  ^^  j  =  o , 

f  ^  j  =  r  +  rcosf/ =  2a,     oder    r  =  2a  —  x, 
r^  =  a:*  +  y2  =  4  a*  —  ^ax  +  x^, 

also 


/  4a:'  =  a(l  -I- 
^    l   4v  =  a(2si] 


2rcos* 
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(42aM)  y*  =  4o*  —  iax  =  4a(a  —  z). 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel,  deren  Axe  die  X-Axe 
ist,  und  deren  Scheitel  die  Goordinaten  2;  =  a,  y  =  0  hat. 


Allgemein 


mr"^^  -z—  =  —  ma"*  sin  (my), 


also 

,. ..  ^         dr  a*»sin(m<p)  Va^'» — r^« 

(43.)        *«  =  5-  = ;:;;m— = -^t — » 

oder 

/^«    \  ^''  c*"rsin(mö>)  .   ,      . 

(44.)  tgfi  =  —^  =  _  ctg(m9) 

=  ctg(7r  —  mtp)  =  tg^m^j  —  ^J , 

folglich  ist 

tAf,^  .   (2A  +  l)7r 

(45.)  f*  +  ^^ ^-^^  =  ^y ' 

wobei  Ä  eine  ganze,  passend  zu  wählende  Zahl  ist.    Dies  giebt 
den  Satz: 

Der  Winikel,  den  der  Rtiditia  vector  mit  der  Normale  büdetj 
ist  m-mal  so  gross  tote  der  Winkel,  den  er  mit  der  Anfangs- 
richtunff  bildet. 

(46.)  St  =  *^  =  -  rctg(my) , 

Wy/  ~  \d^)  +  '■^  ~      r»"-«     +"  -  rim-i  ' 
(47.)  i^=^  =  l^  = 


rfy      r"*"*       COs(»n<;p) 

(48.)  T=Ntgfi^ r-^^-^  . 

^     ^  ^^  sm(my) 
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§  94. 

KrOmmungskreis  und  KrOmmungsmittelpunkts-Ciirven. 

(Vergl.  die  Formel  -  Tabelle  Nr.  114.) 

Ist  die  Gleichung  einer  Curve  in  Polarcooi-dinaten  gregeben, 
so  kann  man  immer  den  Radius  vector  r  als  eine  Function  vom 
Argumente  (p  betrachten;  deshalb  sind  auch 
(1.)  X  =  rcosy    und    y  =  rsinr/- 

Functionen  von  7^,  so  dass  man  durch  Differentiation  die  folg-en- 
den  Gleichungen  erhält 

,    .  dr  dr 

/« X  dy  dr    ,         , 

d^x  d-r  dr 

/r  N         d^y  dh   ,        .   c.  ^^ 

.  dx  d-y        dy  d^x  __    2   1    o  Z^**  V  ^' 

^   '^        rf^  d^^~d^d^^  -  '^  :t-  2  ^^^  ~  ''  f7^  • 

Vertauscht  man  in  den  Formeln  106  und  107  der  Tabelle 
t  mit  y,  setzt  die  hier  geflindenen  Werthe  ein  und  multiplicirt 
in  den  Brüchen  Zähler  und  Nenner  mit  dq>^,  so  erhält  man 

..  __  ds^(rcos(pd(f  +  dr  .  siny) 

§  -  rcos^  —  (,.2^y,2^  2dr^  —  rd^r)dq> ' 

__      .  ds\ —  rsinye/y  +  dr  .  cosy) 

fl  -  rsm<p  +     ^,.2a^2^2d7"'^rd^r)d^' 

da^ 

(9.)  Q  =  zfc: 


(8.) 


Wenn  man  in  diesen  Gleichungen  den  Werth  von  r  als 
Function  von  (f  einsetzt,  so  sind  $  und  fj  als  Functionen  der  dritten 
Veränderlichen  y  dargestellt,  was  für  die  Untersuchung  der 
Krümmungsmittelpunkts-Curve  oder  Evolute  ausreicht.  Man  kann 
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aber  auch  noch  y  aus  den  beiden  Gleichungen  (8.)  eliminiren 
und  erhält  dadurch  eme  Gleichung  zwischen  5  und  fj. 

Will  man  noch  die  Evolute  in  Polarcoordinaten  darstellen, 
so  hat  man  in  dieser  Gleichung  zu  setzen 
10.)  |  =  r'C0S9',    i/  =  r'sin9'. 


§  95. 

Anwendungen  auf  einzelne  Curven. 

Aufgabe  1.    Man  soll  den  Krümmungskreis  der  Archimedi- 
schen Spirale 
(1.)  r^atp 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  121  auf  Seite  421.) 
Auflösung.    Aus  Gleichung  (1.)  folgt 

( 2.)  dr  =  adip ,     dV  =  0, 

also 

(3.)  d^  =  r^dif^  +  dr^  =  a\l  +  tp^)dif\ 

(4.)  r^d(f^  +  2  efr«  —  rrfV  =  a\2  +  y«)  d(p^. 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Fonneln  114  der  Tabelle 
ein,  so  erhält  man 

^  -  n.r  PHQ .^       ""^^^  +  ^f^).«(ycosy  +  siny) 

a2(l  +  tf/2) ,  a(_  ysincp  +  cosy) 
i7  =  aysm<f+  -^ a\2  +  y») ' 


oder 

(5.) 


(6.)  1?  = 


_  a  [y  cosy  —  (1  +  ^*)sin(jp] 
_  «[ysiny  -f  (1  +  y')cosyj 


2  +  9) 


2 


Aufgabe  2.     Man  soll  den  Krümmungskreis  der  allgemeinen 
Spirale 
(8.)  r  =  ai^»» 

bestimmen. 
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AuflSsung.    Aus  Gleichung  (8.)  folgt  durch  Xttfferentiatic 
(9.)  J^^na^n^\     ^^  =  n{n-l)afp-^, 

deshalb  ist 

(10.)  d^  =  r^dif^  +  dr^  =  aV'^'^-^K  +  y*)  rf9>^ 

(11.)    rVy«  +  2dr*  —  rdh'  =  aV'"*[«(«  +  1)  +  9>*]  dg^K 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Fonneln  Nr.  114  der  Tabell 
ein,  so  erhält  man 

^2  )  J  =  «[rcosy  —  (n^  +  y'joy'^-'siny] 

n{n+l)  +  ip^ 

(13  )  „^  n[rsiny  +  {n^  +  y«)ay«>-tcosy] 

*^  '  n(«  +  l)  +  y^ 

(14.)  n  =  ±  ^^rVjL^)*  . 

Aufgabe  3.    Man  soll  den  Erümmungskreis  und  die  Evolute 
der  hgarühmischen  Spirale 

(15.)  r  =  e^ 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  123  auf  Seite  425.) 

Auflösung.    Aus  Gleichung  (15.)  folgt  durch  Differentiation 

deshalb  ist 

(17.)  dü^  =  r^dif^  +  dr^  =  r^  (1  +  a*)rfyS 

(18.)  r^d^^+2dr^—rd^r  —  r^(l+2a^—a^)d(p^=r^(l  +  a^)dgK 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Foimehi  Nr.  114  dei'  Tabelle 

ein,  so  erhält  man 

r«(l  +  a«).r(cosy-fasiny) 
5~rcosy  r^(i  +  a2) ' 

«  -  rQinr/.  -L  r^(l+q')>>'(— siny  +  ^cosy) 

oder 

(19.)        5=—orsiny,     fj  =  +  arcostp. 
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Es  war  aber  (nach  §  93,  Gleichung  (29.))  auch  die  Normale 
(21.)  iV  =  -^=rVTT^S 

folg^fich  ist  der  Krümmungshalbmesaer  gleich  der  Polar- Normale. 
Der  Krummungsmittelpunkt  fallt  daher  in  Figur  123  mit  N 
zusammen. 

Nach  den  Gleichungen  (19.)  wird 

(  22.)  I  =  —  ay,     1/  =  ar. 

Hieraus  erkennt  man  schon,  dass  die  Evolute  wieder  eine 
logarithmische  Spirale  ist,  bei  der  aber  die  Dimensionen  a-mal 
so  gross  sind  wie  bei  der  gegebenen.  Gleichzeitig  sind  auch 
noch  die  Coordinaten-Axen  um  einen  Winkel  von  90^  gedreht. 
In  §  93  (Seite  425)  ist  sogar  gezeigt  worden,  dass  die  Evolute 
der  gegebenen  Curve  ähnlich  und  ausserdem  auch  congruent  ist. 

Dasselbe  Resultat  findet  man  natürlich  auch  aus  den  Glei- 
chungen (22.).  Bezeichnet  man  nämlich  die  Polarcoordinaten  der 
Evolute  mit  r'  und  (p\  so  ist 

(23.)  r"^^l^+n\     tgy'=:|» 

folglich  wird  in  diesem  Falle 

(24.)    r'^^^a^r^,     tgy' =  —  ctgy  =  ctg(— y)  =  tg^^P  +  |)» 

oder 

(24a.)         r'  ^ar,     y'  =  y  +  -  ,    y  =  y'  _  1 , 


also 

(25.)  r*  =:^  ar  =  ae     =  ac  , 


«V  «(v'  -  y) 


Ir'  =  1 «  +  a^'  —  a  -  > 

oder,  wenn  man  —  mit  u  bezeichnet, 

a  ' 

(26.)  r'^e 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  28 
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TT 


Dreht  man  die  Polar- Axe  um  den  Winkel  «  —  4^  »  so  bildr 

2 

r'  mit  der  neuen  Polar-Axe  den  Winkel 


<  =  (;p'  +  a-- 
und  Gleichung  (26.)  geht  über  in 

(27.)  r'  =  ^r. 

Aufgabe  4.    Man  soll  den  ErOmmungskreis  und  die  Evolute 
der  LemnüccUe 

(28.)  r5  =  a«cos(2y) 

bestimmen.    (Vergl.  Fig.  126.) 

Aufifisung.    Durch  Differentiation  folgt  aus  Gleichung  (2*^. 

(29.)  r^=-a2sin(2y)  =  -r«tg(29?), 

und  wenn  man  diese  Gleichung  nochmals  differentürt, 

(dr  \  *  dh* 

Deshalb  wird  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (28.)  und  ( 29. ) 

r^d6^  =  r\r^d^^  +  dt^)  =  f^dy>^  +  r^dt^  =  a*rfyS 
oder 

(31.)  ds''==^^d(f^ 

Femer  findet  man  aus  Gleichung  (30.) 

\dif)        '  dy^  -  ^  \d<p)       LW/  <i<f*\ " 

folglich  ist  bei  der  Lemniscate 

Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Formeln  Nr.  114  der  Tabelle 
ein,  so  erhält  man 


oder 


( 33.) 


§  93.    Evoluten  einzelner  Curven. 

1  =  rcosy  —  ^^(rcosff  +  -^  •  sin  y  j  » 
f]  =  rsin  <f  +  4^(  —  rsiny  +  --t—  •  cosy  Y 


43.5 


rt- 


2a2cosV 


I  =  —  [2cos(2y)co8y  +  sin  (27»)  sin  ff]  = 

oT  3/ 


"=Si^ 


cos(2y)siny  —  sin(2f/»)cosyJ  =  — 


2a2sin'fr 


3r 


Fig.  IM. 


Ans   den   Gleichungen  (38.) 


folgt 


cos 


(_:iö.)    ' 


^  =  (1?)' 


.«*"^  =  -(S)' 


^ 


,x* 


cos«y  +  sinV  =  (^)  •  (|*  +  ^*)  -  1 , 

cos^y  -  sinV  =  (§)  •  (l*  -  7*)  =  cos(2y )  =  ^  . 

<-'       *'+'»=(v)*  .'♦-''=5(1^)' 

folglich  ist 

(37.)  9(5*  +  ly^y  (1^  —  iy*)  =  4a2 . 

Den  beiden  Scheiteln  Ai  und  ^2  der  Lemniscate  entsprechen 
die  Spitzen  Si  und  Si  der  Evolute,  wobei 

(38.)  S2O  =  0^1  =  Ja. 


28* 


XII.  Abschnitt. 

Theorie  der  Determinanten* 

§  96. 

Einleitung  in  die  Determinanten-Theorie. 

Für  viele  Untersuchungen  in  der  höheren  Mathematik  ge- 
währt die  Anwendung  der  Determinanten  eine  wesentliche  Elr- 
leichteiimg ,  einerseits  dadurch,  dass  die  Rechnungen  kürzer 
werden,  andererseits  dadurch,  dass  die  Resultate  eine  übersicht- 
lichere und  leichter  zu  merkende  Form  erhalten.  . 

Deshalb  soll  hier  ein  kurzer  Abriss  der  Determinanten- 
Theorie  eingeschaltet  werden. 

Auf  die  Ausdrücke,  welche  man  Determinanten  nennt ,  ist 
man  durch  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen  mit  n 
Unbekannten  gefühlt  worden.    Sind  z.  B.  die  beiden  Gleichungen 

mit  den  beiden  Unbekannten  ^i  und  x^  gegeben,  so  findet  man 
bekanntlich  durch  Elimination 

CxOn ^2012  CxCL2\  +  ^2^11 

(2.)  xx  = >         Xi  = 

^ll022 «12Ö21  «11022 «12021 

Den  gemeinschaftlichen  Nenner  dieser  beiden  Ausdrücke, 
nämlich  die  Grösse 


(3.)  J  =  «ita22  —  «12021  = 


«11012 
«21  «22 

nennt  man    „die  Determinante'^   der   Coefficienten   der   beiden 
Gleichungen  (1.).    Diese  Determinante  wird  daher  auch  so  ge- 
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schrieben,  dass  man  die  Goeffidenten  in  derselben  Keihenfolge 
wie  in  den  gegebenen  Gleichnngen  au6chreibt  und  zwischen 
zwei  senkrechte  Striche  einschliesst 

'Sind  drei  lineare  Gleichungen 

gegeben,  so  findet  man  bei  der  Auflösung  für  die  drei  Unbe- 
kannten xi,  x^  x%  Werthe,  welche  den  gemeinschaftlichen  Nenner 

(5.)  J  =:  au  (OMCTjt 028082)  +  ««  (OU^Sl «««m) 

+  ««(osiOsÄ  —  omOsi) 

haben.    Diesen  Nenner  schreibt  man  wieder  in  der  Form 

OtlOt«Ol8 

(5  a.)  -^=     osianoss 

081082088 

wobei  die  CJoefficienten  der  gegebenen  Gleichungen  zwischen  zwei 
senkrechte  Striche  eingeschlossen  sind.  Aus  Gleichung  (5.)  er- 
kennt man.  dass 

^  =  ^(—  1)^  Ol«  02|*  08y 

ist,  wobei  sich  die  Summation  über  alle  Permutationsformen 
a  ^  Y  der  Zahlen  12  3  erstreckt,  und  wobei  das  Vorzeichen 
(—1)^  gleich  +  1  oder  —  1  ist,  jenachdem  die  Permutations- 
form aßy  aus  12  3  durch  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl 
von  Vertauschungen  von  je  2  Zahlen  hervorgeht.  Demnach  sind 
die  Glieder 

O11O22OS8,       Oi202s08i,       Oi802i082 

mit  dem  Vorzeichen  +  zu  nehmen,  weil  die  Reihenfolge  der 
zweiten  Indices 

12  3,       231,      312 

bezw.  durch  0,  2,  2 

solche  Vertauschungen  von  je  2  Zahlen  aus  der  Permutationsform 
12  3  hervorgehen.  Vertauscht  man  nämlich  in  1 2  3  die  Zahlen 
1  und  2  mit  einander,  so  erhält  man  2  13,  und  vertauscht  man 
dann  die  Zahlen  1  und  3  mit  einander,   so  erhält  man  2  3  1. 
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Vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  3,  so  erhält  man  3  2 1 
und  vertauscht  man  dann  die  Zahlen  1  und  2,  so  erhält  m^ 
3  12. 

■ 

Die  Glieder 

011023032,       ^12021033,       (hi^iiÜBl 

dagegen  sind  mit  dem  Vorzeichen  —  zu  nehmen,  weil  die  Per- 
mutationsformen 

132,       213,     321 

aus  1  2  3  durch  eine  einzige  solche  Vertauschung  hervoiigehen; 
vertauscht  man  nämlich  in  1  2  3  die  Zahlen  2  und  8,  so  erhäh 
man  13  2,  vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahl^  1  und  2,  so  er- 
hält man  2  13,  und  vertauscht  man  in  1  2  3  die  Zahlen  1  und  3. 
so  erhält  man  3  2  1. 


§  97. 

Bildung  einer  Determinante  n*^^  Ordnung  aus 

n^  Elementen. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  115.) 

In  ähnlicher  Weise  möge  jetzt 
öiiöii . . .  öin  I 

(^21  0"22  •  .  •  ^21» 


(1.)  J  = 


=  -( 1)^01« Ö2/f«8y.  .  »Cnv 


^nl  ^n2  •  •  •  ''hm 

erklärt  werden.  Die  n^  Grössen  c/ii,  «12, . . .  «•««  heissen  „die  Ele- 
mente der  Determinante";  die  Determinante  J  selbst  ist  eine 
Summe,  bei  der  jedes  Glied  das  Product  von  n  Elementen  ist. 
Dabei  enthält  ein  solches  Product  aus  jeder  Zeile  (Horizontalreihe) 
imd  aus  jeder  Colonne  (Vertikalreihe)  ein  und  nur  ein  Element 
Für  das  Vorzeichen  (—  1)^  gelte  folgende  Regel:  Heissen 
die  ersten  Indices 

123...« 

imd  die  zweiten 

aß  Y  , ,  ,v^ 
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SO  ist  aß  y . .  .V  eine  Permutationsfonn  der  Zahlen  1  2  8 ...  n. 
Ist  dann  a  von  1  verschieden,  so  vertausche  man  a  mit  1.  Ist 
in  der  dadurch  entstandenen  Permutationsform  die  zweite  Zahl 
von  2  verschieden,  so  vertausche  man  sie  mit  2  und  fahre  so 
fort,  bis  die  Reihenfolge  der  Zahlen  die  natürliche  ist.  Wenn 
nun  X  die  Anzahl  dieser  Vertauschungen  ist,  so  wird  das  Vor- 
zeichen des  zugehörigen  Gliedes  ( —  1)^. 

So  ist  z.  B.  für  die  Permutationsform  3  14  2  diese  Zahl  x 
gleich  3,  und  zwar  erhält  man  nach  einander  die  Formen 

8  142,       1342,       124  3,       12  3  4. 

Für  die  Permutationsform  3  2  5  14  ist  A  wieder  gleich  3, 
und  zwar  erhält  man  nach  einander  die  Formen 

325  14,       125  34,       12  35  4,       12  3  4  5. 

Die  Summation  erstreckt  sich  über  alle  Permutationsformen 
ußy...y  der  Zahlen  12  3...«,  folglich  ist  die  Anzahl  der 
Glieder  gleich  n!  =  1 .  2  .  3  . . . «. 

Dies  kann  man  auch  so  zeigen.  Nimmt  man  ein  beliebiges 
Element  der  ersten  Zeile  aia,  so  giebt  es  n  mögliche  Fälle,  weil  a 
dabei  n  Werthe  haben  darf.  Da  ß  von  «  verschieden  sein  muss,  so 
giebt  es  bei  der  Auswahl  von  a^p  aus  den  Elementen  der  zweiten 
Zeile  nur  noch  n  —  1  mögliche  Fälle.  Deshalb  giebt  es  bei  der 
Auswahl  von  aia(hp  im  Ganzen  n{fi—l)  mögliche  Fälle. 
Ebenso  erkennt  man,  dass  für  die  Auswahl  von  a^y  aus  den 
Elementen  der  dritten  Zeile  nur  n  —  2  mögliche  Fälle  und  des- 
halb für  die  Auswahl  von  aio02/*a3y  im  Ganzen  n{n — l)(n  —  2) 
mögliche  Fälle  vorhanden  sind. 

Indem  man  so  weiter  fortfähi-t,  findet  man  das  oben  an- 
gegebene Resultat. 

§  98. 

Einige  Sätze  aus  der  Permutationslehre. 

Erklirung.  Das  Permutiren  besteht  in  dem  Aufsuchen  aller 
Stellungen,  welche  n  Elemente  a^byC^.,.k^l  einnehmen  können. 
Jede  solche  Stellung  nennt  man  „eine  PermuUdionsform^^ . 

Die  Anzahl  der  Permntationrformen  bei  2  Elementen  a  und  b 
ist  1.2  =  2!,  nämlich  a  J  imd  J  a.    Tritt  ein  drittes  Element 
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c  hinzu,  SO  kann  man  ans  jeder  dieser  beiden  PermiitatioiisfiM-ak'i 
drei  bilden,  z.  B.  ans  i  a  die  drei  Formen 

cba,       hca,       bac, 

indem  man  c  an  die  erste,  die  zweite  und  die  dritt«  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permntationsfbrmen  bei  3  Elementen  a,  6,  c  ist 
daher  gleich  1.2.3  =  8!. 

Tritt  ein  viertes  Element  d  hinzu,  so  kann  man  ans  jeder 
dieser  8!  Permutationsformen  vier  bilden,  z.  B.  ans  6ac  ^ 
vier  Formen 

dbac,       bdac^     bade,       bacd^ 

indem  man  d  an  die  ei*ste,  zweite,  dritte  und  vierte  Stelle  setzt. 
Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  4  Elementen  ist  daher 
gleich  1.2.3.4  =  4!. 

Indem  man  so  fortfiUirt,  findet  man 

Satz  1.  Die  Anzahl  der  Permutationsformen  bei  n  Ele- 
menten ist  ;»!  =  1 .  2  .  8  . . . ;». 

Vertauscht  man  nur  zwei  Elemente  mit  einander,  so  nennt 
man  diese  Vertauschung  eine  „Transposition^. 

Satz  2.  Von  zwei  beliebigen  Permutaiiansformen  Pi  und  Pt 
kann  die  eine  aus  der  anderen  durch  fortgesetzte  Transposüion 
hergeleitet  werdefi, 

Beispiele.  Die  Permutationsform  eabdc  kann  durch  3 
Transpositionen  in  die  Form  abcde  übergefährt  werden,  und 
zwar  erhält  man  der  Reihe  nach  die  Foimen 

eabdc,       aebdcy       abedc,       abcde. 

Die  Permutationsform /^  a  c  rf  tf  6  kann  durch  5  Transposi- 
tionen in  die  Form  abcdefg  übergeführt  werden,  und  zwar 
erhält  man  der  Reihe  nach  die  Formen 

fg  acdebj         a gfc debj         abfc  de g, 

abcfdeg,         abcdfeg,         abcdefg. 

Aus  diesen  Beispielen  erkennt  man  das  Verfahren,  das  ganz 
allgemein  zum  Ziele  führt.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  man 
eme  Permutationsform  Pi  in  eine  andei'e  P«  in  mannigfacher 
Weise  durch  Transpositionen  überführen  kann,  und  dass  die  An- 
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zhM  der  verwendeten  Transpositionen  noch  nn^idlich  yiele  Werthe 
besitzt.    Dabei  gut  aber  der  folgende 

Satz  3.  Kann  man  P\  in  P^  überführen  j  das  eine  Mal 
(Ifirch  /,  das  andere  Mal  durch (a  Transpositionen^  so  ist  k—  fi 
atets  eine  gerade  Zahl, 

Beweis.    Es  sei 

(1.)       .  F^{b  —  a){c  —  a)(d—a)...{k  —  a)(l—a) 

mal(c  —  6) {d—  J) . . .  (A—  J)  {l—b) 
mal(rf  —  c) . . .  (A  —  c)  (l —  c) 


mal  il  —  *). 

Bei  der  Bildung  dieses  Productes  hat  man  jedes  Element 
von  allen  folgenden  subtrahirt  und  die  so  entstandenen  Diffe- 
renzen mit  einander  mnltiplicirt.  Es  soll  nun  untersucht  werden, 
wie  sich  die  Grösse  F  ändert,  wenn  man  zwei  Elemente,  z.  B. 
q  und  s  mit  einander  vertauscht.  Alle  Differenzen,  in  denen  q 
und  s  gar  nicht  vorkommen,  bleiben  imverändert.  Ist  femer  p 
irgend  ein  Element,  das  den  beiden  Elementen  q  und  s  voran- 
gehty  so  geht  bei  der  Vertauschung  von  q  mit  s  das  Product 
(q — ^)  (, — p^  in  {s  —  p)  {q — p)  über  und  behält  denselben 
Werth.  Steht  das  Element  r  zwischen  q  und  s ,  so  geht  das 
Product  (r  —  y)  («  —  r)  in  (r  —  s)  {q  —  r)  über  und  behält 
gleichfalls  dciiselben  Werth.  Folgt  endlich  das  Element  t  den 
beiden  Elementen  q  und  s ,  so  geht  das  Product  {t  —  q){t  —  s) 
in  {t  —  s){t  —  q)  über  und  behält  auch  denselben  Werth.  Nur 
durch  den  Factor  s  —  q,  welcher  bei  der  Vertauschung  von  q 
mit  s  in  q  —  s  übergeht,  wird  das  Vorzeichen  von  -F  geändert, 
während  der  absolute  Betrag  von  F  derselbe  bleibt. 

Wenn  man  also  zwei  Elemente  mit  einander  vertauscht,  so 
ändert  die  Grösse  F  nur  das  Vorzeichen. 

Ebenso  kann  man  zeigen,  dass  F  bei  jeder  weiteren  Trans- 
position zweier  Elemente  nur  das  Vorzeichen  ändert.  Entsteht 
Fx  aus  F  durch  A  Transpositionen,  so  ist  daher 

(2.)  Fi^{—iyF 


i 
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Bezeichnet  man  also  die  Werthe  von  F,  welche   den  Ptfr- 

mntÄtionsformen  Pi  und  Pa  entsprechen,  mit  Fi  und  -Fj,  mi  { 

geht  Pi  in  P%  über ,  das  eine  Mal  durch  i,  das  andere  Mal  dmtl  \ 

fA  Transpositionen,  so  gelten  die  beiden  Gleichungen  ' 

(3.)  F,^{—iyF,    und    P2  =  (— 1>-P,; 

daraus  folgt 

(4.)  (- 1)^  =  (— 1>",    oder    /  =  /ri±2t6-, 

wobei  2w  eine  beliebige  gerade  Zahl  ist. 

Um  zu  bezeichnen,  dass  die  Permutationsfonn  F^  (z.  B. 
1  2  3  ...  w)  in  Pi  (oder  uß r , .  .r)  durch  /  Transpositionen 
übergeführt  wird,  schreibt  man 

(5.)  ^=Q  =  Q23;;;;). 

Satz  4.  Geht  P  in  Pi  übei^  durch  /,,  und  geht  Pj  i*i  P. 
über  durch  fi  Transpositionen^  so  geht  P  in  P%  durch  k  +  fjtdz2»^ 
Transpositionen  über.     Ist  also 

(6.)  /.=Q.       ,=Q, 

so  wird 

Der  Beweis  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  P  in  Pj  über- 
geht, wenn  man  zuerst  P  in  Pi  und  daim  Pi  in  Pi  tiberfuhit. 

Der  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  verallgemeinem :  es 
ist  z.  B. 

Satz  5.  Die  ?i\  Permutationsformen  von  n  Elenientefi  lassen 
sich  durch  die  Transpositionen  zweier  Elemente  paarweise  grup- 
piren. 

Beweis.  Durch  die  Transposition  zweier  Elemente,  z.  B. 
der  beiden  Elemente  a  und  b,  geht  die  beliebige  Permutations- 
fonn Pi  in  P2  über,  wobei  Pi  und  P2  von  einander  verschieden 
sind.    Ist  nun  die  Permutationsform  Qi  von  Pi   und  P2  ver- 
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sohieden,  so  geht  Qi  durch  die  Vertauschnng  von  a  mit  b  in 
Q«  über,  wobei   Q2  von  Qi    und  auch  von  Pi  und  P2  ver- 
schieden ist.    Wäre  nämlich  Qs  identisch  mit  Pi  (bezw.   mit 
jPo),  so  miisste  Qi    identisch  sein  mit  P2  (bezw.  mit  Pi).    Ist 
ferner  die  Permutationsform  Bi  von  Pi,  P2 ,  Qi ,  Q2  verschieden, 
so   geht  Bi  durch  die  Vertauschnng  von  a  mit  i  in  iZs  über, 
MTobei  Rt  von  J?i  und  auch  von  Pi,  P2,  Qi,  Q3  VCTschieden  ist. 
So  kann  man  fortfahren,  bis  die  sämmtlichen  Permutations- 
formen  erachöpft  sind. 


§  99. 

Eigenschaften  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  116—119.) 

Sab  1.    Zioei  Glieder  (oder  Terme) 

(1.)  Tl  =  ( 1)  *aia|  02^1  «Sri  •  •  •  «wri 

und 

(2.)  Ta  =  ( —  1)  *aiaj  a^^^  Usy^  . .  .  ««yg 

haben   gleiches   oder    entgegengesetztes    Zeichen^  jenachdem    die 
Transposiiianszahl 

(3.)  ^=("'^/'---'0 

gerade  oder  ungerade  ist. 

Beweis.    £s  ist 


1  _^(^^ß\Y\'  ..»'i\ 
^"■Vl  2  3...«/ 


-      __  /«2  /Öf2  ^2  .  .  .  ^2  \  __  /  1    2    3  .  .  .  W  \ 

*"V  1  2  3  ,..rf/~^\U2ß2rz-'^2/ 
folglich  ist 

(3a.)  ^  =  Ai  +  A2  ±  2t^. 

Sind  kl  und  /2  beide  gerade  oder  beide  ungerade,  haben 
also  Ti  und  T2  gleiches  Zeichen,  so  ist  ^  gerade.  Wenn  da- 
gegen von  den  beiden  Zahlen  Xi  und  A2  die  eine  gerade  und 
die  andere  ungerade  ist,  wenn  also  Ti  und  T2  entgegengesetztes 
Zeichen  haben,  so  ist  (»  ungerade. 
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Satz   2.     Die  Defermmante  J  hat  ebenso   vi^le  posUhe  rv 

negative  Glieder. 

Beweis*  Wenn  die  beiden  Permutationsform«!  cetftiri.^.T, 
und  «2/^2^2*  ••^9  durch  eine  einzige  Transpoaition  in  einaodär 
übergehen,  wenn  also  k  =  l  ist,  so  haben  nach  Satz  1  die 
GUeder  Ti  nnd  72  entgegengesetztes  Vorzeichen.  Da  man  nna 
dnrch  eine  Transposition  alle  Permatationsfonnen  paarwei» 
grappiren  kann,  so  kann  man  auch  die  sftmmtlichen  Gfieder  der 
Determinante  paarweise  gruppiren,  so  dass  bei  jedem  soldiea 
Paare  das  eine  Glied  positiv  und  das  andere  negatiir  ist. 

Ordnet  man  in 

(4.)  r  =  (—  1)^  a,„  di^  «ly  . . .  anr 

die  Factoren  anders,  so  geht  T  über  in 
Dabei  folgt  aus 

dass  auch 

^'■^        ^-Cfll"l)=C^/"''') 

\jg  n.,Aj     \«i/öfi  n  •  •  •  ^1/ 

ist.    Ausserdem  ist 

'  Vi  2  3...«/  ^      Vi  2  3...»/ 

Deshalb  erhält  man 

\aiAin...^i/ 
Y/</A-    .^\.  /l  2  3...  ;i\/a/yr  •••M-h2i. 

oder 

(7a.)  ^  =  ^  +  A  +  /i  it  2t<7  =  /  ±  2ü, 

(8.)  (-l)e  =  (-i)^. 

Dies  giebt 
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Satz  3.     Sind  in  dem  GUede  T  die  Factoren  beliebig  ge- 
ordnet^ 80  ist  das  Vorzeichen  von   T  gleich  ( — 1)^,  wobei  q  die 
Transposüionszahl    zvmchen    den    ersten   und   den   zweiten    In- 
dicee  ist. 

Jetzt  möge  die  Determinante  Jt  ans 

«11  ^«  Ö13  .  .  .  »li» 


(9.) 


J=z 


Üfi  a^  023  ..  .  «2» 
«31  ii32  Ciss  .  .  .  </|M 


Ö^Mi  «»i  Ö,»3  .  .  .  Ufui 

hervorgehen,  indem  man  die  Zeilen  beUebig  mit  einander  und 
ebenso  die  Colonnen  beliebig  mit  einander  vertauscht,  d.  h.  es  sei 


(10.) 


^1  = 


O/a  0/[i  fl/v  .  .  .  «A 
<*ha  ÖA/*  (^hy  .  •  .  ÖAv 


aia  ai{t  Uly  .  ,  ,  Uiv 

wobei  fg  h  ,,  .1  und  afiY,..v  irgend  zwei  Permutationsformen 
der  Zahlen  1  2  3  ...  n  sind. 

Die  beiden  Determinanten  J  und  Ji  enthalten  dann,  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  genau  dieselben  Glieder;  denn  ein  be- 
liebiges Glied  von  Ji  ist 

wobei 


(12.) 


ist.    Das  entsprechende  Glied  in  J  heisst 

(13.)  ^  =  ( Ij*  «/a,  ö^/*i  ÖAyi  •  •  •  ö/»i  J 

wobei  nach  Satz  3 

(14.)  „-//^''•••^ 


die  Transpositionszahl  zwischen  den  ersten  und  zweiten  Indices 
ist.    Bezeichnet  man  jetzt 
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\«  //  r  • . .  '•/ 
mit  /,  so  ^ird 

\f  U  h  ..,1  /^\a  ß  Y    "^/  "" 

folglich  ist 

(16.)  T,  =  (—  1)^  r, 

und  da  diese  Gleichung  für  alle  Glieder  der  Determinanten  J^ 
und  J  gilt,  so  erhält  man 

(17.)  A^{—1)'^. 

In  dieser  Gleichung  ist  der  folgende  Satz  enthalten: 

Satz  4.  Vertauscht  man  in  einer  Determinante  ^  die  Zeiltti 
beliebig  mit  einander  und  die  Colonnen  beliebig  mit  einantier^  sa 
geht  die  Determviante  in  sich  selber  über,  muüiplicirt  mit  ( —  \]\ 
wobei  X  die  Transpositionszahl  zwischen  der  neuen  Aufetnonder' 
folge  fg  h , .  ,1  der  Zeilen  und  der  neuen  Aufeinanderfolgt 
aß  Y  ' '  '^  ^^''  Colonnen  ist. 

Hieraus  ergiebt  sich  als  besonderer  Fall 

Satz  5.  Eine  Determinatäe  ändert  nur  ihr  Vorzeicheti, 
wenn  man  zwei  Zeilen  oder  zwei  Colonnen  mit  einander  ver- 
tauscht. 

Hat  eine  Determinante  J  zwei  identische  Zeilen  oder  zwei 
identische  Colonnen,  so  ändert  sich  J  nicht,  wenn  man  diese 
beiden  identischen  Reihen  mit  einander  vertauscht.  Anderer- 
seits erhält  aber  nach  Satz  5  die  Determinante  bei  dieser  Ver- 
tauschung das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  folglich  wird 

(18.)  J  =  —J,    oder    2J  =  0. 

Dies  giebt 

Satz  6.  Eine  Determinante  mit  zwei  identischen  Zeilen  oder 
mit  zwei  identischen   Colonnen  ist  gleich  NuU, 

Satz  7.  Eine  Determinante  ändert  ihren  Werth  gar  nicht, 
wenn  man  die  Zeilen  zu  Colonnen  und  die  Colonnen  zu  Zeilen 
macht. 
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Beweis.  Die  Vertauschung  der  Zeilen  mit  den  Colonnen 
entspricht  einer  Vertauschung  der  ersten  Indices  mit  den  zweiten^ 
^0  dass  die  Determinante 

f  19.)  ^  =  2(—  l)^ai«  Oa^  osy  . . .  aS» 

l>ei  dieser  Vertauschung  übergeht  in 

(20.)  .ix  =  -(—  l)*aal  Ö/M  öyS  .  .  .  «v«  • 

Die  beiden  Determinanten  ^  und  ^i  enthalten  aber  genau 
dieselben  Glieder,  nur  sind  die  Factoren  der  einzehien  Glieder 
in  J  nach  den  ersten  und  in  d^  nach  den  zweiten  Indices 
greordnet. 

Aus  diesem  letzten  Satze  erkennt  man,  dass  jeder  Satz, 
welcher  sich  auf  die  Zeileti  einer  Determinante  bezieht,  in 
gleicher  Weise  auch  von  den  Colonnen  einer  Determinante  gilt. 
Um  beide  Fälle  zusammenzufassen,  möge  in  den  folgenden  Para- 
graphen der  Ausdruck  „Seihen^  ebenso  für  die  Zeilen  wie  für 
die  Colonnen  gebraucht  werden. 


§  100. 

Zerlegung  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Fonnel-TabeUe  Nr.  120—124.) 

Zieht  man  aus  der  Determinante 


(I.)     J  = 


flu  Oig  ai3  . . .  öl» 

Ö2t  ^2  ^28  •  •  •  ^2n 
flai  Ö32  «33  •  •  •  <*8n 


=  -  (—  1)^  aia  a^  «ay  . . .  a^v 


Oni  Uni  Wn»  •  •  •  Onn 

alle  Glieder  heraus,  die  mit  an  multiplicirt  sind,  so  erhält  man 

WO  sich  die  Summation  auf  alle  Permutationsformen  ß y ..  .y 
der  Zahlen  2  3...»  erstreckt,  während  k  die  zugehörige  Traus- 
positionszahl  ist.  Der  Factor  von  an  in  Gleichung  (2.)  —  er 
heisse  an —  ist  daher 
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(3.) 


Uli  = 


er  ist  also  eine  Determinante  (» —  l)**^  OrdnoDg-,  die  ans  J 
entsteht,  indem  man  die  erste  Zeile  und  die  ei*ste  Oolonne 
fortlässt. 

Vei-tanscht  man  in  ^  die   erste  Zeile  mit  der    zweiten, 
so  wiixi 

«21  «22  Ö28  .  .  .  «2» 
Uli  Ö12  «13  •  .  .  Öf|M 
C/31  «32  Cisa  .  .  .  08» 


(4.) 


a 


ttn 


—  —J. 


^fnl  ^fu2  flw3  • 

Bei  dieser  Determinante  wird  in  gleicher  Weise  wie  vorhin 
der  Factor  von  öji  eine  Determinante  (»  —  1)*"*  Ordnung,  welche 
durch  Fortlassen  der  ersten  Zeile  und  ersten  Colonne  aus  der 
vorstehenden  Determinante  hervorgeht;  folglich  ist  der  Factor 
U2i  von  «21  in  der  ursprünglichen  Determinante  J 

ff|2  Ö13  •  ■  •  ^n 


(5.) 


«21  =   


"82  <*38  •  •  •  ^1* 


^ni^n3  •  •  •  ^nn 

und  geht  aus  J  hervor,  indem  man  die  zweite  Zeile  und  die 
erste  Colonne  fortlässt  und  das  Zeichen 

(6.)  _1  =  (^1)2+1 

davorsetzt. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man  den  Factor  von  aai ,  </« . . . . 
allgemein  den  Factor  u/i  von  uju  Vertauscht  man  n&mlich  die 
/"  Zeile  mit  der  {f—i)^',  dann  mit  der  {f—2)^  und  so 
weiter,  bis  die  Reihenfolge  der  Zeilen  (bezw.  der  ersten  Indices) 

/,  1,  2,  .../—!,/+  1,  ...» 

geworden  ist,  so  geht  bei  diesen/ — 1  Vertauschungen  J  in 
( — ly-^J  über,  und  das  Element  o/i  steht  an  erster  Stelle. 
Daraus  folgt,  dass  der  Factor  von  a^i  in  ^,  nämlich 
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a|2     «13 


«11 


<7.) 


«,,  =(— 1) 


/-i 


^y+i,2ö/-i-t,3.  ..0/4-1,1» 


^2       «m8 


'fiw 


aus  ^  hervorgeht,  indem  man  die  /**  Zeile  und  die  erste  Colonne 
forüässt  und  das  Vorzeichen 

(8.)  (-  1)-'-*  =  (-  1)/+* 

hinzufügt. 

Vertauscht  man  jetzt  in  J  die  r'«  Colonne  mit  der  (r—  1)*^, 
dann  mit  der  (r  — 2)***  und  so  weiter,  bis  die  Eeihenfolge  der 
Colonnen  (bezw.  der  zweiten  Indices) 

r,  1,  2, . . .  r  —  1 ,  r  +  1 , . . .  w 

geworden  ist,  so  geht  J  in  ( — ly-^J  über;  jetzt  kann  man 
den  Factor  a/r  von  ajr  in  gleicher  Weise  finden,  wie  vorhin 
den  Factor  o/i  von  a^.    Daraus  folgt  dann,  dass 


(9.)    ujr  =  (-  ly^" 


«11 


•     öl,  r~l       Öj^  r-i-l   ....     ^U 


«/— 1,  1  .  .  •  'V-l,  r-1  Öf/— 1,  r-1-1  .  .  .  Ö/-1,  n 
O/^l,  1  .  .  .  a/4.1,  r-1  0/4-1,  r-fl  .  .  .  Ö/4-1,  n 

öni      .  .  .     Ön,  r— 1     «n,  r-}.l       •  •  •     On« 


aus  -^  entsteht,  indem  man  die/'"  Zeile  und  r^'  Colonne  fort- 
lässt  und  den  Factor  ( — 1)-^+'"  hinzufügt. 

Diese  Factoren  ujr  heissen  „  Unterdeterminanten  (« —  Ij*^ 
Ordnung  von  //"  und  können  auch  noch  auf  die  folgende  Form 
gebracht  werden.  Durch  /  —  1  Vertauschungen  können  die 
Zeilen  (bezw.  die  ersten  Indices) 

1,  2,  3.../— l,/+l,/+2,.../* 

in  die  Reihenfolge 

/+1,  1,  2,  3,.../— 1,/+2,...» 

gebracht  weixlen.    Durch  weitere/ — 1  Vertauachungen  erhält 
man  die  Reihenfolge 

/+  1,  /  +  2,  1,  2, . . ./—  1,  /+  3, . . .  n. 
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So  kann  man  fortfahren,  bis  man  durch  (n — f){f—\ 
Vertauschungen  die  ^^cyklische^^  Reihenfolge 

/+!,/+ 2,...»,  1,  2,.../— 1 

erhält.  Ebenso  gelangt  man  durch  (» — r)  (r — 1)  V^rtauschiuigen 
der  Colonnen  (bezw.  der  zweiten  Indices)  zu  der  cyilüehf-h 
Reihenfolge 

r  +  1,  r  +  2, . . .  n,  J ,  2, ...  r  —  1. 

Durch  diese  Vertauschungen  ist  ujr  mit 

multiplicirt,  denn  2»,  /(/ —  1)  und  r{r  —  1)  sind  gerade  Zahlen. 
Deshalb  wird  das  Vorzeichen  von  a/r 

Dies  giebt 

^^+1,  r+l  0/4-1,  r+Ä  •  •  •  «/+l,  r-l 
»/+2,  r+1  «r-f  2,  r+«  •  •  •  «/+«,  r-l 


(10.)  ay,=  (— 1)(-+'K/-K) 


Ö/-1.  r+1  Ö/--1.  r-l-2  .  .  .  O/— 1,  r-l 

Ist  n  ungerade^  also  n  +  1  gerade^  so  sind  daher  alle  diese 
Unterdeterminanten   mit  dem  positiven  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Beachtet  man,  dass  jedes  Glied  der  Determinante  ^  ein 
und  nur  ein  Element  der  ersten  Colonne  enthält,  so  findet  mau. 
dass 

(11.)  ^  =  öiiÄii  +  «21  «21  +  «aiasi  + h  öni  «Hl 

sein  muss;  denn  es  sind  erstens  alle  Glieder  von  J  durch  die 
Summfe  auf  der  rechten  Seite  von  Gleichung  (11.)  erschöpft, 
weil  jedes  Glied  ein  Element  d^  ersten  Colonne  als  Factor 
enthalten  muss,  und  zweitens  kommt  in  dieser  Summe  jedes 
Glied  nur  einmal  vor,  weil  kein  Glied  zu>ei  Elemente  der  ersten 
Colonne  als  Factoren  enthalten  kann. 

Ebenso  kann  man  die  Determinante  J  nach  den  Elementen 
der  r^^  Colonne  zerlegen  und  ertiält 

(12.)  ^  =  airCXir  +  a2ra2r  +  Ö3r«8r  +  •  '  *  +  Onr^^nr' 
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E^  sei  n  =  3.  also 


J  = 


Beitel. 

dti  ai2  ats 

Gii  Qfi  023 
«8t  «82  «88 


dann  ist 


Oti  «23 
«82  «83 


—  a2i 


«1*  «18 
«82  «83 


+  «81 


«12  «18 
«22  «28 


oder,  wenn  man  die  cykltsche  Anordnung  der  ümterdetenniiianten 
benutzt, 


z/  =  a 


11 


«22  «28 
«82  «88 


+  «21 


«82  «88 
«12  «18 


+  «81 


«12  «18 
«22  «28 


=  «11  («22  «38 «28  «82) +«21  («32  «18 «33  «I2)  +  «31  («12  «28 «18  «22). 

Da  sich  J  nicht  ändert,  wenn  man  die  Zeilen  mit  den 
Colonnen  vertauscht,  so  findet  man  in  gleicher  Weise  eine  Zer- 
legung von  J  nach  den  Elementen  einer  beliebigen  Zeile  nad 
zwar  wird 

(13.)  J  =  «A«/!  +  «/««/l  +  «^8«/8  +  •  •  •  +  (ifhUjn. 

Ordnet  man  z.  B.  für  fi  =  3  die  Determinante  nach  den 
Elemwten  der  zweiten  Zeile,  so  eiiiält  man 


^  =  —  «21 


+  «22 


«12  «18 
«82  «83 

oder  bei  cylUiecher  Anordnung 


./  =  021 


«82  «88 

-f    022 

«12  «13 

«11  «13 
«81  «88 

«83  «31 
«13  «11 


«23 


+   «28 


«11  «12 
«81  «82 

«81  «82 
«11  «12 


Ist  8  von  r  verschieden,  und  vei'tauscht  man  in  Gleichung 
(12.)  die  Elemente  air,  «at , . . .  «nr  mit  a^,  ^2«, . . .  ctm«,  so  erhält 
man 

(14.)  Ji  =  «U«lr  +  Ö2t«2r  +  «3»«3r  +  *  •  *  +  «fuC^itr? 

wo  J\  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  J  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  r^'*^  Colonne  durch  die  Ele- 
mente der  ^^  Colonne  ersetzt.  Dadui*ch  wird  aber  Jy  eine 
Deteiminante ,  in  welcher  die  Elemente  der  r**»»  und   der  «*•* 

29* 
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Colonne  identisch  sind.  Deshalb  wird  Jx  nach  Satz  6  in  §  9«» 
gleich  Null,  und  Gleichung  (14.)  geht  über  in 

(14a.)  CLxtOtxr  +  Ö2t«8r  +  öa.ttjr  + f  O^nt^tnr  =  O, 

wenn  r^s  ist. 

Ist  feraer  ff  von  /  verschieden ,  und  vertauscht  man  id 
Gleichung  (13.)  die  Elemente  «p^,  «/s, . . .  «>  mit  a,i,  a^,  —  a^ 
so  erhält  man 

(15.)         Ji  =  öpi«/!  +  ö^«/2  +  a^3«/8  H +  öp»«/«» 

wo  ^s  gleichfalls  eine  Determinante  ist,  welche  aus  ^  hervor- 
geht, indem  man  die  Elemente  der  f^  Zeile  durch  die  El^nente 
der  ff*^  Zeile  ersetzt.  Dadurch  wird  aber  J^  eine  Determinante, 
in  welcher  die  Elemente  der  f^  und  der  ff*^  Zeile  identisch 
sind.  Deshalb  wird  Ji  nach  Satz  6  in  §  99  gleich  Null,  und 
Gleichung  (15.)  geht  über  in 

(15a.)        %i«;i  +  a^aj2  +  Og^ajz  + H  a^uj^  =  0, 

wenn  f^ff  ist. 


§  101. 

Anwendung  auf  die  Auflösung  von  n  linearen  Gleichungen 

mit  n  Unbekannten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  125.) 

Sind  n  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten: 

ÜiiXi   +  ai2X2  +  •  •  •  +  ainO^n  =  Cl , 

/.   X                              ;    ^21^1   +  Ö22:r2  +  '  •  '  +  a2n^n  =  ^2, 
V^'J  \    

[  önl^l   +  Ö»i2^2  + h  ÖH»^«  =  Cn 

gegeben,  so  findet  man  xi,  indem  man  die  erste  Gleichung  mit 
«11 ,  die  zweite  Gleichung  mit  «21 , . . .  die  n*'  Gleichung  mit  a«i 
multiplidrt  und  alle  Gleichungen  addirt.  Der  Coefficient  von 
xx  wird  dann  nach  Fonnel  Nr.  121  der  Tabelle  (für  r  =  i) 

(2.)  Oll  «11  +  Ö21  «21  + h  Oniaiil  =  ^j 

während  der  Coeflficient  von  r,,  wenn  s  von  1  verschieden  ist, 
nach  Formel  Nr.  123  der  Tabelle  (fiir  r  =  1)  gleich 
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(3.)  auctit  +  a2,a2i  H h  «««ni  =  0 

ist.    Man  erhält  daher  bei  der  Addition 

(4.)  J  .Xt  =  CiUii  +  CiUii  +  ••  •  +  Cn««i, 

eine  Gldchnng,  aus  der  sich  ar,  unmittelbar  ergiebt,  wenn  man 
auf  beiden  Seiten  durch  J  dividirt. 

Ebenso  leicht  findet  man  den  Werth  von  ^, ,  indem  man 
die  Gleichungen  (1.)  bezw.  mit 

Of Ir  j    **8r  j  •  •  •  **«r 

multipücirt  und  dann  addirt.  Ist  s  von  r  verschieden,  so  wird 
bei  der  Addition  der  Coefficient  von  x,  nach  Formel  Nr.  123  der 
Tabelle 

(5.)  öutfir  +  Of^ir  +  •  •  •  +  «n««#w  =  ^J 

nur  der  Coefficient  von  Xr  wird  nach  Formel  Nr.  121  der 
Tabelle 

(6.)  airCXir  +  ajr  a«r  +  •  •  •  +  ^»-  «*»•  =  -^1 

folglich  erhält  man  bei  der  Addition 

(7.)  J  .Xr=^  Ciatr  +  C2atr  +  •  •  •  +  CnClnr' 


Wenn  man  in  der  Determinante 

die  Elemente  der  r*^  Colonne  air,  a«r  •  •  •  »m-  durch  die  Grössen 
Ci,  c^, . . . Cn  ersetzt,  so  erhält  man 

deshalb  kann  man  Gleichung  (7.)  auch  schreiben,  wie  folgt: 


(7a.) 


öii  ata  . . .  dm 
Out  o^a . . .  o»« 


.^r  = 


Oll  . . .  ai,  r-l  Ci  ai,  r+l  •  •  •  ^i» 

«11  •  .  •  ö«,  r-1  ^2  ög,  r+l  •  •  •  ^» 


Um  Xr  selbst  zu  finden,  muss  man  noch  die  beiden  Seiten 
der  Gleichung  (7.)  oder  (7  a.)  durch  J  dividiren,  was  nur  unter 
der  Voraussetzung  geschcdien  darf,  dass  J  von  Null  verschieden 
ist.  Was  geschieht,  wenn  ^  =  0  ist,  möge  einer  späteren 
Untersuchung  vorbehalten  bleiben. 
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§  102. 

Vereinfachungen  bei  Ausreclinung  der  Determinanten. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  126—132.) 

Satz  1.  Wenn  alle  Elemente  einer  Reihe  bis  auf  9mm^  9p 
verschwinden,  so  ist  die  Determinante  gleich  diesem  einen  JSlemenis 
a/rf  mtdtiplicirt  mit  der  zugehörigen  Unierdeferminanie  (« — IJ^ 
Ordnung  ajr. 


So  ist  2.  B. 


J  ^ 


=  Ä 


-4,    C, 


Ai  0   C'i 

^8  0    Ca 

Der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes  ergiebt  sich  unmittdbar 
ans  der  Zerlegung  der  Determinante  nach  den  Elementen  der 
betreffenden  Reihe. 

Satz  2.  Eine  Determinante  kann  auf  deti  nächst  höheren 
Grad  gebracht  werden,  wenn  man  eine  Zeile  und  eine  CoUmne 
einschiebt,  das  den  beiden  eingeschobenen  Reihen  gemeinschaft- 
liche Element  gleich  dt  1  setzt  und  die  übrigen  Elemente  der  emen 
eingeschobenen  Reihe  gleich  0  macht.  Die  übrigen  Elemente  der 
änderen  eingeschobenen  Reihe  sind  ganz  beliebig. 


Es  ist  z.  B. 


(1.) 


an  at2  . .  .  ai„ 

021  ^^22  •  •  •  ^3m 
<*nlö»2  •  •  •  Ö»i4 


1  ?1    $2    .  .  .  ?n 

0  an  cit2  - . .  «m 

0  Osi  022  .  .  .  Oin 


0  Onl  ö«2  . . .  «1 


nn 


woM  die  Grössen  Si,  Ss, . . .  I»  noch  ganz  beliebig  sind. 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  unmittelbar  ans  der  Anwen- 
dung von  Satz  1.  Stehen  die  beiden  eingeschobenen  Reihen  am 
Rande  der  Determinante,  wie  in  dem  angegebenen  Beispiele,  so 
nennt  man  das  Verfahren  ,,Rändem  der  Determinante*^, 


§  102.    VereiBfaGhangeii  bei  AosrechnuDg  der  DetenninaDteo.    455 


Sab  3.  Verschwinden  alle  ElemenU  auf  der  einen  Seite 
einer  Diuffonale,  eo  redudrt  sieh  die  Determinante  auf  das  erste 
hezw,  auf  das  lettie  Glied. 

Es  ist  z.  B. 


(2.) 


—  ^1 1^2  v/a  -^4» 


Ax  Bx  (Jx  ])x  \ 
0  B^Cilh 
0    0  6iZ>3 
0    0    0  2>4  i 

Der  Beweis  folgt  aus  der  wiederholten  Anwendung  von 
Satz  1. 

Satz  4.  Haben  sämmiliche  Elemente  einer  Reihe  einen  ge- 
meinsamen Factor y  so  kann  man  denselben  vor  die  Determinante 
setzen. 

Es  ist  also  z.  B. 


(3.) 


ax\  ...  muxr  • . .  aiM 
021  •  •  >  ma^r  •  • .  afn 

j   flwl  .  .  .  fna^r  .  .  .  ÖfiM  ; 


=  m 


«11...  axr  . . .  aiti 

Ojl  .  .  .  a2r  .  .  .  öjh 
önl  •  •  •  ^nr  •  •  •  ^n 


Der  Beweis  folgt  aus  der  Zerlegung  der  Determinante  nach 
den  Elementen  der  betreffenden  Reihe. 

Durch  die  Anwendung  dieses  Satzes  kann  man  in  vielen 
Fällen  eine  Determinante  auf  eine  andere  mit  kleineren  Zahlen 
reduciren.    So  ist  z.  B. 


12     9  15 

13   1 

16     7  10 

-3.4.5 

4     7   2 

8  13  25 

2  13   5 

Satz  5.     Sind  die  Elemente  einer  Reihe  denen  einer  paral- 
lelen  Reihe  proportional,  so  ist  die  Determinante  gleich  Null, 

Es  ist  z.  B. 


(4.) 


Ax  mAx  Cx 
A%  mA^  C/2 
A^  mAs  Gz 


=  m 


Ax  Ax  Cx 
A%  A%  C't 
Az  A^  Ca 


=  0. 


Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  Satz  4  und  Formel  Nr.  118 
der  TabeUe. 


456    §  102.    VeroinfEU^hongen  bei  Aosrechnang  der  Determmanten. 


Satz  6.  Sind  die  Elemente  einer  Reihe  Aggregalm^  wm 
gleich  viel  Gliedern ,  so  ist  die  Determinante  gleich  der  Summe 
mehrerer  Determinanten^  welche  man  aus  der  ursprüngUcken 
erhält^  indem  man  die  einzelnen  Theilreihen  einsetzt. 


(5.) 


Es  ist  z.  B. 


An  ■+■  Jjn^  Ch9  -^«>  •  •  • 


Ai  Gl  Ui  ... 
A%  C2  Di  .  •  • 


-"H  C/H  ■^1»  •  •  • 


+ 


Bi  Ci  Dt 

B^  Cj  D-i 


BnCnDn  -  -  - 


Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Zerlegung  der  Deter- 
minante nach  den  Elementen  der  betreffenden  Reihe. 

Satz  7.  Eine  Determinante  ändert  sich  nichtj  wenn  man 
zu  den  Elementen  einer  Reihe  ein  beliebiges  Vielfaches  van  den 
Elementen  einer  parallelen  Reihe  addirt. 


(6.) 


Es  ist  also  z.  B. 
öii  012  .  • .  öl,» 


^nl  Ön2  •  '  .  Ö|»H 


Ö21   +  mOsr?    «2«  .  .  .  0«#i 
«nl   +  Wttf^,  an2 .  -  .  (hm 


Der  Beweis  folgt  aus  der  Verbindung  der  Sätze  5  und  6. 


In  welcher  Weise  die  vorstehenden  Sätze  benutzt  werden 
können,  mögen  die  folgenden  Beispiele  zeigen. 

1)  Es  ist 


ici  —  ^2,  yi  — y2 
xt  —  X9,  y\  —  y% 


1  ^1 

yi 

1 

Xx 

y.i 

:=: 

0  Xi  —  z%,  yx  —  ya 

^ 

—  1 

«2 

-yti 

0  xi       X'i,  yi       ya 

—  1 

—  ^3 

—  y» 

1  xi  yx 

— : 

1  2^2  y2 

• 

1  ^3  ys 

§  lOB.    Mnltiplication  der  Detonninanteii. 
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2)  Es  ifit 

!  ^1  —  ^2,  yi 

Zt  —  a-8,  yi 
xi — X4,  yi 

1 

—  1 

—  1 

—  1 


yi,  ^i     ^2 

y»,  zi  —  28 

= 

y4,  ^1  —  ^4 

^1 

^4 


yi 
y« 

y* 


«1 

^4 


1  ^i          yi 

«i 

0  a?!       Zf,  tfi  —  yi, 

Zi  —  Zt 

0  ar,  —  Xi,  yx  —  ys, 

Z\         Zz 

0  a?i  —  ar4,  yi  —  y4, 

Zi  —  Za 

1 

Xi  yi  01 

1 

Zt  y«  arj 

1 

^3  y«  ^3 

1 

a-4    y4    ^4 

§  103. 

MuKipiication  der  Determinanten. 

(VergL  die  Formel- Tabelle  Nr.  133.) 


Es  sei 


(1.) 

wobei 


A  = 


</ii  a,2 

6ii  6i2 

<?11  Ci2 

,        Ä  = 

iai  ^2  1 ' 

C'  = 

«21  «22 

^21  ^2t 

Ci2  =  öii  iai  +  ai2  ^22  ? 

^22  =  «11  ^21  +  022*22, 


,       ,  f   ^11  =  «11  *ll   +  «12  4l2, 

l  ^21  =  «^21  ^11  -|-  «22  ^12  j 

dann  soll  gezeigt  werden,  dass 

(3.)  ^  .  5  =  C 

ist.     Es  wird   nämlich   nach   den  Sätzen   der  vorhergehenden 
Paragraphen 

«11*11  +  «12*12,       «11*21  +  «12*22 
«21*11  +  «22*12)       «21*21   +  «22*22 


C  = 


—  *11  *21 


«ll*llj  «11*21 
«21*llj  «21*21 
«11  «11 
«21  «21 


+ 


+  *11  *22 


«11*11>  «12*22 
«21*11  j  «22*22 
«11  «12 
«21  «22 


+ 


+  *12*21 


«12*12»  «11*21 
«22*12j  «21*21 
«12  «11 
«22  021 


+ 


+  *12  * 


«12*l2j  «12*22 
«22*12}  «22*22 
«12  «12, 
«22  «22: 


22 


Da  nun  aber  die  Determinanten  mit  zwei  identischen  Colonnen 
gleich  Nnll  sind,  so  wird 
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(4.)     C^bnbn 
Es  ist 


+  *I2  *21 


Ciijaii 
«22  «21 


«11012 
«21  «22 


(Äll^M *«*» 


Beispiel. 


«,  —  6 

c,  — rf 

(5.) 

&,    « 

• 

^,  c 

oder 

ac  +  irf,  Ol/  —  Ar  I 


(5a.)  (««  +  b^)  {c^  +  rf*)  =  (ac  +  bdt)^  +  («c/—  ftc)*. 

Dies  giebt  den  Satz:  MuÜipUcirt  man  die  Summe  ztteier 
Quadrate  wieder  mit  der  Summe  zweier  Quadrate,  so  läasi  siel 
das  Product  gleichfalU  ah  die  Summe  zweier  Quadrats  tlarstellen. 

In  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin  Determinanten  2*«*  Ordnung 
mit  einander  multiplicirt  worden  sind,  kann  man  auch  Determi- 
nanten n*^  Ordnung  mit  einander  multipliciren.    Es  sei  jetzt 


(6.)     A  = 


«11  «12  .  .  .  «Im 
«21  «22  •  •  .  a^n 


«Mt  Ö«2  .  .  .  ö. 


nn 


,B= 


bu  bi2  .  .  .  bin 
b'li  bii  ,  .  .  b^n 


bnl  btv2 ...  6 


,c= 


nn^ 


Cii  Ci2  .  -  .  Cm 
C21  C^  •  .  .  Cfm\ 

•  •  ■  m  «  , 

t 

^Nl  Cn2  .  •  .  Cum 


'rn 


wobei 

(7.)  Cfr  =  «^1  bri  +  «^2*r2  +  •  •  •  +  «/n^i 

sein  möge.    Der  Kürze  wegen  soll  Gleichung  (7.)  in  der  Form 

(7a.)    Cjr  =  2aajabra,  OABT  C/r  =  2ßajßbrß,  .  .  .  Oder  Cjr  =  2raj^br, 

geschrieben  werden,  wobei  die  Summationsbuchstaben  a,  /?,...  y 
die  Werthe  1  bis  »  durchlaufen.    Dadurch  eitält  man 


(8.) 


C  = 


2'a«2a&ia,    ^f^ü-l^b^^  ,  .  .  2lV«2y&nr 


oder,  wenn  man  die  Determinante  nach  den  Theilcolannen  zerlegt, 


'n» 


<9.)    C  =  Ä^^...^V 


^,    i  «2a  ^la.    <^-2/*^;*j  •  •  -  ^vbnv 


(^nab\ai    ^Hfibiß,  .  .  .  «/,yO„v 


§  103.    Molüplication  der  Detennumnteii. 
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obei  Ujß,.,  .r  alle  Werthe  von  1  bis  n  durchlaufen,  so  dass 
die  Summe  im  Ganzen  n^  Glieder  enthält.  Die  Gleichung  (9.) 
kann  jetzt  aber  auch  in  der  Form 

öi«öi^  .  .  .  du 
(9  a.)    C  =  2b,ab,f . . .  b,,     a,ay...a„ 

g-eschrieben  werden,  wobei  das  Summenzeichen  verlangt,  dass 
utj  ß,...v  einzeln  alle  Wertke  von  1  bis  n  annehmen.  Man 
darf  sich  aber  darauf  beschränkfiD,  dass  a,  ßy-^  lauter  ver- 
schiedene Werthe  haben,  weil  in  Gleichung  (9a.)  die  Determi- 
nante der  a  verschwindet,  sobald  von  den  Indices  a,  ß ..  .y  zwei 
einander  gleich  sind.  Man  braucht  daher  in  Gleichung  (9  a.) 
die  Summation  nur  über  die  n !  Permutationsfonnen  aß ...v  der 
Zahlen  12...»  zu  erstrecken.  Nun  ist  aber,  wenn  aß  ...v  eine 
Permutationsform  der  Zahlen  12...;»  ist. 


(10.) 

wobei 

Ul.) 


diß  a,^  . .  .  c/iy 

Oja  ag^j  .  .  .  Ojy 

=  (- 

-if 

«fia  «^n/i  .  •  •  «n> 

Oll  ^12...  ö|n 
021  Ö22    .  .  .  a^n 


tffil  Ö«2  .  .  .  O 


HH 


=  (-iy^, 


a  ß . ,  .V 


(a  p  . .  .v\ 
12...»/ 


ist,  folglich  geht  Gleichung  (9  a.)  über  in 


(12.) 


a^A.  2(—  lybiabi^  ,..bn,=  A.B. 


Dies  giebt  den  Satz: 

Ztcei  Determinanten  n*^  Ordnung  tcerden  mit  einander  tnulti- 
pliciftj  indem  man  die  Elemente  der  f**^  Zeile  der  ersten  De- 
terminante mit  den  Elementen  der  r*^  Zeile  der  zweiten  De- 
terminante muUiplicirt^  diese  n  Producte  addirt  und  aus  den  so 
erhaltenen  n^  Summen  eine  neue  Determinante  bildet. 

Da  man  in  jeder  der  beiden  Determinanten  A  und  B  die 
Zeilen  mit  den  Colonnen  vertauschen  darf,  so  kann  cjr  auch  die 
folgenden  Werthe  erhalten: 
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(18.)  f/r  =  ö/tÄlr  +  ^J^b-lr  +  •  •  •  +  «/«^nrj 

oder 

(14.)  Cjr  =  aijbri  +  ajtbri   +  •  •  •  +  On/brnj 

oder 

(15.)  Cjr  =  Cifbir  +  a-ijb>ir   +  '  "  +  (h^/bnr- 


§  104. 

Homogene,  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten. 

Sind  n  lineare  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 

axiXx  +  üy^X^  +  •  •  •  +  axnXn  =  Cx  , 
/,  X  ■    <H\Xx  +  <h%Xt    +  •  •  •  +  (HnXn  =  ^3. 

«•11  ^l  +  aH3.«'2    +  •  •  •  +  ^im^n  =  Cn 

gegeben,  so  wird  nach  Formel  Nr.  125  der  Tabelle 

Lässt  man  jetzt  die  Grössen  r« ,  C2 , . . .  ^n  inuner  kleina' 
werden  nnd  schliesslich  ganz  verschwinden,  so  erhält  man  die 
Gleichnngen 

«11^1  +  «12^2  + V  (^InXn  =  0, 

,Q  x                           ;     «2ia:t  +  (h^Xy  +  •  •  •  +  (hnS^n  =  0, 
\^*)  \ 

'    OnlXx  +  aniX2  +  •  •  •  +  ö'nn^n  =  0. 

Diese  linearen  Gleichungen  heissen  homogen.  Ans  den 
Gleichungen  (3.)  findet  man  in  diesem  Falle 

(4.)  J  .  «/=  0  für  r  =  1,  2,  3,  . . .  y*. 

Wenn  man  nun  weiss,  dass  die  Gleichungen  (3.)  auch  Ar 
solche  Werthe  von  xx ,  :r2, . . .  :r»  gelten,  die  nicht  sämmüidi  gleich 
Null  sind,  so  folgt  aus  den  Gleichungen  (4.),  dass 

^  =  0 

'sein  muss.    Dies  giebt  den  Satz: 
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Wenn  n  lineare^  homogene  Gleichungen  mit  n  Unbekannten 
-fiXr  Werthe  der  Unbekannten,  die  nicht  sämmäich  gleich  0  sind, 
f/leichzeitig  bestehen^  so  muss  die  Determinante  J  der  Coefficienten 
ffleich  0  sein. 


§  105. 

Anwendungen  auf  einzelne  Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  dass  drei  Gerade 
9u  ^2»  ^8  durch  einen  Punkt  gehen. 

Auflösung.    Man  kann  die  Gleichungen 

der  drei  Geraden  g^g^^gz  homogen  machen,  indem  man 
(2.)  :r=-^,     y  =  ~ 

xz         ^        Zz 

einsetzt  und  dann  die  Gleichungen  mit  x^^  multiplicirt.   Dadurch 
gehen  die  drei  Gleichungen  (1.)  über  in 

/  AxXx  +  BiX^  +  CxXz  =  0, 

( 3. )  I  A2XX  +  B2X2  +  C2XZ  =  0 , 

l  Azj^i  +  B9PS2  +  CzXz  =  0 . 

Dabei  darf  man  noch  für  xz  jeden  beliebigen  Werth  setzen. 
Ist  z.  B.  Xz  =  1,  so  wird 

Xi  =  X,  X2  =  y. 

Da  also  die  drei  linearen,  homogenen  Gleichungen  (3.) 
gleichzeitig  gelten  sollen  für  Werthe  von  xx,  X2y  xz,  die  nicht 
alle  drei  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Determinante  der  Coeffi- 
cienten verschwinden.  Die  Bedingung  daffir,  dass  die  drei 
Geraden  durch  einen  Punkt  gehen,  ist  daher 

I  A,B,C, 


(4.) 


A2  Ij2  v2 

Az  Bz  Cz 


=  0. 


Aufgabe  2.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
vier  Ebenen  «i,  €2,  «8,  «4  durch  einen  Punkt  gehen. 
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§  106.    Anwendungen  auf  einaeine  Aufgaben. 


AufNtoung.    Man  kimn  die  Gleiehongen 

A,z+  Ö2y+  Ctz+  ß»  =  0, 
^«a:  +  Ä4y  +  CV:  +  A  =  0 

der  vier  Ebenen  ct,  cs,  f»,  £«  homogen  machen,  indem  man 


(5.) 


(6.) 


Xi  Xi  X9 

X -=■ — ?    y  =  — »     2:  =  — 

Ta  »A  Xa 


(7.) 


einsetzt  und  dann  die  Gleichungen  mit  x^  multiplicirt.    Dadurch 
gehen  die  Gleichungen  (5.)  über  in 

AiX)^  +  BiTi,  -f-  Cxx^  +  DxXa  =  0 , 
A^xi  +  jB^ar«  +  02^-3  +  Jh^A  =  0 , 
A^i  +  B9X2  +  C9XZ  +  D^A  =  0, 
AifCi  +  £4^-2  +  CiXg  +  D^A  ==  0 . 

Da  diese  linearen,  homogenen  Gleichungen  gleichzeitig  gelten 
sollen  für  Werthe  der  Unbekannten  :ri,  x^^  x^j  xa^  die  nidit  alle 
vier  gleich  Null  sind,  so  muss  die  Determinante  der  Goefficienten 
verschwinden.  Die  Bedingung  dafür,  dass  die  vier  Ebenen  durch 
einen  Punkt  gehen,  ist  daher 

A,  By  C,  D, 
A2  B<i  C2  Di 
A^  J?3  Ca  Z)j 
Aa  Ba  Ca  Da 


(8.) 


=  0. 


Aufgabe  3.    Man  soll  die  Bedingung  finden,  unter  welcher 
drei  Punkte  Pt,  Pa,  Ps  in  einer  Geraden  g  liegen. 

AuflSsung.    Hat  die  Gerade  g  die  Glekhwag 

(9.)  Ax  +  By+C^Q, 

SO  liegen  die  diei  Punkte  Pi,  P2,  P3  auf  dieser  Geraden,  wem 

<10.)  {  Ax2  +  By2  +  C7  =  0, 

Ax3  +  JSys  +  C  =  0 


§  105.    AnwenduDgea  auf  eimselne  Aufgaben. 
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»t^  Hierbei  sind  ^i,  yi ;  xt,  y^\  x^  ys  die  gegebenen  Goordinaten 
d.er  Punkte  Pi,  P2,  Ps,  während  die  drei  Grössen  A^  B,  (7  noch 
unbekannt  sind.  Man  hat  also  drei  lineare,  homogene  Glei- 
ehnngen  mit  den  drei  Unbekannten  A^  ß,  C.  Da  diese  Unbe- 
kannten nicht  alle  drei  gleich  Null  sein  dürfen,  so  können  die 
Grleichungen  (10.)  nur  dann  gleichzeitig  gelten,  wenn  die  Deter- 
minante der  Ck)efficienten  verschwindet.  Die  Bedingung,  unter 
^welcher  die  drei  Punkte  in  gerader  Linie  liegen,  ist  daher 


(11.) 


Xi 

Vi 

1 

Xt 

y2 

1 

xz 

ya 

1 

=  0. 


(13.) 


Aufgake  4.    Man  soU  die  Bedingung  finden,  unter  weldier 
vier  Punkte  Pi,  Pg,  Ps,  P4  des  Raumes  in  einer  Ebene  6  liegen. 

AirftSsimg.    Hat  die  Ebene  e  die  Gleichung 
(12.)  Ax  '\-  By+  Cz  +  D  =  0, 

so  liegen  die  vier  Punkte  Pi,  P2,  Pa,  P4  in  dieser  E%ene,  wenn 

Axt  +  Byt  +  Czt  +  I)==0, 

Axi  +  Btfi  +  Cz^  -f-  Z>  =  0, 

^3  +  Byz  +  Cz:i  +  Dz=:0, 

Ax4  +  Byi+  Cza  +  D  =  0 

ist.  Hierbei  sind  xi ,yx,zx\x^,  y2, «2 ;  0:3,  ys, ^s ;  ^4 ,  y4,  «4  die  gege- 
benen Goordinaten  der  Punkte  Pi,  P2,  P3,  P4,  während  die  vier 
Grössen  A^  B,  C,  D  noch  unbekannt  sind.  Man  hat  also  vier 
lineare,  homogene  Gleichungen  mit  den  Unb^annten  A,  B,  C,  D. 
Da  diese  Unbekannten  nicht  alle  vier  gleich  Null  sein  dürfen, 
so  können  die  Gleichungen  (13.)  nur  dann  gleichzeitig  gelten, 
wenn  die  Determinante  der  CJoeflficienten  verschwindet.  Die  Be- 
dingung, unter  welcher  die  vier  Punkte  in  einer  Ebene  liegen, 

ist  daher 

xi  yi  zi  1  ^ 

x^  y-i  Z'i  1 
xz  ys  ^3  1 
xa  y4  Z4  1 


(14.) 


=  0, 
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§  106.    Anwendungen  auf  einaelne  Aufgaben. 


Aufgabe  5.    Man  soll  den  Kreis  bestimmen,  der  durdi 
gegebene  Punkte  Pi,  P^y  Pt  hindurchgeht. 

Auflösung.    Hat  der  gesuchte  Kreis  die  Gleichung- 

(15.)  (ar  -  ^f  +  (y  —  fjf  -  ^«  =  0, 

SO  geht  er  durch  die  drei  gegebenen  Punkte,  wenn 

(16.)  xx^  —  21^1  +  I'  +  yi'  —  2iiyt  +  f—Q^  =  0, 

(17.)  Xi^  —  2^T^  +  |2  +  y^^  —  2fiyt  +  f  —  ß»  =  0, 

(18.)  xs^  —  2lxi  +  52  +  ya«  —  2^8  +  ^  —  ^  =  0 

ist.  Diese  drei  Gleichungen  mit  den  drei  Unbekannten  f ,  ^  uod 
Q  sind  nicht  linear.  Zieht  man  aber  die  Gleichungen  (17.)  md 
(iß,)  von  Gleichung  (16.)  ab,  so  erhält  man  zwßi  kneare  Glei- 
chungen 


(19 


2  {xi  —  X2)§  +  2(yi  —  yi)fi  =  x{^  —  x^^  +  yi*  —  y,^ 


')  \2{x,  —  x^)t  ^    ^^yt  —  yz)fl  =  Xi'  —  x{'  +  y,*  -  yj? 

mit  den  beiden  Unbekannten  l  und  ^.    Lidem  man  noch  do- 
Kürze  wegen 

(20.)       a:i2  +  yi^  =  r,2,     x^^  +  y^^^n',     2:3^  +  y»^  =  r»* 

setzt,  findet  man  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (19.) 


(21.) 


(22.) 


^i  —  X2,  yi  —  y2 
xi—xz,  yv—yz 

Xi  —  X2,  y\  —  y» 
Xi  —x^y  yt  —  yz 


.?  = 


V  = 


n*  — ^2%  yi  — ya  ; 

n^  —  rs«,  yi— y« 


Xi — X2,  ri^—Ti^ 
Xi  —  Xi,  n^— rs* 


Die  Determinanten,  welche  hier  auftreten,  kann  man,  wie 
schon  in  §  102,  Seite  456  gezeigt  wurde,  umformen  und  erhÄlt 
dadurch 


(21  a.) 


(22  a.) 


1  Xi  yi 

1  »1*  yt 

2 

1  Xi  y% 

.1  = 

1  rj«  ys 

1  xz  yz 

1  r»*  yg 

1  Xi  yi 

1  ^1  rt« 

2 

1  X2  yt, 

.17  = 

1  a:»  rj* 

1  ^3  ya 

1  Xi  r-i* 
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Wird 


1  Xi  yi 

Xi  yi  1 

1  3^2  y« 

^ 

Xi  yi  1 

1  ^s  ya 

3^3  ys  1 

=  0, 


so  werden  S  und  fj  unendlich  gross ,  d.  h.  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  rückt  in's  Unendliche,  und  die  drei  Punkte  Pi,  Ps,  Pa 
liefen  in  gerader  Linie,  wie  schon  in  Aufgabe  3  gezeigt  wui^de. 
Der  Werth  von  q^  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (16.),  (17.), 
oder  (18.),  indem  man  die  gefundenen  Werthe  von  5  und  fj 
einsetzt. 

Aufgabe  6.    Man  soll  die  Kugelfläche  bestimmen,  welche 
durch  vier  gegebene  Punkte  Pi,  P2,  Pa,  P4  hindurchgeht. 

Auflösung.    Hat  die  Eugelfläche  die  Gleichung 

so  findet  man  die  Werthe  von  5,  jy,  C  in  ähnlicher  Weise  wie 
bei  der  vorhergehenden  Aufgabe  die  Werthe  von  S  und  rj,  und 
zwar  erhält  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


(24.)       ' 

1  xi^  +  yi^  +  zt^  = 
l  ^3^  +  ya^  +  ^3^  = 

=  r4« 

setzt, 

1  xi  yi  ^1 

1  r^  yi  zi 

(25.) 

2 

1    X2    y2    Z2 

1  xz  ya  23 

1  ^4  y4  fii 
1  ^1  yi  «1 

.s  = 

1  ri^  yt  Z2 

1  «"s^  ys  «3 
1  »'4-  y4  ^4 

1  ^1  ri'^  «1 

j 

(26.) 

2 

1    X2    y2    Z2 

1  Xz  ya  zz 

1   Xk  y4  «4 

■  n- 

1  xi  r^^  Z2 

1  ^3  rz^  zz 
1  :r4  r^^  r* 

j 

1  1  ^i  yi  «1 

1  ari  yi  ri^ 

l27.) 

2 

1  ^2  yi  ^2 

1    ^3    y3    «3 

1  ir4  y4  ^4 

1  :r2  y2  ^2* 
1  Xz  yz  rz^ 
I.Xa  yi  U^ 

. 

Kiepert, 

Uiffere 

nüal-Rechniing 

3i 
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Wird 


1  ^i  yi  ^1 

1  3r2  y2  «2 

1  ars  ya  zz 

1  Xi  t/i  Za 


Ä-i  yi  zi  1 

^2  ya  «2  1 

^3   ys    ^8  1 

:ri  yi  «4  1 


=  0. 


so  werden  5,  »?,  ^  unendlich  gross,  d.  h.  der  Mittelpunkt  der 

Kugel  rückt  in's  Unendliche,  und  die  vier  Punkte  Pi,  Z^^,  /^-j.  i*i 

liegen,  wie  schon  in  Aufgabe  4  gezeigt  wurde,  in  einer  Ebene. 

Den  Werth  von  q  findet  man  schliesslich  aus  der  Gleichung 

(28.)  (rr,  -  $y  +  (yt  -  Tjf  +  (z,  -  tY  =  Q^. 


Zweiter  TheiL 

Fnnetionen  von  mehreren  nnabhängigen  Veränderliehen. 


XIII.  Abschnitt. 

Differentiation  der  Functionen  yon  mehreren 
von  einander  unabliängigen  Yeränderliclien. 

§  106. 

Differentiation  einer  Function 
von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  134.) 

In  derselben  Weise,  wie  in  §  1  (Seite  3)  Functionen  von 
einer  Veränderlichen  erklärt  wurden,  kann  man  auch  Functionen 
von  zicei  (oder  meh?)  Veränderlichen  erklären. 

Demnach  heisst  eine  veränderliche  Grösse  g  eine  Function 
der  beiden  Veränderlichen  x  und  y  für  ai^xKa-i,  ii  < y  <  ^2, 
wenn  jedem  Werthsysteme  x,  y  in  den  angegebenen  Intervallen 
ein  oder  mehrere  Werihe  von  z  nach  einem  bestimmten  Gesetze 
zugeordnet  sind. 

Hier  möge  nur  der  Fall  in  Betracht  gezogen  werden,  wo 
dieses  Gesetz  durch  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  gegeben  ist. 

Besteht  nämlich  zwischen  drei  veränderlichen  Grössen  x. 
y,  z  eine  Gleichung,  so  wird  man  zweien  von  ihnen,  z.  B.  x  und 
y,  beliebige  Werthe  beilegen  können;  dadurch  wird  dann  z  die 
Wurzel  einer  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten,  so  dass  z 
nur  noch  eine  Anzahl  ganz  bestimmter  Werthe  haben  darf. 

30* 
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Bei  dieser  Anschauangsweise  sind  also  x  und  y  die  unuh- 
hängigen  Veränderlichen,  während  z  eine  von  x  und  y  oiAungi^fr 
Veränderliche  oder  eine  Function  von  x  und  y  ist. 

Man  kann  sich  die  Gleichung  zwischen  x^  y  und  z  deshalb 
auf  die  Form 

(1.)  ^=/(^,y) 

gebracht  denken  und  erkennt,  dass  die  Veränderungen  von  z 
auf  dreifache  Art  hervorgerufen  werden  können,  nämlich 

1)  indem  sich  x  allein  ändert, 

^/     >?      »   y    >>       >j 

3)      „        „    X  und  y  gleichzeitig  ändern. 

Den  unterschied  zwischen  diesen  drei  Fällen  kann  man  sich 
am  leichtesten  durch  die  geometrische  Deutung  der  Gleichung  (1.; 
als  Gleichung  einer  Fläche  im  Räume  klar  machen.  Bleibt  y  con- 
stant,  so  liegen  die  Flächenpunkte  mit  den  Coordinaten  x^  y,  z  alle 
in  einer  Ebene,  welche  zur  ZX-Ebene  parallel  ist  und  die  Fläche 
in  einer  Curve  schneidet.  Auf  dieser  Curve  kann  daher  der 
Flächenpunkt  P  nur  fortschreiten ,  wenn  :r  als  die  einzige  Ver- 
änderliche und  y  als  Gonstante  betrachtet  wird. 

Ebenso  kann  der  Flächenpunkt  P  nur  auf  einer  Curve  fort- 
schreiten, welche  in  einer  zur  FZ-Ebene  parallelen  Ebene  liegt, 
wenn  man  y  als  einzige  Veränderliche  und  x  als  Gonstante  be- 
trachtet. 

Sind  aber  x  und  y  beide  veränderlich,  so  kann  der  Flächen- 
punkt  auf  der  Fläche  nach  allen  beliebigen  Eichtungen  foit- 
schreiten. 

Betrachtet  man  zunächst  nur  x  als  veränderlich  und  y  als 
constant^  SO  kann  man  s  wie  eine  Function  der  einzigen  Ver- 
änderlichen X  behandebi  und  auch  ebenso  differentiireu.  Man 
bezeichnet  dann  aber,  wie  schon  in  §  69,  Seite  300  hervorgehoben 

de 
wurde,  den  Differential  -  Quotienten  nicht  mit  ^>    sondern   mit 

dz 

3~'  SO  dass  man  erhält 

vx 

OX        jx=.{i  ^X 
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Betrachtet  man  sodann  nor  y  als  veränderlich  und  x  als 
constant,  SO  findet  man  in  derselben  Weise 

(3.)  |i  =  lim  J^>y  +  ^y)-/(^,x) . 

oy     jif=o  ^y 

Diese  Grössen  werden  die  j^partiellen  Ableitungen  von  z  nach 
JT  und  nach  y^^  genannt. 

Dem  entsprechend  nennt  man  die  Aenderung,  welche  z 
dadurch  erleidet,  dass  sich  nur  x  um  die  Grösse  Jx  ändert,  die 
^.partielle  Zunahme  von  z  in  Bezug  auf  x^^  und  bezeichnet  sie 
mit  Jgz.    Es  ist  also 

(4.)  z  +  J^z  =/(a:  +  Jx,  y) , 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subtrahirt, 

(5.)  J^  =/(x  +Jx,  y)  -fi X,  y)  =  ^^'  +  -^"'jj  -^^^"^  ^^  J.. 

Ebenso  nennt  man  die  Aenderung,  welche  ;;  dadurch 
erleidet,  dass  sich  nur  y  um  die  Grösse  Jy  ändert,  die  ,^parttelle 
Zunahme  von  z  in  Bezug  auf  y^^  und  bezeichnet  sie  mit  JyZ. 
Es  ist  also 

(6.)  z  +  Jyz  —fix,  y  +  Jy), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subti^ahirt, 

(7.)  j^  =A^,  y  +  jy)  -/(.,  y)=/(->y  +  ^y)-/(->y)  jy. 

Lässt  man  jetzt  die  Grössen  Jx  und  Jy  unendlich  klein 
wei^den,  indem  man  sie  durch  ihre  Differentiale  dx  und  dy 
einsetzt,  so  werden  auch  die  entsprechend^  Aendenmgen  von  z, 
nämlich  J^z  und  JyZ,  unendlich  klein  und  heissen  dann  die 
„partiellen  Differentiale  dxZ  und  d^  von  ;:".  Dabei  folgt  aus 
den  Gleichungen  (5.)  und  (7.) 

(8.)      d.z = um  /(^-j--^%y)  -/(^'  y^jx=^dx, 


JjzsO 


Jx  dx 


(9.)      d^  =  lim  -^.(^1^  +-  ^y) -/(^-'  y)jy^^dy, 

^ytso  Jy  oy 

Wenn  sich  dagegen  x  van  Jx  und  gleichzeitig  y  um  Jy 
ändert,  so  nennt  man  die  entsprechende  Aenderung  von  z  die 
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„coihiändige  oder  Male  Zunahme   von  «"   und  bezeichnet 

mit  Jz.    Es  wird  also 

(10.)  z  +  Jz  ==f{x  +  Jx,y  +  ^y), 

oder,  wenn  man  hiervon  die  Gleichung  (1.)  subti-ahirt, 

(11.)  Jz  =:/(.r  +  Jx,y  +  Jy)  —f(x,  y), 

wobei  Jx   und  ^y  von  einander   unabhängige  Grossen    :>iDii. 
Aus  Gleichung  (11.)  folgt  nun  weiter 

Jz  =y  (t  +  Jx,y  +  Jy)  —f{o\  y  +  Jy) 
+  f{x,y  +  Jy)—f{x,y), 

oder,  wenn  man  y  +  ^y  der  Ettrze  wegen  mit  yi  bezeichner. 

(12.)    Jz  ^f{x+Jx,yO-f(T,yO+f{x,y'\-Jy)-f{x,y) 

^f{x+Jx,yi)—f(x,yi)^^^  I  /(^.y+^y)— A>y)^ 

Jx  Jy 

Lässt  man  jetzt  wieder  Jx  und  Jy  unendlich  klein  werd^i. 
so  wird  auch  Jz  unendlich  klein  und  geht  in  das  vollsiändiyf 
oder  totale  Differential  con  z  über,  welches  man  mit  dz  bezeichnet. 
Da  nun 

^^/(^  +  ^^1  i/i)  — /(a-,  yi)  _  dfjxj  yi)  ^ 
^.i—o  Jx  ox 

Hj^/(^>  y  +  ^y)  -f(^i  y)  ^  <^^^^-  y) 

jy^o  Jy  dy 

und  limyi  =  y  wird,  so  geht  die  Gleichung  (12.)  über  in 

(13.)  ,l,=..^£^,a:+m^yläy, 

^  ^    äx  öy         ^' 

oder 

öz  Ö" 

Es  gilt  also  der  Satz: 

Das  totale  Diff^ercntial  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen 
Diff'erentiale. 

Deraelbe  Satz  ist  auch  in  §  69,  Gleichung  (16  a.)  ausge- 
sprochen; damals  handelte  es  sich  aber  um  eine  Function 

y  =  f{^, ») 
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x^on  zwei  veränderlichen  Grössen  u  und  v,  die  nicht  von  einander 
^ unabhängige  Sondern  beide  wieder  Functionen  von  einer  Ver- 
änderlichen X  waren. 


§  107. 

Aufgaben. 

dz     öz 
Aufgabe  1-    Man  soll  die  Werthe  von  ^  »  3-  und  dz  er- 
mitteln für 
(1.)  z  =  z^g^. 

AutlSsung.  Die  partielle  Ableitung  nach  x  bildet  man,  indem 
man  x  als  veränderlich  und  y  als  comtant  betrachtet;  und  die 
partielle  Ableitung  nach  y  bildet  man,  indem  man  y  als  veränder- 
lich und  x  als  constant  betrachtet.    Deshalb  ist 

(2.)  ||=8^y*,  |=2^y, 

(3.)  dz  =  ^dx+'^dy—  Sx^dx  +  2a^ydy . 

Aufgabe  2.    Man  soll  die  Werthe  von  jr- »  -tt-  und  dz  er- 
mitteln fiir 
(4.)  z  =  y'-sin.f. 

Auflosung.    Hier  findet  man  in  ähnlicher  Weise  wie  vorhin 
'^'^  ^  =  y^«>sa:,  ^=2ysinfl:, 

(6.)  dz  =  y^C0S:re/2:  +  2ysiXixdy. 

dz     ö"* 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Werthe  von  ^>  ^  und  dz  ei-- 
mitteln  für 

(7.)  r  =  y3  H- 4a:2y  +  22:3 . 

Auflösung. 

(8.)  £  =  8xy  +  6xä ,        ^  =  3/  +  4a:*, 

(9.)  rfc  =  (8xy  +  ex*)  rfx  +  (3y«  +  ^3^)dy. 
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Aufgabe  4.    Man  soll  die  Werthe  von  ^  '  ^   und  dz  r. 

mittein  für 

(10.)  z  =  «yarcsinz  +  x^ .  ly . 

AuflSsung. 

(11.)       _-==___----  + 22:. ly,       ^-  ^  e^siTcsmx  -\ 7 

(12.)        dz  =  (  — ^ +  2x.ly\dx  +  fe*  arc  sin  r  +  — ^  dy. 


§  108. 

Differentiation  der  Functionen  von  melireren  von 
einander  unabhängigen  Veränderiichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  135  nnd  136.) 

Das  in  §  106  angedeutete  Verfahren  lässt  sich  ohne  Weiteresi 
auf  Functionen  von  drei  oder  von  mehr  von  einander  unab- 
hängigen Veränderlichen  übertragen.  Ist  z.  B.  z  eine  Function 
von  drei  Veränderlichen  «,  t?,  w,  ist  also 

(1.)  z=f{u,v,w), 

so  kann  man  zunächst  die  paitiellen  Ableitungen  bilden,  indem 
man  setzt 

(2.)  1^  =  lim  /("  +  -^". «.  ^1)  -/(".  «>.  ^) , 

du       jfu=0  ^u 

(3.)  S^  =  lim  /(ü' *'-+-^-^>-J'-Zl/L«.«'i  «0 , 

^g  _,  lim  /(^>  ^?  ^  +  ^^^)  — /(^^  ^>  «^) 

Aus  den  drei  partiellen  Zunahmen  von  z^  nämlich  aus 
/  J,,z  ^f{u  +  Ju,  c,  lo)  —f{u,  V,  w), 
(5.)  I  ^^  =/(w,  0  +  Jo,  w)  —f(u,  I?,  to), 

l  J^  =/(«,  t?,  «?  +  ^w?)  — /(w, «?,  «?) 

erhält  man  sodann,  indem  man  Ju,  Jv^  Jw  duich  die  Differentiale 
du^  dv,  dw  ersetzt^  die  drei  partiellen  Differentiale  von  z,  nämlich 
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Ist  endlich  Jz  die  Aendening  von  z,  wenn  sich  gleichzeitig 
'^    um  Ju,  V  nm  Jv,  w  nm  ^/tr  ändern,  ist  also 

so  wird 

oder 

V  7  a.)      -j/«  =f{u+JUj  c+Jvy  10+ Jw)  — y{uy  ^+Jo^  W'\-Jw) 

+/(m,  t?,  10  +  Jw)  —f{u  t?,  tc). 

Bezeichnet   man    der   Kürze  wegen   v  +  Jo    mit  «?i  und 
//  +  Jw  mit  «?, ,  so  kann  man  diese  Gleichnng  auf  die  Form 

^  f(u,  t?  +  ^g,  tri)  —/(?/,  P,  «?^)  ^^ 

Jv 

^  f(u,  p,  ^g  +  Jxc)  —f(u,  V,  w)  ^^^ 

Jw 

bringen.  Geht  man  jetzt  zur  Grenze  über,  indem  man  Ju^  Jx> 
und  Jw  durch  die  entsprechenden  Differentiale  du^  dv,  dw  ersetzt, 
so  wird 

limci  =  ü,    limw?i  =  tt?, 

und  Jz  geht  über  in  das  collständige  (oder  totale)  Differential 
von  Zy  nämlich  in 

^8.)  dz = ^-^("j  "■  "'^  du + ^^^":  '^  "^  rf.  +  ^-^^"' "'  ^"^  rf«., 

^    ^  Ott  äv  dw  ' 

oder 

(8  a.)  rfr  =  -5r-  rftt  +  -:r-  rfü  +  TT-  dw. 

du  de  dw 

Auch  hier  gilt  also  der  Satz: 

Das  totale  Differential  ist  gleich  der  Summe  der  partiellen 
Differentiale, 


474 


§  108.    Functionen  von  mehreren  Veränderlichen. 


Es  sei 

(9.) 

dann  wird 


Beispiel. 


(10.) 


dz        ^  .  « 

du  u 

■^  =  2f?trsmtt, 


dz_ 

dw 


=  c*sinw  +  ö'"  .Iw, 


also 

(11.)  (fe  =f  t^trcoswH — \du  +  2vwwiudv+ivHmti+  €^  Aii)  d^-. 

In  derselben  Weise  kann  man 

(12.)  Z  =f{Uu  «2,  .  .  .  «n) 

nach  jeder  der  n  Veränderlichen  einzeln  diflferentüren,  indem  maß 
die  anderen  Veränderlichen  als  canstant  betrachtet.  So  erhält 
man  die  partiellen  Ableitungen,  Mnltiplicirt  man  dann  noch 
mit  dem  Differential  der  betreffenden  Veränderlichen,  so  siu-i 
die  Producte  die  partiellen  Differentiale  von  r,  nämlich 


dz 


(18.)     d„,z^-^^du,,  du^z^-^du,, 


=  -sv — du^. . . .  du^z  = 


dz 


du. 


du,-^'- '•""'■'■ -dir. 

Das  vollständige  (oder  totale)  Differential  ist  dann  tcied^i 
gleich  der  Summe  der  partiellen  Differentials,  also 

dz 


(14.) 


dz  =  -^^ —  duy^  +  -^ rf«9  + 

dux  du2     ' 


+^/"- 


Dabei  ist  zmiächst  die  Voraussetzung  gemacht,  dass  die  /» 
Veränderlichen  ut,  u^, .. , Un  von  einander  unabhängig  sind.  Der 
Beweis  für  die  Richtigkeit  der  Formel  (14.)  lässt  sich  aber  auch 
leicht  auf  den  Fall  übertragen,  wo  «i,  «2,  ...«n  sämmtlich 
Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  sind. 

In  diesem  Falle  sind  jedoch,  wie  für  »  =  2  schon  in  §  69 
gezeigt  wurde ,  die  Differentiale  difi ,  duz,  , . .  dun  nicht  mehr 
von  einander  unabhängige  Grössen;  es  folgt  vielmehr  aus  den 
Gleichungen 
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C15.) 


(17.) 


dz  __  dz   dui       dz   dui 
di  "^  dui  'dt       dui 'df  "^ 


+ 


«1  =  yi  (t),    «2  =  ^2  (0,  •  .  .  «n  =  ^«(0  J 


Cl6.)        dui  =:  (px\t)dtj  dui  =  ff^{t)dt. . . .  </«,»  =  ^n{t)dt 

^wird.    Deshalb  darf  man  in  diesem  Falle  die  beiden  Seiten  dei* 
Grieichung  (14.)  dnrch  dt  dividiren  und  erhält  auf  diese  Weise 

dz  dttn, 
dun   dt 

Die  Formel  (14.)   bleibt    sogar  noch   richtig,  wenn  «i, 
t^ , . . .  «n  wiederum  Functionen  von  m  Veränderlichen  ti,t2,...ti 
sind,  wenn  also 

Ui  =  (fi(ti  ,  ^2,  . . .  ^w), 
U2  =  (f2\^i  fhj  •  •  •  C) , 

1   tt»  =  y«(^l,^2,...  <m). 


m 


(18.) 


Setzt  man  nämlich  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (12.)  ein 
so  wird 

(19.)  z—  F{ti,t2,...t^) 

eine  Function  von  ^i ,  ^2 , . . .  ^m  und  deshalb,  der  Formel  (14.)  ent- 
sprechend, 

^^  X  1        dz   y^    ,    dz   ,^    ,  ,    dz    ,^ 

i20.)  dz  ^  -^dtx  +  -^  dti  +  '  "  +  ..    dt 


dt^ 


Ebenso  folgt  aus  den  Gleichungen  (18.) 
(21.)  rfe.,  =  ^rf^, +  |^rffe  +  ..- 


dUg 

dt^ 


dt 


m 


für  a  =  1,  2,  3, . . . «.  Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (17.),  wenn 
man  zuerat  ti,  dann  <2 , . .  •  endlich  t„^  als  die  einzige  Veränder- 
liche betrachtet, 

dz  dz    dui       dz   dui  i    ^^    ^^^ 

dfx  ""  dui  dti       du2  dti  dun  dti 


(22.) 


dz 


37" — 


dz   dui       dz   du2 

+  IT"    "rTT  + 


dto      dui   df-2      du2  du 


dz   dun 
dua    dto 


dz_ 
dfu, 


dz   dux       dz   du2 

du\  dt,n      dui  dt,n 


+ 


dz  dun 

dUn    df,n 
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Mültiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  du^  dt*. . .  .  <i-. 
und  addirt  sie,  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die  6Ieichime»c. 
(20.)  und  (21.) 

(23.)  flfe  =  ;^ c/tf,  +  ^—  rfwa  H h  -^dun. 

§  109. 

Wiederholte  Differentiation  einer  Function  von  mehreren 

Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  1S7.) 

Der  Kürze  wegen  bezeichnet  man  gewöhnlich  die  paitieUen 
Ableitungen  durch  Indices.    Ist  z.  B. 

(1.)  3:=/(m,  0,  «?), 

SO  setzt  man 

/o  \    ^^       ^  /  \      öz      ^ ,  ^       dz      ^ , 

(2.)       ^  =/l(«,  f^J^)j       ^  =/2(«',  V,W),       ^  =/3lM,  Vy  tc). 

Nun  sind  fi(u, «?,  w) ,  /^{u,  v,  tr) ,  ß^{u,  v,  w)  im  AU^meineii 
wieder  Functionen  von  w,  c,  m?,  die  man  nochmals  nach  den 
einzelnen  Veränderlichen  differentüren  kann.  Dadurch  erhält 
man,  wenn  man  die  Ableitungen  wieder  durch  Indices  andentet 

^^^ =/ll(«,  «?,  «^0.  Q^  -  =/l2(tt,  «»,  ^O)  , 

Ö/',(tt,  y,  tt?)  Ö/2(m,  »,  tt?)       ^   ,  . 

d^c         =/*3('''  ^'  '^) '  du         "^f''^*"'  ^'  '^) ' 

Es  giebt  also  im  Ganzen  9  zweite  partielle  Abldtang^ 
einer  Function  von  3  Veränderlichen. 

Die  Werthe  dieser  Ableitungen  sind  aber  nicht  sämmtlicb 
von  einander  verschieden,  sondern  es  soll  sogleich  bewiesen 
werden,  dass 

[/l2(«?  ^y  ^f^)  =/2l(w,  t;,  W), 
(3.)  I  /l3(w,  »,  M?)  =/3l(w,  »,  *^), 

wird.    Zum  Beweise  genügt  es,  dass  man  sich  zunächst  auf  eine 
Function  von  zwei  Veränderlichen  beschränkt.    Es  sei  jetzt  also 
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>-)  y  (y)  =/(^  +  A,  y)  — /(^,  y), 

blIso 

f  60  y  (y  +  't)  =/(^  +  A,  y  +  *)  -/(^,  y  +  A). 

Nun  ist  nach  dem  Taylor'schQU  Lehrsatze 

C7.)  y (y  +  A)  —  y(y)  =  y'(y  +  ©*)  .  A, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  ans  den  Gleichungen  (5.)  und  (6.) 
einsetzt, 

(7  a.)  fix  +  A,y  +  k)  -f(x,  y  +  i)  -f{x  +  Ä,  y)  +/(;r,  y)  = 

[/2(a:  +  Ä,  y  +  0/t)  — /2(:r,  y  +  ©*)]  .  k. 

Setzt  man  dagegen 

(8.)  x^(x)  =/(.:,  y  4-  k)  -f{x,  y), 

also 

(9.)  ii}{x  +  A)  =/(a:  +  Ä,  y  +  k)  —fix  +  A,  y), 

so  folgt  aus  dem  Tay^'schen  Lehrsatze 

(10.)  Xjjix  +  Ä)  —  \p{x)  =  «//'(a:  +  ©,/*)  .  A, 

oder,  wenn  man  die  Werthe  aus  den  Gleichungen  (8.)  und  (9.) 
einsetzt, 

(loa.)  f{x  +  h,y  +  k)  -fix  +  A,  y)  -/(^,  y  +  *)  +/(:r,  y)  = 
[/i(^  +  ®iA,  y  +  A)  — /i(a:  +  0tA,  y)] .  A. 

Durch  Znsammenstellung   dieser  Gleichung  mit  Gleichung 
(7  a.)  erhält  man 

(1 1 .)  \fxix  +  ©lÄ,  y  +  k)  —f,{x  +  ©lÄ,  y)] .  A  = 

[/2(^  +  *,  y  +  ©*)  — /2(^,  y  +  0>^-)]  •  't, 
oder,  wenn  man  auf  die  beiden  Grössen  in  den  eckigen  Klam- 
mem nochmals  den  Tay/or'schen  Lehrsatz  anwendet, 

(.12.)  fnix  +  ©lA,  y  +  ©2A)  .  AA  —fn{x  +  ©»A,  y  +  ®A)  .  hk. 

Dabei  sind  A  und  A  hinreichend  kleine,  aber  sonst  beliebige 
Grössen.    Deshalb  ist  auch 
(13.)       f2{x  +  ©lA,  y  +  ©,A)  =/2i(a:  +  ©3Ä,  y  +  ©A). 

Lässt  man  jetzt  A  und  k  gleich  Null   werden,   so  erhält 
man 
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KP)  KP) 

(14.)      M^,y)=Mx,y),    oder    _^=-^. 

Dies  giebt  den  Satz: 
Wenn  man  eine  Function 

^  =fi^y  y) 

zuerst  partiell  nach  x  und  dann  partieü  nach  y  differentiirf^  «^ 
findet  man  chsselbe  Resultat^  welches  man  finden  würde ^  tcenp 
man  zuerst  partieü  nach  y  und  dann  partiell  nach  x  differ^niürt : 
oder  mit  anderen  Worten:  Die  Reihenfolge^  in  welcher  nuMn  die 
partiellen  Differentiationen  ausführt^  ist  gleichffüliiff. 

Dieser  Satz  lässt  sich  natürlich  verallgememem ,  nicht  nur 
auf  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  von  Functionen  von  be- 
liebig vielen  Veränderlichen,  sondern  auch  auf  höhere  partieUe 
Ableitungen.    Setzt  man  nämlich 


(15.) 


/H(^,y)  =  -^r"=ö?'  /i2(^, y)  = -öT "^  ö^ 


d 


W    &'x  ^,   ,    ^W 


so  erhält  der  eben  ausgesprochene  Satz  die  Fassung 

(16.)  — 3 = n"^- >         Oder      -5 — n*"==rr"3^' 

^      ^  oy  ox  oxoy      öyox 

Bezeiclmet  man  in  entsprechender  Weise  mit  ^    ^  ^    den 

Ausdruck,  welchen  man  erhält,  indem  man  z  zuerst  m-mal 
partiell  nach  x  und  dann  w-mal  partiell  nach  y  differ^tiirt,  so 
gilt  die  Gleichung 

d^z    _      dh      _    dh 
^    ''  dx-dy  ~"  dx dy dx  ~"  dy dx- ' 
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und  wenn  man  in  ähnlicher  Weise  fortfährt, 

Ebenso  wird  ftir 
/gezeigt,  dass 

^■•-l-n+jy^  ^w-ffi+i»^  Qm-^n-^p^ 

Qm-\-n-^Pg  Qm-h^+p^  d^-^-^-^Pz 


(19.) 


§  110. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Werthe  von  ^-^>  ^  1  >  ^   ^    ^ 


d'z 


7,  ermitteln  für 


(1.)  r  =  a:y  —  32:*y  +  :ry*. 

Auflösung.    Durch  Differentiation  erhält  man 

(2.)     |^  =  2rry'^-12^«y  +  y*,    ^  =  3^V  — 3^*  +  4a:y^ 


ÖT 


(3.)- 


g=2y3-36^^y, 


ö*^r 


=  ^xf  —  l2x^  +  4y^ 


dydx      ^'^^         """     •    -y  5      gy2 

Hierdurch  wird  auch  bestätigt,  dass 

d^z  d'z 

dxdj/      dydx 


=  ßxy^  —  12x^+  4y», 
=  ßx^y  +  12xyK 


ÖH 


d'h 


Aufgabe  2.    Man  soll  die  Werthe  von  ^>  ^  ^  ?  ^"^' 


(4.) 


ermitteln  für 


z  =  sinar.ly  +  «y  .l.r. 
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Auflösung. 

dx^  ^      x^      dzdy         y  x 


X 


(6.) 


d'^z        cosrc    ,  ey  d^z  sinar  . 

i '  5::^  = ^-  +  e^  .ix. 


dydx        y         x  dy^-  y^ 

Auch  hier  wird  wieder 

dxdy  "dydx 


§  111. 

Vollständige  Differentiale  höherer  Ordnung. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  133.) 

Es  sei  wieder 

eine  Function  von  zwei  unabhängigen  Veränderlichen,  dann  wird 
nach  Formel  Nr.  134  der  Tabelle 

12.)  dz^-^Jx  +  -^^dy 

das  ente  vollständige  Differential  von  z.  Dabei  sind  dx  und 
dy  zwei  von  einander  und  auch  von  z  und  y  unabhängige, 
unendlich  kleine  Grössen. 

Unter  dem  zweiten  toUständigen  Differential  von  z  versteht 
man  nun  das  vollständige  Differential  des  ersten  vollständigen 
Differentials  und  bezeichnet  es  mit  d^z. 

Um  d^z  zu  bilden,  braucht  man  also  nur  in  Gleichung  (2.' 
z  mit  dz  zu  vei*tauschen.    Dadurch  erhält  man 

(3.)  ^,  =  rf(rf,)=ö^)rf,+  ^)rfy. 

Weil  nun  aber  dx  und  dy  von  x  und  g  unabhängig  sind, 
so  findet  man 
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f^)  =  ftrf,H.J 


(4.)  '     '^        '-'  '''' 


Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  dx  und  dy 

und  addirt  sie  dann,  so  erhält  man 

d^z  d'^"  d'^z 

(5.)  ^,=  —dx^  +  2-^dxdy  +^  df. 

Wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  überall 
ö'z  mit  dz^  vertauscht,  so  wird  die  rechte  Seite  ein  vollständiges 
Quadrat,  nämlich 

Diesen  Umstand  benutzt  man,  um  die  Gleichung  (5.)  auf 
eine  einfachere  Form  zu  bringen;  man  schreibt  nämlich 

(5a.)  <?.  =  (|£rf^  +  |^yj', 

Avobei  der  eingeklammerte  Exponent  (2)  bedeutet,  dass  man  den 

öz  dz 

Ausdruck  ^dx  +  '^  dy  wirklich  in's  Quadrat  erbeben ,   dann 

aber  überaD  dz^  mit  d-z  vertauschen  soU. 

Man    sagt    bei  der  Ausführung  dieses  Verfahrens,    dass 

dz  öz 

■^dx  +  -^dy  „symbolisch"  in's  Quadrat  erhoben  werde. 

Ebenso  versteht  man  unter  dem  dritten  voUständigen  Diffe- 
rential von  z,  nämlich  unter  d^z  das  erste  vollständige  Diffe- 
rential des  zweiten  vollständigen  Differentials.    Es  ist  also 

/^x  ^        j/j,  X       d{d^^),     ,  d(cPz)  , 

(7.)  d»z  =  did'z)  =  -^  dx  +  -W  dy . 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (5.) 
folglich  ist 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  31 


(8.) 
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(9.)   ä^^^^d^+^^^d^^dy+^^dräy^+^dy. 

oder,    wenn   man    wieder   die   symbolische  Bezeichnun^wei»: 
benutzt, 

(dz  d"     V^^ 

Auch  hier  bedeutet  der  eingeklammei-te  Exponent  (8),  dasc> 

Öz  Öz 

man  ^dx  +  -^dy  zuerst  wirklich  in  die  dritte  Potenz  erheben 

und  dann  überall  dsfi  mit  d^z  vertauschen  soll. 

So  kann  man  fortfahren  und  findet  für  das  m**  vollstSudigi^ 
Differential 

(10.)  d-z={^Jx  +  ^^dy)    , 

Öz  öz 

wobei  man  also  -^dz  -{--^dy  in  die  m**  Potenz  erheben  und 

dann  Ö2~  mit  ö'^z  vertauschen  soD. 

Die  Richtigkeit  dieser  Foimel  fär  einen  beliebigen  Werth 
von  m  wird  durch  den  Schluss  von  n  auf  « +  1  bewesen. 
Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  ist  nämlich 

oder,  wenn  man  n  —  A  =  A  setzt, 

wobei  das  Summenzeichen  ^  andeutet,  dass  ^  alle  Werthe  von 
0  bis  n  durchlaufen  soll.  Gilt  also  die  Gleichung  (10.)  für 
m  =  n,  so  wird 

ai.)  ^-.=  2Q^_^rf^rf,». 

Daraus  ergiebt  sich 
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Ersetzt  man  die  Glieder  auf  der  rechten  Seite  dieser  beiden 
Gleichungen  dui*ch  die  entsprechenden  in  der  symbolischen  Dai-- 
stellung,  so  erhält  man 


und 


(14.) 


Indem  man  die  Gleichungen  (12.)  addirt,  erhält  man  auf 
der  linken  Seite 

auf  der  rechten  Seite  dagegen,  wenn  man  d'^-^^z  mit  dz*"-^^  ver- 
tauscht, mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (14.) 

folglich  ist  unter  Anwendung  der  symbolischen  Bezeichnungsweise 

(17.;  dn^^,  ^  (-d^  + -dy)       . 

Gilt  also  die  Gleichung  (10.)  für  m  =  w,  so  gilt  sie  auch 
für  m  =  w  +  1. 

Was  in  dem  Vorhergehenden  für  eine  Function  von  zwei 
unabhängigen  Veränderlichen  gezeigt  worden  ist,  kann  man  in 
ähnlicher  Weise  auch  für  Functionen  von  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen zeigen.    Dadurch  findet  man  für 

(18.)  Z=f(Ui,U2,...Un) 

zmiächst  in  Uebereinstimmung  mit  Formel  Nr.  136  der  Tabelle 

(19.)  dz  =  -t: —  dui  +  -^ —  du2  +  •  • '  -f  ■s^ —  dUn 

und  durch  wiederholte  Difterentiation 

31* 
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dz   ,      .    dz   .,      .  .    dz    ,    Y" 


(20.) 


Bei  dem  ersten  yollständigen  Differential  von  z  war  es 
gleichgültig ,  ob  die  Veränderlichen  «i ,  «a , . . .  »n  von  einander 
unabhängig  sind  oder  nicht,  denn  man  erhielt,  auch  wenn  t/i. 
«2 , . . .  Wn  sämmtlich  Functionen  von  einer  Veränderlichen  t  oder 
von  mehreren  Veränderlichen  /i ,  ^29  •  •  •  ^  waren, 

dz  =  ■^—  dui  +  -^  du2  +  •  •  '  +  -^ —  dun  . 
duy  dth  dun 

Bei  den  höheren  vollständigen  Differentialen  aber  bleiben 
die  Gleichungen  (20.)  nur  dann  richtig,  wenn  <<i,tf3,...tfM  vcm 
einander  unabhängig  ^  oder  wenn  sie  lineare  Functionen  von 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  tx^t^^..  .im  sind.  Ist  z.  B. 
wieder 

(21.)  ^^fip^yy). 

und  sind 

^  =  y(0>   y  =  V'(0 

beide  Functionen   einer  neuen  Veränderlichen  ^,  so  erhält  man 
zunächst 

(22.)  dz^^dx  +  ^dy. 

Hierbei  sind  aber  dx  und  dy  nicht  mehr  von  einander  un- 
abhängige Grössen,  sondeiii  es  ist 

(23.)  dx  =  (f>\t)dt,     dy  =  ipX()dt'. 

Deshalb  kann  man  auch  die  Gleichung  (22.)  auf  die  Form 

,      .  dz  dz  dx       dz  dy 

^^^'■>  dt  "dilt'^d^Tt 

dz     öz     öz 
bringen.    Da  z  und  -^?  ^>  ^'  •  •  •  als  Functionen  der  einzigen 

Veränderlichen  t  anzusehen  sind,  so  erhält  man  durch  nochmalige 
Differentiation  nach  t 
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(25.) 


\dx) 


dx 


ä(^\ 


dyjdy       dz  d^x      dz  dh/ 

+  rT  3^  +  "3". 


dt     dt   '       dt      dt   '  dxd(^   '  dy  dfi 


Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (24.)>  indem  man  e  bezw.  mit 
oder  mit  -»r-  vertauscht, 


^ 


I  <i) 


(26.) 


dt 

'dz 


_  d^z  dx         dH    dy 
^  d^  dt  '^  dxdy  dt 


d(-\ 
\dy) _    dH    dx      d^zdy 

~dr  ""  d^du  di^dv^di' 


folglich  geht  die  Gleichung  (25.),  wenn  man  wieder  die  sym- 
bolische Bezeichnungsweise  anwendet,  Aber  in 

^_/^^  ,dz  dy\^^     dz  d^x      dz(Py 
^27.)  dt^'^Kdxdt'^  dydt)   '^  dxS"^  dydfi' 

Indem  man  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  d(^  multiplicirt, 
giebt  dies 

(.7..!     ^.=(|^+|.,)"'+|->,4;a. 

Diese  Gleichung  unterscheidet  sich  also  von  der  Gleichung 

(5a.)  auch  äusserlich  dadurch,  dass  auf  der  rechten  Seite  noch 

dz  dz 

die  Glieder  ^  ^^^  +  ^  ^^y  hinzugetreten  sind. 


^  =/("!>  «2,...Wm), 


Ist 
(28.) 
und  sind 

(29.)  tli  =  <fi{i)j      t/o  =  (f2[t)  ,...Un=^  (fnit) 

sämmtlich  Functionen  einer  neuen  Veränderlichen  <,  so  findet 
man  in  ähnlicher  Weise 

dz 


(30.) 


dz  =  -5—  dui  +  -5^-  dui  + 
dux  dih. 


dun 
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(^^•)      i  dz  dz  dz  ^ 

wobei 

Man   erkennt  aus  den  letzten   Gleichungen   leicht,    unter 
welcher  Bedingung  die  Grössen 

oder 

~W  HF'        W 
verschwinden.    Dies  geschieht,  wenn 

(33.)  Ml  =  Uit  +  5i ,       t/2  =  Ö2<  +  ^2,  .  .  .       Mn  =  «n^  +    *« 

lineare  Functionen  von  <  sind.    Dann  wird  nämlich 
.      .  dui  du2  dun 

(34.)  -5^=««.        -rfT^^^---  rfT^^* 

und 

^"^^•^  fi/-^   ""     '  dt^  —  u,...  dfi   " 

In  diesem  Falle  ist  also  wieder 

(ö^  dz  dz        V^) 

oder 

{07  \        £z_/dz_du^       d^du2  dz  dunf^ 

Gerade  dieser  Fall  wird  aber  in  dem  Folgenden  in  Betracht 
kommen. 

Gelten   die  Gleichungen   (33.),    so   findet  man  jetzt  auch 
ebenso  wie  früher 

.        ^  _  f  dz  dtii_       dz_  du2  dz  dun\^^ 

^     ^^        d^  ■■  \du\  dt  "^  r/tt2  '^df.        "'^  dun  dt  )   ' 


39.) 
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j  dF     \dü't  'dt'^dui^  dun If) 

/dz  dz        ,  dz     V«> 


§  112. 

Nicht  entwickelte  Functionen  einer  Veränderlichen, 
gegeben  durch  simultane  Gleichungen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  139.) 

Es  kommt  häufig  vor,   dass  y  und  z  als  Functionen  der 
einen  Veränderlichen  x  gegeben  sind  durch  zwei  Gleichungen 
(1.)  F(x,y,z)^0    und     G{x,y,z)^0, 

welche  gleichzeitig  bestehen  und  deshalb  simultan  genannt  werden. 

Jede  der  beiden  Gleichungen  für  sich  allein  würde,  geo- 
metrisch gedeutet,  einer  Fläche  entsprechen;  gelten  sie  aber 
gleichzeitig,  so  können  ihnen  nur  die  Coordinaten  derjenigen 
Punkte  genügen,  welche  auf  beiden  Flächen  liegen,  d.  h.  die 
Gleichungen  (1.)  steUen  zusammen  die  Schnittcurce  der  beiden 
Flächen  dar. 

Eliminirt  man  aus  den  Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche 
s,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(2.)  H{x,y)=0,    oder    y=f{x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cyündere,  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die  XF-Ebene  projicirt.  Eliminirt  man  aber  aus  den 
Gleichungen  (1.)  die  Veränderliche  y,  so  erhält  man  die  Gleichung 

(3.)  K{x,  «)  =  0,     oder    z  =  g{x). 

Dies  ist  die  Gleichung  eines  Cylmders,  welcher  die  Schnitt- 
curve  in  die  XZ-Ebene  projicirt.  Da  die  Raumcurve,  welche 
durch  die  beiden  Gleichungen  (1.)  erklärt  wird,  auf  diesen  beiden 
Cylindem  liegt,  so  ist  sie  auch  die  Schnittcurve  dieser  beiden 
Cylinder  oder  wenigstens  em  Theil  davon,  denn  die  Cylinder 
kömien  möglicher  Weise  auch  noch  Punkte  gemeinsam  haben, 
die  nicht  auf  der  gegebenen  Ciure  liegen. 

Es  kommt  hier  zunächst  nicht  auf  diese  geometrische  Deutung 
an,  es  sollte  vielmehr  die  vorstehende  Untersuchung  nur  zeigen, 
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dass  man  y  und  z  als  Functionen  der  einzigen  unabhängigr! 
Veränderlichen  x  betrachten  darf.  Deshalb  ist  es  aoch  möfiicL 
y  und  z  als  Functionen  von  x  zu  differentüren,  und  zwar  kam 

man  -j-  und  -r-  auch  berechnen,  ohne  die  Gleichungen  (2.)  nii 

(3.)  wirklich  zu  bilden. 

Dies  geschieht,  indem  man  auf  die  Gleichungen  (1.)  d:«r 
Regeln  anwendet,  welche  in  Formel  Nr.  136  der  Tabelle  aos^ 
gesprochen  sind,  wobei  man  aber  in  diesem  Falle  die  drei  Ver- 
änderlichen f^i ,  2^2 ,  t^3  bezw.  mit  x^  y,  z  und  die  unabhängige  Ver- 
änderliche ^,  von  der  t<i ,  tf2 ,  t^  abhängig  sind,  mit  x  yertaaschen 
muss.    Dadurch  erhält  man 

dx  "~  dx  dx        dy  dx       dz  dx'^    ' 

dF  ÖF  ÖF 

oder,  wenn  man  wieder  3-  mit  Fi,  -=-  mit  1^,  3-  mit  F^  be- 

dx  '  dy  dz 

zeichnet, 

Ebenso  findet  man 
(5.)  G.+  G.g+  0.^  =  0. 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  jetzt  sehr  leicht 
durch  Elimination 

.  dy  _  FsGx  —  FiGs  ,     dz       FjG.  —  F^Gj 

^  ^^  dx  ~  JiGa  —  FsG2  dx  ~  FoGz  —  F^G.  ' 

Mit  demselben  Rechte,  mit  welchem  in  dem  Vorstehenden 
X  als  die  unabhängige  Veränderliche  betrachtet  wui*de,  kann 
man  auch  y  als  die  unabhängige  Veränderliche  ansehen.  Da- 
durch werden  x  und  z  Fmictionen  von  y,  und  man  erhält  in 
Uebereinstimmung  mit  den  Gleichungen  (6.) 

,-  ,     dx       FiG^  —  F^Gi  ,      dz^FtGi  —  F^Gi 

v'v     j..  —  TP  r^        V /^      una      ,    — 


dy       FzGi  —  I\Gä  dy       h\G,  —  F^Ga 
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Macht  man  0  zur  unabhängigen  Veränderlichen,  so  erhält 


man 

(8.)     ^  = 


dx      FiGt  —  -»sG» 


dz 


„_.     dy  _F^G,—F,G^ 
^     dz^  FtG^—FiGi  ' 


FiG'i  —  FiGi 

Man  kann  die  Gleichungen  (6.),  (7.)  und  (8.)  zusammen- 
fassen in  der  Formel 

(9.)  dx\dy\dz^  (F.Gs—FiG^) :  {F^Gi  —  F^Gz) :  (FxG.  — -F2G1), 

oder 

(9a.)       dx:dy\dz  == 

Uebungs- Beispiele  für  den  Gebrauch  dieser  Formeln  finden 
sich  bei  den  geometrischen  Anwendungen  in  den  folgenden  Pai*a- 
graphen. 


F,F^ 

» 

F^Fi 

• 

lf,F, 

GiGz 

. 

G»G, 

• 

GiGi 

XIV.  Abschnitt. 


Anwendungen  auf  die  analytische  Geometrie 
der  Ebene  und  des  Raumes. 

§  113. 

Bestimmung  der  Tangenten  und  der  Normalebenen  bei 

einer  Curve  im  Räume. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  140  bis  143  a.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  das  Bogenelement  ds  einer  Curve  in. 
Baume  bestimmen  mid  die  Cosinusse  der  Winkel  a,  /f,  y  berechnen, 
welche  ds  mit  den  positiven  Richtungen  der  Coordinaten-Aiei. 
bildet. 

Auflösung.  Es  seien  P  und  Pi  zwei  benachbarte  Ponktt 
auf  der  Curve  mit  den  Coordinaten  x^  y,  z  bezw. 

(1.)  ar,  =a:+rfT,     yi  =  y  +  dy,     2i  =  z  +  cfe, 

wo  wieder  die  Bezeichnungen  di, 
dy,  dz  andeuten  sollen,  dass  die 
Punkte  P  und  Px  einander  un- 
endlich nahe  rücken  dürfen. 

Legt  man  jetzt  durch  die 
Punkte  P  und  Pt  Ebenen  pa- 
raUel  zu  den  drei  Coordinaten- 
Ebenen  (vergl.  Fig.  127),  so  erhält 
man  ein  rechtwinkliges  Parallel- 
epipedon  mit  den  Seitenkanten  dj. 
^    dy,  dz  und  der  Diagonale 

(2.)  PPt  =  ds. 

Da  die  Sehne  PPi   mit  dem  Bogen   PPi    zusammenfallt, 
wenn  die  Punkte  P  und  Pt  einander  unendlich  nahe  rückeo.  so 
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nennt  man  ds  das  „Boffenelemeni^^  und  erhält  nach  bekannten 
Sätzen  ans  der  Stereometrie 

(3  )  d8^=da^  +  dy^  +  dz^. 

Femer  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  aus  der  Figur,  dass 

V  dx  .       dy  dz 

ist,  wobei  a,  ^,  r  die  Winkel  sind ,  welche  ds  mit  den  positiven 
Hichtungen  der  Goordinaten-Axen  bildet. 

Aufgabe  2.    Eine  Raumcurve  sei  durch  die  Gleichungen 

(5.)  r{x,  y,  z)  =  0,     G{x,  y,z)  =  0 

gegeben ;  man  soU  im  Curvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  x,  y,  z 
ihre  Tangente  bestimmen. 

Auflösung.  Die  Gleichungen  einer  geraden  Linie  im  Räume 
schreibt  man  gewöhnlich  in  der  Form 

(6.)  X*  =  mz*  +  /t*,    y'  =  »«'  +  V. 

Dies  seien  also  auch  die  Gleichungen  der  gesuchten  Tan- 
gente, wobei  die  laufenden  Coordinaten  mit  x\  y',  z'  bezeichnet 
werden  mögen,  weil  a;,  y,  2  die  Coordinaten  des  Berührungs- 
punktes P  sind.  Damit  die  Tangente  durch  diesen  Punkt  P 
geht,  müssen  die  Gleichungen 

(7.)  a:  =  iW2:-ffi,     y=^nz'\-  V 

gelten,  folglich  erhält  man  für  die  Tangente  die  Gleichungen 

(8.)  x^  —  a:  =  m(z*  —  z) ,     y'  —  y  =  n(z'  —  z). 

Um  auch  noch  die  Coefficienten  m  und  n  zu  bestimmen, 
beachte  man,  dass  die  Tangente  auch  durch  den  Cnrvenpunkt 
P'  hindurchgehen  muss,  welcher  dem  Punkte  P  unendlich  nahe 
liegt  und  deshalb  die  Coordinaten 

(9.)  xf  ^X'\'  dx,     y'  =  y  +  dy,     z'  =  z  +  dz 

hat.    Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichungen  (8.)  ein,  so 
erhält  man 

(10.)  dx  =  mdz,     dy  =  ndz, 

oder,  indem   man  durch  dz  dividirt  und  Formel  Nr.  139  der 
Tabelle  berücksichtigt. 
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dx  _FtGz  —  FiGi  dy  _  FtGj  —  F^C^t 

(11.;   m--^-  ^,^^ _ p^^^ .        «  -  ^  -  p^Q^ _  ^^^  • 

Die  Tangente  im  Punkte  F  hat  daher  die  Gleichiing«n 

(12.)        x'-x  =  ^^{z--z),        y'-y  =  ±{z'  —  z), 

oder 

(12a.)  i     T-  p^Q^_p^Q^  (.»     'h  y     y-  p^Gt-F^G^  ^' 


z  —  z y  —  y z  — z 

dz  dy  dz 


Gewöhnlich  schreibt  man  diese  Gleichungen  in  der  Form 

(13.) 

oder 

.  z*  —  z        y* — y       z*  —  z 

^^^^'^     IlG^  —  FsGi  "  FsG,  —  F,Gs  "  F^G^  —  F^Gi  ' 

Aufgabe  3.  Man  soll  die  Ebene  bestimmen,  welche  im 
Curvenpunkte  P  mit  den  Coordinaten  z^  y^  z  auf  der  Carve 
senkrecht  steht. 

Auflosung.  Die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  durch  d^ 
Punkt  P  hindurchgeht,  ist 

(14.)  A(z*  -  z)  +  Ä(y'  -  y)  +  0(z^  —z)^^. 

Damit  diese  Ebene  auf  einer  Geraden 

x^  =  fwz'  +  ^ ,       y*  ^=^nz*  '\'  V 

senkrecht  steht,  muss  nach  bekannten  Sätzen  aus  der  analyti- 
schen Geometrie  des  Raumes 

,      N  AB 

(15.)  w  =  ^)      »  =  -^ 

sein.  In  dem  vorliegenden  Fall  ist  aber  die  Tangente  die 
Gerade ,  welche  auf  der  gesuchten  Ebene  senkrecht  stehen  soll, 
folglich  gehen  die  Gleichungen  (15.)  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichungen  (11.)  über  in 

.^    \  ^^^       A         dy      B 

SO  dass  man  für  die  gesuchte  Ebene  die  Gleichung 
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(16.)  {x'  —  x)dx  +  (/  —  y)dy  +  (z'  —  z)dz  =  0, 

oder 

(16a.)    (FiG^  —  FsG2)ix'  —  x)  +  {FsGi-F,Gz)(y*  —  y) 

+  {F,G2  —  F^Gt){z'  —  z)  =^  0 

erhält.  Diese  Ebene  heisst  die  „Normalebene^^  der  Raumcurve 
im  Punkte  F. 

Eine  Corve  im  Räume  kann  auch  durch  drei  Gleichungen 
von  der  Form 

(17.)  ^=/t(0,   y=/2(0,   ^=M^) 

gegeben  sein.  Auf  drei  solche  Gleichungen  wird  man  z.  B.  ge- 
führt, wenn  man  aus  den  Gleichungen  (5.)  in  der  froher  beschrie- 
benen Weise  (Gleichung  (2.)  und  (3.)  in  §  112)  die  Gleichungen 

(18.)  y=/W,    z-=ffi^) 

ableitet,   die  Function  z—fi{t)  nach  Belieben  annimmt  (z.B. 
a:  =t  macht)  und  diesen  Werth  von  a;  in  die  Gleichungen  (18.) 
einsetzt.     Dann  kann  man   die  Gleichungen   der   Tangente  im 
Curvenpunkte  P  ohne  Weiteres  auf  die  Form 
(13b.)  ^^-x_y^-y_z^-z 


dx  dy  dz 

'dt  'dt  H 

und  die  Gleichung  der  Normalebene  auf  die  Form 
(16b0        (.•_.)§+(y'-y)|+(.'-.)§  =  0 

bringen. 

§  114. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Der  Kegel 

^2  -t-   J2         ^2  -  " 

schneidet  die  Kugel 

a^*  +  y*  +  2^  —  r«  =  0 
in  einer  Raumcurve;  man  soll  die  Tangente  und  die  Kormal- 
ebene dieser  Curve  im  Punkte  P  bestimmen. 
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Aufifisung.    Hier  ist 

(^•'      ^=ä  +  ^-J'     G  =  x^  +  !,*  +  z*-r*, 
folglich  wird 


j;^ f2 


c2 


.(2.)  /  o*  ö* 

l  Gl  =  2:r,      Gi  =  2y,       G3  =  2z, 

also 

F^?^       Fr»  -  4y«      4yi?__  4y2 

(3.)     I  JiGi- 1^103  = -^-^^=--^(c«  + a«), 

l  1^1  G2  —  i^2  Gl  =  -^ —  -^  =  _  _.  (as  _  J-;. 

Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  142   der  Tabelle  für  die  Tan- 
gente die  Gleichungen 

oder 

(5  )      /  ^^^'*'  ""  *'^'^^'^'  —  a:)  =  —  a2(Ä2  +  c^)z {z'—z), 

Aus  den  Gleichungen  (3,)  folgt  sodann  nach  Formel  Nr.  143 
der  Tabelle  für  die  Normalebene  die  Gleichung 

oder 

{ß.)a^yz{b^+c^Xx'—x)—Pzx(c^+a^)(y'--y)-'C^xy(a^'^^^ 

oder 

(6a.)     a«  (62  +  c^)yzz'  —  b^  (c^  +  a^)  zxy*—  c«  (a«  —  Ä«)  xyz*  =  0. 

Aufgabe  2.    Die  Schraubenlinie  hat  die  Gleichungen 

(7.)  .rä  +  yä_o2  =  o,       y-a;tg0)  =  O, 

oder 
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(7  a.)  ar=acosy,     y  =  osiiiy,    z=^c(f\ 

man  soll  die  Tangente  und  die  Normalebene  im  Carvenpunkte 
JP  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

(8.)  F=x^+y^  —  a\    G  =  y  — :rtg(j), 

folglich  wird 

(9.)  F,  =  2x,  Fi^2y,    F^  =  0; 

(10.)        G,=_tg(i),     G.  =  l,     G3  =  _i[i+tg^(i)j, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (7.) 

(10a.)     (?t  =  -?^,     G2  =  l,     G3  =  — ^l-h^')=-— . 
^  X  c\        x^J  ex 

Dies  giebt 

F%Gz  —  FzG^  = j 


(11.) 


FsGi  —  FiGs  =  + 


2a2:c        2a« 


ex 


^  ^  ^  2v^        2a*       2a-c 

F,G2  —F2Gi=2x+  i?-  =  -1.  -  =  f_ . 

Die  Gleichungen   der  Tangente  sind  daher  nach  Formel 
Nr.  142  der  Tabelle 


oder 


cx(x* — x)  _  cx(y* — y)  _  ex{z'  —  z) 
2a2y        ""        2^        ""       202^       ' 


(12.)  a:^-:c  =  -^(z*-z),     y^-y=^(z' -z). 

Die  Gleichung  der  Normalebene  wird  nach  Formel  Nr.  143 
der  Tabelle 

2a^x  .  ,        .    .    2a^c 

-  [X'  —  X)  -^ 
ex 

oder 

(13.)  y{x*  —  x)  —  x{y'—y)  —  c(z*  —  z)^{), 

oder 


^(x'  —  x)  +  ^{y'-y)+^:^{z*  —  z)  =  0, 
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(13a.)  yx'  —  xy*—  c  {z'—z)  =  0. 

Weit  einfacher  findet  man  diese  Resultate,  wenn  man  va 
den  Gleichungen  (7  a.)  ausgeht,  aus  welchen  sich  ohne  Weiter^^  i 

/ 1  •  \  ^-^  .  dy  dz  \ 

n^.)-^=-asm<p^-y,     ^=acosy  =  ^,     ^=r 

ergiebt.  Deshalb  erhält  man  aus  Formel  Nr.  142  a  der  Tabelk 
für  die  Gleichungen  der  Tangente  in  Uebereinstimmnng  mit  d«i 
Gleichungen  (12.) 

,^_.  x'  —  X       y*  —  y      ff  —  z 

y  X  c 

und  nach  Formel  Nr.  143  a  der  Tabelle  für  die  Gleichung  der 
Noi^malebene  in  üebereinstinunung  mit  Gleichung  (13.) 

(16.)  —y{x'^x)  +  x(y*—  y)  +  c  {z*—  z)  =  0. 

Aufgabe  3.    Die  Kugel 

x^'\-y^  +  z^  —  r^z=:Q 

wird  von  dem  Cylinder 

x^  —  r:r  +  y^  =  0 

durchbohrt ;  man  soll  die  Tangente  und  Normalebene  der  Schoitt- 
curve  im  Punkte  P  mit  den  Coordinaten  a-,  y,  z  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 
(17.)  jF=  x^  +  y'^  +  z^  —  r\     G  =  x^  —  rx  +  y«, 

folglich  wird 

/  Fy  =  2x,  Ji  -=  2y,     F,  =  2z, 

\  Gi=  2x—  r,    G2  =  2y,     G3  =  0, 


(18.) 
also 


F2G,-FsG2  =  —^yz, 


(19.)  {  F^Gx  —  F,Gz^  4:xz  —  2rz, 

F,G2  —  F^G,  =  4:ry  —  \xy  +  2yr  =  2ry ; 

dies  giebt  nach  Formel  Nr.  142  der  Tabelle  für  die  Tangente 
die  Gleichungen 

^' — ^  —  y* — y  —  g^ — z 

(2^-)  '~2yz  '^  z{2x  —  r)  "^     ry    ' 

oder 
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^21)  I    r{x'—x)==—2z{z'—z\ 

y  ry{y'—y)  =  (2^  -  r)z{z*-  z). 
Die  Gleichung  der  Nonnalebene  wird  nach  Formel  Nr.  143 
der  Tabelle 

(•22.)      2yz(x'^x)  —  {2z—r)ziy*—y)  —  ry{z'—z)^0, 
•oder 

(22  a-)  2yzx*—  {2x  —  r)zy*  —  ryz*  =  0. 


§  115. 

Tangenten  und  Tangential-Ebenen  an  eine  beliebige 

{(rumme  Fläche. 

(VergL  die  Formel-TabeUe  Nr.  144  und  145.) 
Eine  gerade  Linie  heisst  eine  Tangente  der  Fläche 
(1.)  F{x,y,z)  =  o    oder    ^=fi^,y), 

wenn  sie   durch   zwei   unendlich    nahe  Punkte    der  Fläche  hin- 
durchgeht, 

Aufgabe  1.  Man  soll  die  Bedingungen  finden,  unter  denen 
die  Gerade 

(2.)  X*  =  mz*  +  ^,     y'  =  nz*  +  v 

die  Fläche 

^  =/(^;  y) 

im  Flächenpunkte  F  mit  den  Coordinaten  .r,  y,  z  beilihrt. 

Auflosung.  Die  laufenden  Coordinaten  der  geraden  Linie 
sind  mit  x\  y\  z*  bezdchnet  worden,  weil  x^  y,  z  die  Coordinaten 
des  Berührungspunktes  P  sind.  Damit  nun  die  Gerade  durch 
diesen  Berührungspunkt  P  hindurchgeht,  müssen  die  Gleichungen 

(3.)  a:  =  w?z  +  /*,    y  =i  nz  -^  v 

gelten.    Daraus  folgt 

(4.)  X*  —  x  -=  m{z*  —  z\     y'  —  y  =  n  (z'  —  z). 

Irgend  ein  Flächenpunkt  P',  welcher  dem  Punkte  P  be- 
nachbart ist,  hat  die  Coordinaten 

(5.)  x'  =x+Jx,     y'  =  y+^y,     z*  =  z+Jz—f{x  +Jx,  y  +  Jy\ 

Kiepert,  Differential-Kechnunj;.  3'i 
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wobei  noch  ^x  und  Jy  ganz  beliebig  und  ton  einander  umch- 
hängig  sind.  Damit  nun  die  Gerade  auch  durch  diesen  PmikT 
P*  hindurchgeht,  mässen  die  Gleichungen 

(6.)  ^x  =  mJz     und     Jy  =  nJz 

befriedigt  werden. 

Lässt  man  jetzt  Jx  und  ^y  unendlich  klein  werden,  indt-c 
man  sie  bezw.  durch  dx  und  dy  ersetzt,  so  rückt  der  Punkt  /* 
dem  Punkte  P  unendlich  nahe.  Dann  wiid  auch  Jz  unradlick 
klein,  und  zwar  geht  Jz  über  in 

(7.)  dz=^£dx+^^dy. 

Dadurch  nehmen  die  Gleichungen  (6.)  die  Form  an 
dx^m{£dx+^^dyy      dy  =  n(j-Jx^^±dyy 

Dies  giebt 

^^'^  i^ Tx~ y^'^ '^  ^  w/y  ^  ^' 

(90  n^^dx  +  [nf^-l)dy  =  Q. 

Multiplicirt  man  Gleichung  (8.)   mit  w^'  Gleichung  (9.) 

dz 
mit  1  —  ^^'  so  erhält  man  durch  Addition  und  Fortlassung 

des  Factors  dy 

Ist  diese  Bedingung  erfüllt,  so  geht  die  Gerade 

X*  —  x=  m{z*  —  «),     y*  —  y  =  n{z*  — z) 

durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  der  Fläche,  d.  h.  sie  ist  eine 
Tangente  derselben. 

Wenn  die  Gleichung  der  Fläche  in  der  Form 

^(^,  y,  ^)  =  0 

gegeben  ist,   so  erhält  man,  indem  man  y  als  constant  ansieht 
und  die  Gleichung  nach  x  differentiirt. 


§  115.  Tangenten  und  Tangentialebenen.  499 

und  indem  man  x  als  coDstAnt  ansieht  und  nach  y  differentürt, 

dF      dF   dg       ^         -  _,    .    _,  Ö;r 

also 

ö2  _    j;      ö«  _    Ji 

"^  ^     oz  Fz        oy  Fs 

Deshalb  geht  die  Gleichung  (10.)  über  in 
a4.)  Fim  + Ftn+F^^O. 

Aufgabe  2.    Die  Gleichung  einer  krummen  Fläche  sei  wieder 

(15.)  F(z,  y,  z)  =  0,     oder  z  =/(t,  y); 

man  soll  durch  den  Punkt  P  mit  den  Coordinaten  t,  y,  z  eine 
Tangentialebene  legen. 

Auflösung.  Da  in  Aufgabe  1  die  Grössen  dx  und  dy  von 
einander  unabhängig  sind,  so  giebt  es  unendlich  viele  Tangenten 
der  Fläche  im  Punkte  P.  Davon  kann  man  sich  auch  dadurch 
überzeugen,  dass  man  in  den  Gleichungen  (10.)  und  (14.)  den 
Wei-th  von  m  noch  beliebig  annehmen  und  dann  den  Werth 
von  n  aus  dieser  Gleichung  berechnen  kann.    Es  wird  nämlich 

(16.)  n^—^^--^^ 

Setzt  man  diesen  Werth  von  n  in  die  Gleichungen  (4.) 
ein,  so  erhält  man 

(ll.)x'-x^m{z*-z),      g.(y'-y)=(l_m|i)(y-r), 

oder 

(17a.)     x'—  X  =  w{z'  —  z),     Fiiy*  —  y)  =  —  (i^lm+jy  («'  —  z). 

Diese  Gleichungen  stellen  also  eine  Tangente  im  Flächen- 
punkte P  dar,  welchen  Werth  auch  m  haben  mag.  Eliminirt 
man  jetzt  aus  diesen  beiden  Gleichungen  m,  so  erhält  man 

32* 


500 


§  115.  Tangenten  und  Tangentialebenen. 


(18.) 

oder 

(18a.) 


''-'=£(^'-^)  +  |^'-''>' 


Fig.  128. 


Fi(x'—x)  +  Ft(y'  —  y)  +  F,{z'—z)  =  0. 

Dies  sind  zwei  verschiedene  Formen  für  die  Gleichung  eiii^i 
Ebene,  in  welcher  alle  Tangenten  liegen,  die  im  Punkte  P  aa 
die  Fläche  möglich  sind.  Man  nennt  diese  Ebene  daher  i^ 
^^Tangentialebene  der  Fläche  im  Punkte  R'. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  findet  man  auch  in 
folgender  Weise.  Der  Flächenpunkt  P  habe  wieder  die  Co«ir- 
dinaten  x,  y,  z.    Lässt  man  jetzt  x  um  Jx  wachsen,  während  y 

unverändert  bleibt,  so  gelangt  man 
vom  Punkte  P  zu  einem  benach- 
barten Flächenpunkte  Pi  (Fig.  128> 
dessen  Coordinaien 

;ri  =  .r+-j/ar,     yi=y 

und 

zi  =  «  +  ^xz  =/(a?  +  ^r,  y) 

sind.    Lässt  mau  dagegen  y  um 
^K ^    ^y  wachsen,  während  x  constant 

bleibt,  so  gelangt  man  vom  Punkte 
P  zu  einem  dritten  Flächenpunkte  P«  mit  den  Coordinaten 

^2  =  :r,    y2  =  y  +  Jy,    z2  =  js  +  Jyz  =f{x,  y  +  Jy). 

Durch  diese  drei  Punkte  P,  Pi,  P2  ist  eine  Ebene  bestimmt^ 
deren  Gleichung 

(19.)  Ax'  +  By*  +  fö'  +  7>  =  0 

heissen  möge.  Auch  hier  sind  die  laufenden  Coordinaten  der 
Ebene  mit  x\  y%  z*  bezeichnet  worden,  weil  x,  y,  z  die  CJoordi- 
naten  des  Punktes  P  sind.  Wenn  C  von  Null  verschieden  ist, 
kann  man  die  Gleichung  dieser  Ebene  noch,  indem  man  dui^h 
C  dividirt,  auf  die  Form 

(20.)  z*  =  ax'  +  *y'  +  c 

bringen.  Damit  nun  die  Ebene  durch  den  Punkt  P  geht,  muss 
die  Gleichung 


-^ 

p« 

1 

pf- 

'J 

V 

,^ 

/ 

(J 

K 

ü. 

**/ 
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(21.)  z  =  ax  +  by  +  c 

gelten,  folglich  wird 

(22.)  5'  — «  =  a{x'—x)+b(j/'—y). 

Damit  die  Ebene  durch  die  Pnnkte  Px  und  Pt  hindurch- 
geht, muss  die  Gleichung  (22.)  auch  für  die  Coordinaten  dieser 
Punkte   befriedigt  werden.     Dadurch   erhält  man  die  beiden 

Gleichungen 

JgZ  =  aJx    und    JyZ  =  Ä^j/y, 
oder 

(23.)  a=-f-,       Ä=:--f-. 

^  Jz  Jy 

Lässt  man  jetzt  Jz  und  Jy  unendlich  klein  werden,  indem 
man  sie  durch  ihre  Differentiale  dz  und  dy  ersetzt,  so  rficken 
die  Punkte  Px  und  P2  dem  Punkte  P  unendlich  nahe,  und  die 
Gleichungen  (23.)  gehen  über  in 

101  N  dz       ,      dz 

so  dass  die  Gleichung  (22.)  die  Form 

(25.)  ,-_^=|i(;,'_^)  +  |(y'_y) 

annimmt,  welche  mit  Gleichung  (18.)  übereinstimmt. 

Der  Sinn  dieser  zweiten  Herleitung  ist  folgender: 

Die  geraden  Linien  PPx  und  PP2  werden  Tangenten  der 
Fläche ,  wenn  die  Pimkte  Px  und  P2  dem  Punkte  P  unendlich 
nahe  rücken.  Die  Ebene  PP1P2  ist  also,  weim  man  Jz  und  Jy 
unendlich  klein  werden  lässt,  durch  zwei  Tangenten  des  Punktes 
P  hindurchgelegt.  Da  aber  alle  Tangenten  des  Flächenpunktes 
P  in  derselben  Ebene,  nämlich  in  der  Tangentialebene,  liegen, 
so  ist  diese  Ebene  die  Tangentialebene. 

Die  Gleichung  der  Tangentialebene  wird  illusorisch,  wenn 

(26.)  Pi  =  0,     F2  =  0,     P3  =  0. 

In  diesem  Falle,  welcher  allerdings  nur  ausnahmsweise  ein- 
treten kann,  liegen  die  Tangenten  des  Flächenpunktes  P  nicht 
mehr  sämmtlich  in  derselben  Ebene. 
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So  hat  z.  B.  die  Spitze  des  Kegels  mit  der  Grleichungr 

(27.)  F(^,y.c)  =  g  +  |:-?1  =  0 

die  Coordinaten 

(28.)  x  =  Q,    y  =  0,    2  =  0; 

für  diese  Werthe  von  x,  y,  z  wird  aber  auch 

(29.)    j;  =  |^  =  0,      Ji  =  ^=0,       Fs  =  -^  =  0. 

Man  nennt  einen  Punkt  der  Fläche,  för  welchen  die  Glei- 
chungen (26.)  gelten,  „einen  Knotenpunkte 


§  116. 

Uebungs-Auf  gaben. 

Aufgabe  1.    Ein  ElUpsoid  ist  durch  die  Gleichung 

gegeben;  man  soll  im  Flächenpunkte  P  mit  den  Coordinatoi 
^,  y,  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 


-F(^,y,^)  = -^  + 1^  + -^- 1 , 


also 


(2.)  j;=5.    i^.  =  f.    ^;  =  f; 

deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  145  der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

.  x{x*—x)  ,  y{y'  —  y)  ,  ^(g'  — ^)_^ 

(30  — ^;§ —  +  -"12—  +  — ^r—  -  ö» 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (1.)  und  (3.)  addirt, 

Aufgabe  2.  Ein  elliptisches  Parabohid  ist  durch  die  Gleichimg 

(5.)  x^  +  a2y2  —  2/?2r  =  0 
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gegeben;  man  soll  im  Flächenpunkte  P  mit  den  Ck)ordinaten 
jt^  y,  z  die  Tangentialebene  bestimmen. 

Auflösung.    Hier  ist 

F{x,  y,  z)=iX'  +  aY  —  2pz , 
also 

deshalb  wird  nach  Formel  Nr.  145  der  Tabelle  die  Gleichung 
der  Tangentialebene 

(7.)  x{x'—x)  +  a^y{y'—y)—p{z'  —  z)  =  0, 

oder,  wenn  man  die  Gleichungen  (5.)  und  (7.)  addirt, 

(8,)  xx'  +  a^yy'  —  p{z'  +  «)  ==  0 . 

Ist  z.  B. 

a;  =  3,     y  =  4,     also     2;>iBP  =  9  +  16a% 
so  geht  die  Gleichung  (8.)  über  in 

(8  a.)  %x'  +  8a2y'  =  2pz*  +  9  +  16a«. 


§  117. 

Theorie  der  UmhOllungscurven  oder  Enveloppen. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  146.) 

Ist  eine  Gleichung  zwischen  x^  y  und  u,  nämlich 

(1.)  F{x,  y,  «)  =  0 

gegeben,  so  stellt  dieselbe  für  jeden  constanten  Werth  von  u 
eine  Curve  dar.  Da  es  aber  unendlich  viele  Werthe  von  u  giebt, 
so  entspricht  der  Gleichung  (1.)  eine  ganze  Schaar  von  Curven. 
So  entspricht  z.  B.  der  Gleichung 

x^  +  y^  —  u^^O 

eine  ganze  Schaar  von  concentrüchen  Kreisen,  da  der  Halb- 
messer u  noch  unendlich  viele  Werthe  haben  darf.  Der  Gleichung 


a^  +  u      b^  +  u 
entspricht  eine  Schaar  confocaler  Ellipsen  und  Hyperhein. 
Der  Gleichung 

F{x,y,u)  =  {x  —  uf  -u(y_yÄ«  — w2)2  — a«  =  0 


l 
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entspricht  eine  ganze  Schaar  von  Kreisen  (vergL  Fig.  129),  dt£i 
für  jeden  Werth  von  u  erfa&lt  man  einen  Kreis,  dessen  Mir.rl- 


Fig.  ISO. 


punkt  die  Cooi-dinat^i 


g  =  tt,     7  =  VA«  —  tt= 

hat.    Zwischen  S  und  ^  l-e 
steht  daher  die  Gleichung 

1'  +  ^  — A»  =  0, 

d.  h.  der  Mittelpiuikt  M  de^ 
Ei*eises  dnrchläaft  sdl'Si 
wieder  einen  Kreis,  wddier 
mit  dem  Halbmesser  b  bje 
den  Anfangspunkt  O  der 
Coordinaten  beschrieben  ist 
Die  Grosse  u  nennt  man 
dabei  den  ^^{variablen)  Para- 
OM^h,    0N^5,    NM^fi.  meter'\ 

Sind  nun  u  und  uy^u  -{-  Ju  zwei  benachbarte   Werthf 
von  tt,  so  giebt  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungen 

(2.)  F(a:,y,M)  =  0    und    i^(a;,  y,  «0  =  0 

die  Schnittpunkte  der  beiden  entsprechenden  Curven. 

Die  Coordinaten  dieser  Schnittpunkte  genügen  daher  auch 
den  beiden  Gleichungen 

(3.)     F{x,y,u)  =  0     und^     ~^^- -^^ ^    ^'    ^  =  0. 

L&sst  man  jetzt  Ju  unendlich  klein  werden,  so  gehen  diese 
Gleichungen  über  in 


(4.) 


F{x,y,u)^0, 


dF(x,  y,  ^)  ^  Q 
da 


und  geben  die  Schnittpunkte  der  Curve  F(z,  y,  ti)  =  0  mit  einer 
unendlich  nahen  Curve. 

Durch   Elimination  von  u  aus   diesen  beiden  Gleichmigen 
erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  x  und  y  allein,  nämlich 

(5.)  S{x,  y)  =  0, 

welche   den  geometrischen  Oi  t  allei*    Schnittpunkte  von  je  ztrei 
unendlich  nahen  Curcen  der  gegebenen  Curcenschaar  damieüf. 
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Die  Curve  wird  die  „einAiiüende  Curve  oder  die  Enveloppe^^ 
genannt,  da  sie  die  sämmtlichen  Curven  der  gegeb^ien  Curven- 
scliaar  einhüllt.    Es  gilt  nämlich  folgender  Satz: 

JDi'e    Enceloppe   hat  in  den  Punkten  y   welche  sie  mit  einer 
der   Curven 

p{^^  y,  «*)  =  0 

gemein  hat^  auch  die   Tangente  mit  dieser  Curve  gemein. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes 
betrachte  man  drei  benachbarte 
Curven  (7,    Ci,  ft  des  gege- 
benen   Curvensystems    (vergl. 
Fig.  1 30),  welche  den  Werthen 
w,  Ml,  «a  des  Parameters  ent- 
sprechen. Ein  Schnittpunkt  der 
Curven    C  und    d  heisse   P, 
Dieser  Schnittpunkt  gehe  in  den 
l*imkt  Pi  über,  wenn  die  Curve  C  in  Ci  und  die  Cuitc  d  in  C% 
übergeht.  Die  Punkte  P  und  Pi  liegen  also  beide  auf  der  Curve  Ci 
und  rücken  einander  unendlich  nahe,  wenn  die  Werthe  m,  «i,  u^ 
unendlich  wenig  von  einander  verschieden  sind,  d.  h.  wenn  die 
Ciuren  C,  Ci,  d  einander  unendhch  nahe  rücken.    Gleichzeitig 
rücken  die  Punkte  P  und  PI  auf  die  Curve  mit  der  Gleichung 

Ä(^,y)  =  0, 

weü  sie  Schnittpunkte  von  je  zwei  unendlich  nahen  Curven  der 
gegebenen  Cui-venschaar  sind.  Deshalb  ist  die  Verbindungslinie 
dieser  unendlich  nahen  Punkte  P  und  Pi  eine  Tangente  der 
Curve  t'i  und  gleichzeitig  auch  der  Curve 

S{x,  y)  =  0. 

Dadurch  ist  bewiesen,  dass  die  beiden  Curven  im  Punkte  P 
(oder  in  dem  unendlich  nahen  Punkte  Px)  eine  gemeinsame 
Tangente  haben,  dass  sie  sich  also  im  Punkte  P  berühren. 

Was  von  d  gilt,  gilt  ebenso  von  jeder  beliebigen  Curve 
der  gegebenen  Curvenschaar.  Es  ist  also  hiermit  bewiesen,  dass 
die  Curve 

S{x,  y)  =  0 
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sttmmtliche  Cm-ven  des  gegebenen  Cimrensystems 
ist  daher  die  UmhüUungscurve  oder  Efweloppe. 

Dasselbe  Resultat  findet  man  aach  durch  I^echnang.    Tv 
Gleichung 

S{x,  y)  =  0 

kann  man  nämlich  aus  den  Gleichungen  (4.)  dadurch  herleitcTi. 
dass  man  den  Parameter  u  als  Function  von  r  und  y  darsteE. 
indem  man  die  Gleichung 

-^%r^^  =0    auf  die  Form    u  =  y(:r,  y) 

bringt,  und  dass  man  sodann  diesen  Werth  von  *i  in  dir 
Gleichung 

^(^,  y,  f )  =  0 

einsetzt.    Dies  giebt  also 

(6.)  S{x,y)  =  F{x,y,u)    für    u=:q{x,y)\ 

(dS^dFdFdu^ 
j  dx"^  dx      du'Sx^ 

^^•^  ]  es      dF  ,  dF  du 

öy       dy       du    dy 

Da  nun  aber  für  den  betrachteten  Punkt  P  mit  den  Coor- 
dinaten  x,  y 

—  =0 

du 

ist,  so  gehen  die  Gleichungen  (7.)  Aber  in 

(7a)  ^=^,  ^:=^, 

^     '^  dx       dx '  dy       dy^ 

folglich  hat  nach  Formel  Nr.  88  der  Tabelle 

dS  dF 

lfi\  -  dy  _       ~^  ^       'ö.r 

^   ^^  di'-~dS^~dF 

dy  dy 

in  dem  betrachteten  Punkte  P  fär  beide  Curven  denselben 
Werth,  d.  h.  die  beiden  Curven  haben  in  diesem  Punkte  die- 
selbe Tangente. 
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Es  ist  allerdings  noch  hervorzuheben,  dass  die  Elimination 
von  u  ans  den  Gleichungen  (4.)  durchaus  nicht  immer  die 
Gleichung  einer  reeüen  CuiTe  liefert. 

Dies  folgt  schon  daraus,  dass  nicht  jede  Schaar  von  gleich- 
artigen Curven  eine  ümhüllungscurve  besitzt.  Bei  den  con- 
centrischen  Kreisen 

a:2  +  y2  _  M«  =  0 

z.  B.  schneidet  kein  Kreis  den  anderen  in  einem  reellen  Punkte, 
folglich  giebt  es  für  diese  Curvenschaar  auch  keine  ümhfillungs- 
curve. 

Ebensowenig  haben  die  einander  benachbarten  confocalen 
EUipsen 


+ 


^^=1,     {-b^<u<  + oo) 


oder  die  einander  benachbarten  confocalen  Hyperbeln 


a*  +  w       i*  -f-  tt 

reelle  Schnittpunkte  mit  einander  gemein,  folglich  giebt  es  bei 
dieser  Curvenschaar  auch  keine  ümhüllungscui-ve. 
Dagegen  schneidet  jeder  der  Kreise 

(9.)       F{x,yjU)  =  {x  —  uf  +  (jf—yp  —  u^f—a^  =  0 

den  folgenden  in  zwei  reellen  Punkten.     Deshalb  giebt  es  in 
diesem  Falle  eine  ümhüllungscurve.    Dabei  wii'd. 

(10.)  ^-I^  =  -  2(.-«)  +  2(,  -ViW)  ^^  =  0. 
Ans  den  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  folgt 

oder 


u  u 


(11.)  y  =  iy'Ä»-«»,   x  = 


_  u{b  ±  a) 


z^  = 


u  b 

tt»(i  ±  «)« 

h — ' 

j  _  x\b'^  —  y?)  _  (b*  —  u^)  (b  d=  a)" 
^  -         M«         —  b* 


folglich  ist 
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(12.)  s^  +  y^^{b±af. 

Nimmt  man  in  diesen  Gleichungen  das  obere  Zeichen. 


erhält  man  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  6  -t-  ai  und  nxEc 
man  das  untere  Zeichen,  so  erhält  man  einen  Kreis  mit  ä^ 
Halbmesser  b  —  a.  Die  ümhttllungscurve  zerfiLUt  sJao  bei  die>-i 
Beispiele  in  zwei  concentrische  Kreise.    (Vergl.  Fig.  129.)        \ 


§  118. 

Uebungs-Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Ein  System  von  geraden  Linien  (Fig.  ISl)  sc: 
durch  die  Bedingung  bestimmt,  dass  die  zwischen  den  Coortü* 
naten-Axen  liegenden  Abschnitte  dei^lben  die  constante  Lic«^ 
c  haben.  Man  soll  die  Gleichung  ihi*er  ümhfillangscunre  aui^ 
stellen. 

Auflösung.  Es  seien  OA  =  a  und  OB  =  b  die  Absclinine. 
welche  die  Gerade  auf  den  Coordinaten-Axen  abschneidet,  da^ 
ist  bekanntlich  ihre  Gleichung 

(1.)  J  +  |_i  =  o, 

oder 

bx  -{-  ay  —  aJ  =  0 . 

Der  Abschnitt  AB  der  Geraden  zwischen  den  beiden  Coor- 
dinaten  - Axen  ist  daher  gleich  Yä^  +  bK  Hat  also  dieser  Ab- 
schnitt die  constante  Länge  c,  mid  bezeichnet  man  den  WinkeJ 
OAB  mit  M,  so  wird 

(2.)     a  =  ccosw,  (3.)     b  =  csin« ; 

die  Gleichung  der  Geraden  AB  geht  daher  über  in 

(4.)  F{zj  y,  u)  =  xsinu  +  y cosw  —  csinu  cosw  =  0. 

Dabei  ergänzt  der  Winkel  u  den  Winkel  a,  welchen  die 
Gerade  AB  mit  der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet, 
zu  180«. 

Um  die  Enveloppe  dieser  Schaar  gerader  Linien  zu  finden, 
bilde  man 
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(o.)    — ^^  '      ^  =  a-  COS w  —  y Sin  w  —  c  (cos^w  —  sin^w)  =  0. 

Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (4.)  und  (5.)  bezw.  mit 
sinu  und  cosu,  so  erhält  man  durch  Addition 

(6.)  a;=  +  ccos^u. 

Multiplicirt  man  sie  dagegen  bezw.  mit  cost«  und  — sint/, 
so  findet  man  durch  Addition 

(7.)  y  =  +  csin^u. 

Fig.  181.  Fig.  132. 

^J8  ^2 


B 


0 


\ 


\ 


i* 


'8l  ^3-efe^ 


^  84 

Die  Gleichungen  (6.)  und  (7.)  geben  die  Cöordinaten  des 
Schnittpunktes  der  dem  Werthe  u  entsprechenden  Geraden  mit 
der  unendlich  nahen.  Dieser  Punkt  ist  daher  auch  ein  Punkt 
der  Umhüllungscurve.    Die  Gleichungen 

(8.)  a:  =  ccos'tt,    y  =  csin^M 

stellen  also  die  Umhüllungscurve  dar,  wenn  u  alle  Werthe  von 
0  bis  277  durchläuft.  Man  kann  aber  aus  diesen  Gleichungen 
auch  den  Parameter  u  eliminiren.    Erhebt  man  sie  nämlich  zur 


Potenz  —  j  so  erhält  man 

o 


i 


, L/»* 


.i_^i.,-. 


x^  Ä  +c'  cos-w,     y^  =  +c*  sin^w, 
und  wenn  man  diese  Gleichungen  addirt, 


(9.) 


x^  +  y^  =  c^. 
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Dies   ist  die  Gleichung  der   UmhüIIangscm-ve ,    und   z^ 
ist  diese  Cnrve  unter  dem  Namen  „Astroide*'  bekannt.     (Trr^ 
Fig.  132.) 

Aufgabe  2.    Es  ist  durch  die  Gleichung 

(10.)         F(x,  y,  u)  =  xcos{Su)  +  ysin(3w)  —  acosu  =  0 

eine  Schaar  von  geraden  Linien  gegeben ;  man  soll  die  von  itoki 
eingehüllte  CuiTe  bestimmen.    (Vergl.  Fig.  134.) 

AuflSsung.    Hier  wird 
(11.)  Q^'  '^^  =  —  3:rsin(3a)  +  aycos(3i*)  +  asin«  =  o. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y,  bezw.  x,  so  er- 
hält man 

.      .  J  3a;  =  a  [3  cos  fi  cos(3t*)  +  sin«  sin(3«)] , 

[  3y  ==  a[3costtsin(3tt)  —  sinttC0s(3M)]. 
Nun  ist  aber 

coswcos(3t*)  +  sinwsin(3M)  =  cos(2«), 
2cos«cos(3m)  =  cos(4tt)  +  cos(2tt); 
ferner  ist 

coswsin(3M)  —  sinMCOS(3tt)  =  sin(2t*), 
2costtsin(3tt)  =  sin(4t*)  +  sin(2tt), 
folglich  wird 

.j  3  j  I  3a:  =  a  [cos  (4t*)  +  2  C0S(2w)] , 

1  3y  =  fl  [sin  (4tt)  +  2  sin  {2u)] . 
Setzt  man  a  =  Bai  und  2u  =  t+  n,  so  wird 

.  J  ^^s(2")  ~  —  ^^s^      sin(2tt)  =  —  sin^ 

1  cos(4tt)  =  +  cos  (2^),  sin(4w)  =  +  sin(20, 
und  die  Gleichungen  (13.)  gehen  über  in 
(15.)  x  =  —  ai[2cos^  —  cos(2^)],  y  =  —  ai[2sin<  —  sin(2<)J. 

Dies  sind  bekanntlich  die  Gleichungen  der  Gardiaide.  Die 
Cardioide  war  ein  besonderer  Fall  der  Epicykloiden ,  welchen 
man  erhält,  weun  der  Halbmesser  des  festen  Kreises  dem  Halb- 
messer des  rottenden  Kreises  gleich  ist.  Durch  die  vorliegende 
Aufgabe  findet  man    also   eine   andere  Erzeugungsweise  der 
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^2irclioide,   die  sich  dann  auch  so  verallgemeinern  lässt,   dass 
nan  jede  beliebige  Epicykloide  (oder  Hypocykloide)  erhält. 

Die     Gleichung     (10.) 
teilt  nämlich   eine  Gerade  ^^e-  »^a. 

lar  (vergl.  Fig.  133),  welche 
lurch  die  beiden  Punkte  Pi 
md  Ps  mit  den  Coordinaten 

oTi  =  acos(2«), 

yi  =  asin(2«) 


and 

Xi  =  a  cos  (4m), 

^2  =  asin(4«i) 

liindui-chgeht,  denn  diese 
Werthepaare  von  x  und  y 
befriedigen  die  Gleichung 
(10.).    Nun  wird  aber 

( 16.)  xi^  +  yi^  =  a*     und    x^^  +  y^  =  a* , 

d.  h.  die  Punkte  Pi  und  P%  liegen  beide  auf  einem  Kreise,  der 
mit  dem  Halbmesser  a  um  den  Anfangspunkt  O  der  Coordinaten 
beschiieben  ist.  Dabei  sind  die  Winkel,  welche  den  Halbmesser 
(yi\  und  OPj  mit  der  X-Axe  bilden,  nämlich 

^XOPx  =  2tt,    ^  XOP2  =  4w  =  2^  XOPx. 

Wenn  sich  also  der  Parameter  u  verändert,  so  bewegen 
sich  die  Punkte  Pi  und  P«  beide  auf  diesem  Kreise  fort,  der 
Punkt  P2  aber  doppelt  so  schnell  wie  der  Punkt  Pi. 

Dies  giebt  folgende  Erzeugung  der  Cardioide: 

Bewegen  &ich  auf  einem  Kreise  zwei  Punkte  Pi  und  Pj  «0, 
daas  Ps  doppelt  so  schnell  läuft  tote  Pi,  so  umhülÜ  die  Gerade 
P1P2  eine  Cardtoide.     (Vergl.  Fig.  134.) 

In  ähnlicher  Weise  können  auch  die  anderen  Epicjkloiden 
erzeugt  werden,  wenn  der  Punkt  P2  auf  dem  Kreise  m-mal  so 
schnell  fortschreitet  wie  der  Punkt  Pi. 

Dabei  wai*  bisher  vorausgesetzt,  dass  die  Punkte  Pi  und 
Po  den  Kreis  in  gleicher  Richtung  durchlaufen.    Wenn  sie  aber 


512 


§  118.    Umhüllaugscurven :  Uebungs- Aufgaben. 


Fig    134. 


-^^:äSrS^' 


den  Kreis  in  entgegengesetzter  Eichtnng  durcMaufen,  so  nmh- 
die  Gerade  PiP«  eine  „HypoeyJtloide''. 

Man  kann  sich  in  folgei^ir 
Weise  von  dem  Vorstehecir: 
durch  Zeichnung  flbei^eu^r- 
Man  theile  den  umfang  ein-^ 
Kreises  in  eine  Anzahl  gleich : 
Theile.  (Vergl.  Figr-  134.1  L 
■  sei  z.  B.  diese  Anzahl  gleich  4^ 
Dann  bezeichne  man  die  Tkei- 
punkte  der  Reihe  nach  duri 
die  Nummern 

0,  1,  2,  3,  4, . . .  47,  48, 

wobei  der  Punkt  48  mit  deBi 
Paukte  0  zusammenfällt.  Jetzt 
verbinde  man  die  Punkte 

1  imd  2,    2  und  4,    3  und  6,... 

allgemein  *  und  2  k  durch  gerade  Linien.  Auf  diese  Weise  er- 
hält iman  48  Tangenten  der  Cardioide,  und  zwar  wird  man 
daraus  die  Gestalt  der  Cardioide  sicherer  gewinnen,  als  wt-nn 
man  die  Curve  punktweise  construirt  hätte. 

Verbindet  man  dagegen  die  Punkte  k  und  mk  durch  Gerade, 
so  erhält  man  eine  andere  Epicykloide^  welche  der  Zahl  jw  ent- 
spricht, mit  grosser  Genauigkeit  als  die  Enveloppe  ihrer  Tan- 
genten. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  auch  die  Hypocykloide  ak 
Enveloppe  ihrer  Tangenten  zeichnen.  In  diesem  Falle  wird  es 
zweckmässig  sein,  die  Anzahl  dei*  Theilpunkte  auf  dem  Ki-eise 
etwas  grösser  anzunehmen. 

Aufgabe  3.  Es  ist  eine  Schaar  concentrischer  Eklipsen  ge- 
geben, deren  Halbaxen  mit  den  Coordinaten-Axen  zusammenfallea 
und  die  constante  Summe  c  haben;  man  soll  die  Gleichung  der 
Enveloppe  bestimmen.    (Vergl.  Fig.  135.) 

Auflösung.  Die  Gleichimg  einer  EUipse  mit  den  Halhaxen 
a  und  b  ist 
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Da  aber  die  Axen 
veränderliche  Lftnge  und 
die  constante  Summe  c 
haben  sollen,  so  setze  man 

a  -=.  xt  und  h  •=^  c  —  w. 

Dadurch    wird     die      / 
Grleichung  der  gegebenen      ^ 
CiiiTenschaar  ^ 

(17.)  F(a:,y,M)  =  rc— w)V 

+ «y — «2  (c — «)«=  0. 

Hieraus  folgt  durch 
partielle  Differentiation 
nach  u 

( 18.)      —  2(c  —  u)x^  +  2wy*  —  2w(c  —  «)(«?  —  2«)  =  0, 

oder ,  wenn  man  mit  —  -  multiplicirt, 

(18  a.)       {c  —  u)ux^  —  uY  +  u%c  —  u){c—  2m)  =  0. 

Indem  man  die  Gleichungen  (17.)  und  (18  a.)  addirt,  findet 
man 

{c  —  u)cx^  —  (c  —  u)u^  ==  0 , 
oder 

(19.)  0^  =  —  ,     ^*=^' 

Setzt  man  diesen  Werth  von  x^  in  die  Gleichung  (17.)  ein, 
so  folgt 

(20.)  ~       ^'-""^  *       ^-^ 


(c  —  k) 
«/'  =  ^ - 

^  c 


^  \       c 

'   y^  =  -3 


f 


Deshalb  wird 


(21.) 


d.  h.  die  Enveloppe  ist  wieder  eine  Astroide. 

Aufgabe  4.    Es  ist  eine  Schaar  von  Parabeln   durch   die 
Gleichung 

Kiepert,  Diflferential- Rechnung.  33 
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(22.)  F(x,  y,  u)  ^4:c{y  —  ux)  +  {l  +  u^)a^  =  O 

gegeben ;  man  soll  ihre  Enveloppe  bestimmen.    (Vei^I.  Fig.  15^ 
Auflösung.    Hier  ist 

(23.) 

Dies  giebt  die  beiden  Lösungen 


du 


(24.)     j:  =  0 


2c 

und        (24a.)    m=  -  - 


Setzt  man  diestL 
Werth  von  u  in  di^ 
Gleichung  (22,)  eiii. 
so  erhält  man  f5r 
die  Enveloppe  die 
Gleichung 

(25.)  :r2+4c(y— r) = •  •. 

Die  Enveloppe  i^t 

also  wieder  ewf 
Parabel.  Ausserdem 
schneiden  sich  alle  Parabeln  der  gegebenen  Schaar  im  Punkir 
O,  welcher  als  ein  Theil  der  Enveloppe  zu  betrachten  ist  und 
der  Lösung  durch  Gleichung  (24.)  entspricht. 

Aufgabe  5.     Es   ist   eine   Schaar   von   Kreisen   durch    die 
Gleichung 
(26.)  F(x,  y,  w)  =  (2:  -  m)2  +  y'-  ^2up+p^'  =  0 

gegeben;  man  soll  die  Enveloppe  bestimmen.   (Vergl.  Fig.  137.) 

Auflösung.    Hier  ist 

dF(x,  y,  u)  _ 


(27.)  --^-J-^  =  _  2  (a:  -  u)  —  2p  =  0, 

oder 

(28.)  x  =  u  —  /?. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  x  in  die  Gleichung  (26.)  ein. 
so  wird 

(29.) 


y  =  zb  |/2/7(tt  —  ;t>). 
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Fi|f.  137. 


Die  Gleichungen  (28.) 
ind  (29.)  geben  die  Sclmitt- 
>iiiikte  des  Kreises,  der  dem 
Parameter  u  entspricht,  mit 
lern  unendlich  nahen.  Diese 
Sclinittpunkte  werden  erst 
reell,  wenn 

.'  SO.)  «  ^  /> ; 

die    Kreise    selbst    dagegen 
werden  schon  reell,  wenn 

P 
Liegt  u  zwischen  ^  nnd  /?,  so  sind  die  Kreise  zwar  reell, 

schneiden  aber  einander  nicht.  In  diesem  Falle  enthält  also  die 
gegebene  Curvenschaar  unendlich  viele  Curven,  welche  die  be- 
wachbarten  Curven  in  keinem  reellen  Punkte  schneiden. 

Indem  man  schliesslich  noch  u  aus  den  Gleichungen  (26.) 
nnd  (28.)  eliminirt,  erhält  man  die  Gleichung  der  Enveloppe, 
nämlich 

^^32.)  y-  =  2px. 

Dies  ist  die  Gleichung  einer  Parabel, 


§  119. 

Doppelpunkte  und  isolirte  Punkte. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  147.) 

Wenn  eine  Curve,  deren  Gleichung 

(1.)  P(r,y)  =  0 

sein  möge,  zweimal  durch  denselben  Punkt  hindurch  geht,  so  nennt 
man  diesen  Punkt  einen  ^^Doppelpunkt  der  Curve".  So  hat  z.  B. 
das  Follum  Cartesti  mit  der  Gleichung 

x^  +  y'^  —  Sasry  =  0 

im  Nullpunkte  einen  Doppelpunkt.  (Vergl.  Fig.  83  auf  Seite  361.) 
Ebenso  hat  die  Lemniscate  mit  der  Gleichung 

33* 
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r2  =  a2cos(2y), 

oder 

{y^  +  ff  —  a\x^  —  y^)  =  0 

im  Nullpunkte   einen  Doppelpunkt.     (Vergl.  Fig.  125  und  i>  ; 
auf  Seite  427  und  485.) 

Um  nun  zu  untersuchen ,  für  welche  Werthe  von  j-  und  > 
eine  Gurve  einen  Doppelpunkt  hat,  braucht  man  nur  zu  beachteti. 
dass  in  einem  Doppelpunkte  nicht  eine,  sondern  zwei  Tangentti 
an  die  Curve  möglich  sind,  denn  man  kann  an  jeden  dei*  beidec 

CuiTenzweige ,  welche  durch  der 
Doppelpunkt  hindurchgehen,  ekt 
Tangente  legen.  (Vergl.  Fig.  13?^.. 
Streng  genommen  giebt  es  sogar 
in  einem  Doppelpunkte  unendlich 
viele  Tangenten,  wenn  man  v«.« 
der  Erklärung  ausgeht ,  dass  jede 
Gerade,  welche  zwei  unendlich  natt 
Punkte  der  Curve  mit  einander 
verbindet,  eine  Tangente  der  Curve  ist.  Danach  würde yW^ 
Gerade,  welche  man  durch  den  Doppelpunkt  legt,  als  eine  Tan- 
gente aufgefasst  werden  können.  Hier  soll  aber  nur  die  Ver- 
bindungslinie von  zwei  unendlich  nahen  Punkten,  welche  auf 
demselben  Zweige  der  Curve  liegen^  als  eine  Tangente  angesehen 
werden. 

Ist  nun  F{x^  y)  eine  eindeutige  Function  von  x  und  y,  S4» 
gilt  dasselbe  von 

(2.)         /;(.,  y)  =  ^)   und  P,(.,  y)  =  ^^ ; 

es  wird  also  für  jedes  Werthepaar  x,  y  die  Richtongstangente 

(3.)  tg«-^---^^^ 

im  Allgemeinen  nur  einen  einzigen  Werth  haben,   so  dass  der 
zugehörige  Curvenpunkt  nur  ein  einfacher  Punkt  sein  kann. 
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Nur  in  dem  besonderen  Falle,   wo  Fi(x,y)  und  Fi{Tjy) 
>eide  gleich  0  sind,  erhält  der  Aosdrack  für  tga  die  unbestimmte 

Porm  — ;  dann  kann  also  tga  mögKcher  Weise  mehr  als  einen 

Werth  haben.    Die  Methode,   welche  in  §  58  zur  Beredmung 
von  AasdiUcken  angegeben  wurde,   welche  an  der  Grenze  die 

Form  —  annehmen,  fuhrt  hierbei  in  folgender  Weise  zum  Ziele. 

bezeichnet  man  wieder  die  zweiten  partiellen  Ableitungen  durch 
Indices,  so  folgt  aus  Gleichung  (3.),  indem  man  Zähler  und 
Nenner  einzeln  differentürt, 

,.     ay  ,.  dx 

lim^  = — lim -, 

äx  TP    i  TP  ^y 

■fit  +X22"Tr 
ax 

limj;(:r,y)  =  0,     Ji(a:,y)  =  0, 

also,   wenn  man  nach  Einsetzung  der  in  Betracht  kommenden 
Wei-the  von  x  und  y  das  Zeichen  limes  fortlässt. 


(^-■+«-i)l=-(^"+^'l> 


oder 


(4.)  i=;.+2F.|+F«(|)  =  0, 

oder 

^  dx  F22 

Dasselbe  Resultat  findet  mau  auch,  indem  man  die  Gleichung 

nochmals  nach  x  difterentiii't ;  dann  erhält  man  nämlich 

dl[{x,  y)       ÖF^jx,  y)  ^ 
öx  öu       dx 

^^•)      ^        rdF,iT,y)       dF,(x,y)dyldy  „^  «^y  _  0 

oder 
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Aus  dieser  Gleichung  bestimmt  man  im  Allgemeinen  — 
gilt  aber  die  Voraussetzung 

(7.)  Ft  =  o,   j;  =  o, 

so  erhält  man  wieder 
oder 

Hieraus  erkennt  man,  dass  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung -^  zwei  Werthe  erhält,  dass  es  also  in  dem  betra^ihtetec 

Punkte  zwei  Tangenten  an  die  Curve  giebt,  deren  Richtungen 
durch  die  Gleichung  (8  a.)  bestimmt  sind. 

Diese  Untersuchung  giebt  daher  den  Satz: 

Ist  der  Punkt  D  mit  den  CoordincUeti  Xj  y  ein  Doppelpunkt 
der  Curoe,  so  müssen  die  drei  Gleichungen 

(9.)  F(x,y)  =  0,     j;(r,y)  =  0,     F^x,y)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt  werden. 

Die  beiden  Werthe  von  ^  i  welche  man  aus  der  quadra- 
tischen Gleichung  (8.)  erhält,  sind  reeU^  wenn 
(10.)  i^12^  — i^iii'22>0; 

sie  sind  dagegen  imaginär^  wenn 
(11.)  F,^^  —  FnFn<0. 

In  dem  ersten  Falle  erhält  man  einen  eigentlichen  Doppel- 
punkt mit  zwei  reellen  Tangenten,  in  dem  zweiten  Falle  aber 
sind  die  Tangenten  imaginär. 

Ein  Beispiel  möge  zeigen,  wie  die  Cm-ve  in  dem  Doppel- 
punkte beschaffen  ist,  jenachdem  der  erste  oder  der  zweite  Fall 
eintritt.    Es  sei  nämlich 
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(13.) 


<  1-  2.)  F(t,  y)  =  ,/  —  (x—  df{x  —  i)  =  0, 

ocier 

.  1 2 a.)  F{x,  y)=zy^  —  a-H  {2a-\-b)x^  —  (oH 2ab)x+a^  =  0, 
tlami  ■wird 

Fl  (x,  y)  =  —  3a«  +  (4a  +  2b)x  —  (a*  +  2ab) 
V  ={x  —  a){—Sz-\-a-\-2b), 

(14.)         J;,  =  — 6r  +  (4a  +  2i),     Jl*  =  0,     F»  =  2. 

Für  x  =  a,  y  =  0  werden  also  die  drei  Gleichungen 
F{x,y)  =  0,     F^(x,y)  =  0,     Ft{x,y)  =  0 
befriedigt,  und  man  erhält 

Ft,  =  —2{a  —  b),     Ft,  =  0,     Fn  =  2, 

Deshalb  wird  nach  Gleichung  (8  a.) 


(15.) 


d^_ 


dx 


=  ±v'7zr*. 


Fig.  189. 


Ist  a>Ä,  SO  wird  K« — * 
reell;  man  kann  in  diesem  Falle 
nicht  nur  die  Tangenten  in  dem 
Doppelpunkte  D  mit  den  Coordi- 
iiaten  a:  =  a,  y  =  0  zeichnen,  son- 
dern es  ergiebt  sich  auch  aus  der 
Gleichung  (12.),  oder  aus  der 
Gleichung 

1 12b.)  y=±{x  —  a)yx  —b 
leicht  die  Gestalt  der  Curve.   Sie 
ist  symmetrisch  zur  X-Axe,  und 

y  wird  für  Werthe  von  a:,  die  kleiner  als  b  sind,  imaginär,  d.  h. 
die  CmTe  liegt  rechts  von  der  Geraden,  welche  man  durch  den 
Punkt  B  mit  den  Coordinaten  a:  =  6,  y  =  0  parallel  zur  Y-Axe 
ziehen  kann.  Diese  Gerade  wird  von  der  Curve  im  Punkte  B 
berührt;  und  zwar  gehen  von  B  aus  zwei  symmetrische  Zweige 
der  Cmre,  welche  sich  im  Doppelpunkte  1)  schneiden,  so  dass 
die  Curve  zwischen  B  mid  D  eine  Schleife  bildet.  (Vergl. 
Fig.  139.) 
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Fig.  140. 


Ist  dagegen  a<i,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

dass  der  Punkt  I)  mit  den  Coordinaten  a:  =  a,  y  =  0  wiedei'  ein 
Puidst  der  Curve  ist.  Für  alle  Werthe  von  z,  die  kleiner  als  a 
sind,  und  fiir  alle  Werthe  von  z,  die  zwar  grösser  als  a,  aber  kleiner 
als  b  sind,  wird  y  imaginär,  so  dass  auch  hier  die  Curve  eigent- 
lich erst  mit  dem  Punkte  B  beginnt,  dessen  Coordinaten  ar=i, 

y  =  0  sind.  Der  Punkt  D  ist 
daher  in  diesem  Falle  ein  ,jisolirter 
Punkf'  oder  „Einsiedler'*.  Ein 
solcher  isolirter  Punkt  ist  daher 
auch  als  ein  Doppelpunkt  anzu- 
sehen, in  dem  sich  zwei  imaginäre 
Curvenzweige  schneiden.  Deshalb 
werden  in  diesem  Falle  auch 
die  beiden  Tangenten  imaginär. 
(Vergl.  Fig.  140.) 

Für 


0 


z  = 


y= 


f 


3      ^      -       3       ^3 

hat  die  Curve  zwei  Wendepunkte 
IVi  und  W^2,  wie  man  durch  die 
rtiher  angegebenen  Methoden  leicht  bestätigen  kann. 


§  120. 

Uebungs-Aufgaben. 

(Vergl.  die  Fonnel-TabeUe  Nr.  147.) 

Aufgabe  1.  Man  soll  beweisen,  dass  beim  Folium  Cartesii 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt  ist,  und  soll  die  Richtung  der 
beiden  Tangenten  in  diesem  Punkte  bestimmen.  (Vergl.  Fig.  141.) 

Aullösung.    Hier  ist 

f  1.)  F{z,  y)  =  a^  +  y^  —  Sazy  =  0, 

also 
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(3.) 


j  Fn  =  ex,  2^12  =  —  3a, 
\  F^  ==  6y. 

Für   a;  =  0,    y  =  0    werden 
die  drei  Gleichungen 

^(^,  y)  =  0, 

gleichzeitig  befriedigt,  folglich  ist 
der  Nullpunkt  ein  Doppelpunkt  Um  in  diesem  Doppelpunkte 
die  Richtung  der  Tangenten  zu  bestimmen,  setzt  man  die 
Werthe  von  JFn,  JF12,  J^22  in  die  Formel  Nr.  147  der  Tabelle  ein. 
Dies  giebt 

-Fn: 


(4.) 


S=^g«= 


YF,,^  —  Fn  F.2 


F, 


28 


_y     Sa  ±  V9a^  —  Sßxy 

Nimmt  man  in   dieser  Gleichung   das  obere  Zeichen  und 
setzt  :?•  =  0,  y  =  0,  so  erhält  man 

(4  a.)  tgai  =  oo. 

Nimmt  man  dagegen  das  untere  Zeichen,  so  erhält  tga  zu- 
nächst die  unbestimmte  Form  -•     Um  den  Grenzwerth  dieses 

unbestimmten  Ausdiiicks  zu  erhalten,  multiplicire  man  Zähler 

und  Nenner  des  Bruches  mit  a  +  j/a^  —  4xy.    Dadurch  erhält 
man 


(4  b.)  tgaa  =  lim  - — ^^'     ^"^  =  lim  — - 


2x 


=  0, 


i^  —  4ry 
oder 

(5.)  ui  =  90»,     aj  =  0«, 

d.  h.    die    beiden    Coordinaten-Azen   sind    Tangenteti    in    dem 
Doppelpunkte  der  Curve, 
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Aufgabe  2.    Man  soll  beweisen,  dass  bei  der 
Nullpunkt  ein  Doppelpunkt  ist,  und  soll  die  Richtung*  der  ^^ 
Tangenten  in  diesem  Punkte  bestimmen.    (Vei^l.  Fig.  l^l 

Auflösung.    Hier  ist 

(6.)  F{x,  y)=zz^  +  2a:y  +  y*  —  aV  +  öV  =  O, 

also 

(7.)    Fi{x,y)^^2^+4:xy''  —  2a%     i^»(a:,y)  =  4.rV+45^+2tfV. 

(8.)    Fn^l2x^+^y'—2a^,     Fu  =  Sxy,     i^M=  42^  +  12^^+2. . 

Für  a;  =  0,  y  =  O    wer  - 
die  drei  &leichiuigea 

J'K^,  y)  =  0 

gleichzeitig  befriedigt,  folgli. 
ist  der  Nullpunkt  ein  Doppr 
punkt  Um  die  Richtimg  dr. 
beiden  Tangenten  in  diesri 
Punkte  zu  bestinunen,  beachte  man,  dass  für  a:  =  0,  y  =  0 

^9.)  J^n  =  —  2a\     Fn  =  0,     Jis  =  +  2a^ 

wird.    Dies  giebt  nach  Formel  Nr.  147  der  Tabelle 

also 

(11.)  «1  =  +  45^     «2  =  —  45^ 

d.  h.  die  beiden  Tangenten  im  Nullpunkte  halbiren  die  Winkei. 
welche  die  Coordinaten-Axen  mit  einander  bilden. 

Dm*ch  fortgesetzte  Differentiation  der  Gleichung 

F{T,y)r=.o 

erhält  man  der  Reihe  nach  unter  Anwendung  der  symbolischen 
Bezeichnungsweise  die  Gleichungen 
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+  5-  -T^  =  0. 


•^  V^       öy  dz)   ^^\dx  dy  ^  dy^dz)  dx^   '  dy  ife» 
Bei  einfachen  Carvenpunkten  findet  man 

aus  Gleichung  (12.)  die  Grösse  -^» 


n 


(13.)    „         »^       5I' 


St  aber  der  Punkt  ein  Doppelpunkt,  so  wird 

dF  dF 

dann  reduciren  sich  die  Gleichungen  (13.)  und  (14.)  auf 
oder 

Da  die  Gleichung  (12.)  zur  Berechnung  von  -^  illusorisch 

wird,  liefert  die  Gleichung  (13a.)  die  beiden  Werthe  dieser 
Grösse;  aus  der  Gleichung  (14a.)  findet  man  dann  die  zugehö- 
rigen Werthe  von  ^  • 

Für  die  Lemniscate  wird  z.  B. 
(15.)    flu  =  24a:,     i^ii2  =  8y,     ^,22  =  8r,     1^222  =  24^/, 

Ausdrücke ,  welche  für  a:  =  0,  y  =  0  sänmitlich  verschwinden. 
Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (9.)  und  (10.)  geht  daher  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (14  b.)  über  in 

<16.)       3(0  +  «'1)3  =  0,  oder  ±  3«^g  =  0. 
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Die  Werthe  von  -~    sind  also  beide  gleich  Null.     Daras 

folgt,  dass  die  beiden  Curtengweige  der  Lemniecate^  welche  t^-^ 
in  ihrem  Doppelpunkte  schneiden^  gleichxeiiig  Wendeputikte  md. 
(Vergl.  Fig.  142.) 


§  121. 

Mehrfache  Punkte. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  148.) 

Wenn  für  ein  Werthepaar  x,  y  nicht  nur  die  Gleichung^ 

i^(:r,y)  =  0,     j;(r,y)  =  0,     F^{x,y)  =  0 

befriedigt  werden,  sondern  aosserdem  auch  noch  die  GleichmigeD 
^ii(^,y)  =  0,     i^is(:r,y)  =  0,     Fn{x,y)^Q, 

so  ist  es  nicht  mehr  möglich,  die  Werthe  von  j-  nach  den  An- 
gaben der  Formel  Nr.  147  der  Tabelle  zu  berechn^i;  dann 
reducirt  sich  aber  die  allgemein  geltende  Gleichung 

n.    /gj^,   dFdy^l'\     (d^F        d^Fdy\d'y  .   dF  d^y 
^  ^^    \dx  "^  dy  dxj    '^'^ydxdy  "^  dy^  dx) dx^  "^  öy  <&»""" 
auf 

oder 

(2a.)       Fn.  +  3F..|  +  3^^..(^|J+  i=«.(0=  0. 

Diese  Gleichung  ist  in  Bezug  auf  -j-  vom  dritten  Grade 

und  liefert  daher  drei  Werthe  dieser  Grösse.  In  dem  zugehörigen 
Curvenpunkte  giebt  es  daher  drei  Tangenten  der  Curve,  woraus 
man  schliessen  kami,  dass  drei  Aeste  der  Curve  durch  diesen 
Punkt  hindui'chgehen. 

Ein  solcher  Curvenpunkt  heisst  daher  ein  ,,dreifacker  Punkt 
der  Curve^^ 

Sind  auch  die  dritten  partiellen  Ableitungen  von  F{x^y\ 
sämmtlich  gleich  Null,  so  kann  man  auch  aus  der  Gleichung 
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I2a.)  noch  nicht  die  Grösse  ^  berechnen;  dann  gilt  aber,  wie 

man  durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  (1.)  erkennt, 
die  Gleichung 

i?velche  vier  Werthe  von  -^  liefert.    Der  betrachtete  Punkt  ist 

dx 

dann  ein  ^yvierfachtr  Punkt  der  Curve*^  denn  es  giebt  in  diesem 
Punkte  vier  Tangenten  an  die  vier  verschiedenen  Zweige  der 
i'Urve,  welche  durch  diesen  Punkt  hindurchgehen. 

In  dieser  Weise  kann  man  fort&hren  und  kommt  schliess- 
lich zu  dem  folgenden  Resultate: 

Sind  die  n'"*  partiellen  Ableitungen  von  F{xyy)  die  ersten^ 
welche  für  die  Coardinaten  z,  y  des  Punktes  P  nicht  sämmtlich 
verschwinden^  so  findet  man  aus  der  Gleichung 

<-'        (if + f  ir= » 

du 
n  Werthe  von  -j-  >  denen  n  Tangenten  in  dem  betrachteten  Punkfe 

an  n  verschiedene   Zweige  der   Curce  entsprechen.     Der   Punkt 
P  heisst  dann  ein  „n':f acher  Punkt  der  Curve^^. 

Beispiel. 

Es  sei 

(5.)  F{X,  y)  =  {x'  +  yj  —  yiy'^  —  ^x'^)  =  Q 

die  Gleichung  der  Curve,  dann  wird 

^  *^  I    i^2  =  6:tV  +  l2xY  +  6y*  —  3y*  +  ^x\ 

i  Fxi  =  30a:*  +  36a:^y*  +  6y*  +  6y, 

(7.)  I  JFla  =  2^3?y  +  2^xy^  +  6a:, 

l  i^22  =  6a:*  +  36a:V  +  30y*  —  6y, 

I  i^iii  =  120^3  ^  72^y2^     7,;^^  ^  ^2x^y  +  24y«  +  ü, 

^  I  t\rt  =  24a:3  ^  'j2xy\      F^  =  72a:»y  +  120y«  —  6. 
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Für  a:  =  0,  y  =  O   wn  - 
die  6  Gleichlingen 

F^O,     -Fi  =  0,        2^=' 

befriedigt,  folglich  ist  da-  Ni 
punkt  ein  drei&cher  P^imkt, 
welchem  man  die  Richtung  dr* 
drei  Tangenten  aus   GMeich^. 

(2  a.)  findet,  indem  man 

(8  a.)  i^'""^'     ^itt  =  6. 
einsetzt.    Dies  giebt 


'«S-Kl)'=»' 


oder,  wenn  man  die  drei  Wurzeln  dieser  Gleichung  mit  tgci. 
tg«2,  tgtfg  bezeichnet, 

(9.)  tg«i  =  0,    tg«2=+l/3,     tga,  =  — Vi", 

(10.)  ui  =  0«,        «i  =  60^  «3  =  120^^ 

(Vergl.  Fig.  143.) 


(1.) 


§  122. 

Spitzen  oder  Rückkehrpunkte, 

cVergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  149.) 

In  Formel  Nr.  147  der  Tabelle,  nämlich  in  der  Gleichung 

dx  F^2 

welche  die  Richtung  der  beiden  Taugenten  in  einem  Doppel- 
punkte liefeite,  kann  es  vorkommen,  dass 

<2.)  F,.}—FnF.^^Q 

wird.    Dann  sind  die  beiden  Werthe  von  -^  einander  gleich^ 

d.  h.    die    beiden    Tangenten  fallen    in  eine  zusammen.     Durch 
den  betrachteten  Punkt  gehen  daher  zwei  Zweige  der  Cune, 
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A^  sich  gegenseitig  berühren.  Hierbei  werden  im  Allgemeinen 
l^  beiden  CuiTenzweige  nur  auf  der  einen  Seite  des  betrachteten 
*vmktes  reell  sein,  während  sie  auf  der  anderen  Seite  imagwär 
rex^den.    Ist  z.  B. 

vobei  €f{x)  und  \p{x)  rationale  Functionen  sein  mögen,  die  für 
r  =  a  nicht  unendlich  gross  werden,  so  ist 

^  -j  ^  =  ^M^)  ±  2ip(x)  +  ix-a)tpXx) 

'^  dx       ^  ^  ^  2yilj{x) 

Aus   Gleichung  (3.)  findet  man   anderei^seits   durch  Foit- 
schattüng  des  Wurzelzeichens 

(5.)  F{x,  y)  =  [y  -  <f{x)y  -(X-  aYip{x)  =  0, 

i'Ka:,  y)  =- 2[y — <^(a:)]y'(a:)— 2(a:— a)i/;(:r)— (o:— a)2|//'(4 


...  .      p;(^,y)=-2[y-<^(^)k' 


I  i^ii  =  +  2f/-X:r)2  —  2[y  —  <f{x)\ip'\x)  —  2tp{x) 

(7 .)  -  4(^  - «)  v^'W  -  (^  -  ^y  V^'W, 

Deshalb  erhält  man  für  x  =  a,  y  =  f/(rt) 

(8.)     i'(T,y)=0,     j;(^,y)  =  0,     JK^,y)  =  0; 

(9.)     i^n  =  2y'(a)2  —  2(/.(a),     i'ls  =  —  2y/(a),     -Fi2  =  +  2. 

Aus  den  Gleichungen  (8.)  folgt,  dass  der  Punkt  mit  den 
Coordinaten  x=  a,  y  =  <p{a)  ein  Doppelpunkt  ist ,  und  aus  den 
Gleichungeu  (9.)  ergiebt  sich,  dass  für  diesen  Doppelpunkt 

,10,1  ^ » = I = -^"  -"  yjfEES = ^.(.)  ±  vjMü. 

Dasselbe  Resultat  findet  man  noch  leichter  aus  Gleichung  (4.). 

Wenn  sich  nun  der  Factor  x  —  a  von  der  Function  ip{x) 
absondern  lässt,  so  dass  für  a:  =  a 

(11.)  Fi2^  —  Fu  F22  =  4.ip{a)  =  0 

wird,  so  fallen  die  beiden  Tangenten  im  Doppelpunkte  der  Cui've 
in  eine  zusammen,  und  die  Curve  selbst  hat  in  dem  Doppelpunkte 
eine  Spitze,  wenn  ip{x)  mit  ar  — a  zugleich  das  Vorzeichen 
wechselt.    Wird  z.  B. 
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tp(z)>0  für  x<a    und    ilß{x)<0  tur  x>  a. 

wobei  (vom  Vorzeichen  abgesehen)  nur  hinreichend  kleine  Wr-r: 
von  X  —  a  in  Betracht  kommen  sollen,  so  sind  die  beiden  Wer: 

von  y  und  von  -/^  nur  dann  reell,  wenn  a: Sa  ist:   sie  we::- 
^  dx  — 

imaginär,  wenn  x>a  ist.    Wird  dagegen 

ip{x)  <0  Itir  x<a   und    ^{x)>  0  flir  ar>  a, 

so  sind  die  beiden  Werthe  von  y  und  von  ^   nur   dann    irri 

wenn  x^a  ist ;  sie  werden  imaginär  fiir  x  <a. 

Die  beiden  Curvenzweige  haben  daher  in  dem  Doppelpuüki^ 
dieselbe  Tangente  und  endigen  in  diesem  Punkte,  so  dass  (k: 
eine  Curvenzweig  als  die  Fortsetzung  des  andern  betrachtet 
werden  muss.  Ein  solcher  Punkt  heisst  demgemäss  eine  ,jSpit:r 
oder  ein  Rückkehrpunkt  der  Curve",  und  die  zugehörige  Tan- 
gente heisst  ,yRückkehrtanffente^^. 

Eine  Spitze  ist  gewissermassen  der  üebergang  von  eiuem 
eigentlichen  Doppelpunkte  zu  einem  isolirten  Punkte,  ebenso  we 
eine  quadratische  Gleichung  mit  zwei  gleichen  Wurzeln  den 
Üebergang  bildet  von  einer  quadratischen  Gleichung  mit  z\iei 
reellen  Wurzeln  zu  einer  mit  zwei  imaginären  Wurzeln. 

So  liefei-t  das  in  §  119  gewählte  Beispiel 

F^C^i  y)  =  y^  —  {x  —  a)\x—b)  =  0 

einen  eigentlichen  Doppelpunkt,  wenn  o  >  i,  einen  isolirten  I\oUt 
wenn  a  <  i ,  und  eine  Spitze ,  wenn  a  =  6  ist.  In  der  That, 
dann  wird 

(12.)  F{x,  y)  =  y2  -  (o:  -  af, 

(13.)  Fl  (x,  y)  =  -  3  (a;  —  a)«,     F^  {x,  y)  =  2y, 

(14.)  Fn^  —  ^{x  —  a\     1^12=0,     1^22  =  2, 

folglich  ist  für  a:  =  a,  y  =  0 

(15.)  i^X:r,y)  =  0,     i'l(.r,y)  =  ü,     i^2(^,  y)  =  0 

und 

(16.)  i'ls^— iSlJ^22  =  0. 
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Hier  kann  die  Gleichung  der  Curve  auch  in  der  Form 


17.)  y=±{x  —  a)y7 

geschrieben  werden;  dies  giebt  dann 


a 


(,18.) 


Fig.  144. 


und  man  erkennt,  dass  y  nur  reell  ist, 

Avenn  x^a,  und  dass  für  a;  =  a  die 

beiden  Tangenten  der  Curve  mit  der    - 

X-Axe  zusammenfallen.    Der  Punkt  S 

mit  den  Coordinaten  a;  =  a,  y  =  0  ist 

daher  eine  Spitze  der  Curve.    (Vergl. 
Fig-  144.) 

Andere  Beispiele  für  das  Auftreten 
von  Spitzen  liefern  die  Epicykloiden  und  Hypocykloidm  ^  ins- 
besondere die  Cardiotde  und  die  Astrotde;   femer  die  Evoluten 
oder  KriimmungsmittelpunktS'Curven. 

Gewöhnlich  wird  von  den  beiden  Zweigen   einer   Curve, 
welche  in  einer  Spitze  zusammentreffen,   der  eine  nach  oben 
concav  und  der  andere  nach  oben  convez  sein,   so  dass  die  ge- 
meinsame Tangente  zwischen  beiden  liegt,    wie  z.  B.  bei  der 
Evolute  der  Parabel  (Fig.  109  auf  S.  406),  der  Ellipse  (Fig.  110, 
111  und  112  auf  S.  407  und  408)  und  der  Hyperbel  (Fig.  113 
auf  Seite  409).    Diese  Spitzen  nennt  man  „Spitzen  erster  Art". 
Es  können  aber  auch  die  beiden  Zweige,  welche  in  einer  Spitze 
zusammentreffen,  auf  derselbeti  Seite  der  gemeinsamen  Tangente 
liegen.    Es  sei  z.  B. 


(19.)  y  =  x^±:x 

oder 

( 19  a.)  F{x,  y):=iy^  —  2x^y  +  x*  —  a^  =  0. 

Hier  wird 

(20.)  Fi{x,  y)  =  —  ^xy  +  ^a^  —  5a:^     2^2 (^,  y)  =  2y  —  2x^, 

(21.)    Jli  =  — 4y  +  12^:2  —  20^3,     jPia  =  —  4a;,     -F22  =  2. 

Für  x  =  0,  y  =  0  verschwinden  F(x,  y),  jR  (r,  y),  F^  {x,  y), 
folgUch  ist  der  Nullpimkt  ein  Doppelpunkt.    Dabei  wird 
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(22.)        .g„  =  |  =  =:^..^a^^.=  0, 

d.  h.  die  Tangenten  an  die  beiden  Curvenzweige  in  diesem  Dog^^  \ 
punkte  fallen  mit  der  X-Axe  zusammen.    Deshalb  hat  die  Cei*- 
in  di^esem  Doppelpunkte  eine  Spitze.    Dass  der  Nullpunkt  wi^ 
lieh  eine  Spitze  ist,   erkennt  man  aus  Gleichung-  (19.),    wti;  •   4 
imaginär  ist,  sobald  z  negativ  wrd. 
Ferner  folgt  aus  Gleichung  (19.) 

(23.)  1=2X^5.1,         g  =  2*'?yi. 

Das  doppelte  Vorzeichen  in  den  Gleichungen  (19.)  und  ( 23. 
entspricht  dem  Umstände,  dass  jedem  Werthe  von  x  zicei  Weitb» 
von  y,  also  auch  sicei  Punkte  der  Curve  zugeoixlnet  sind. 

Im    Nullpunkte    fallen    diesr 

Flg.  145.  ^ 

beiden    Punkte     zusammen     uni 

/  gleichzeitig  auch  die  beiden  Tan- 

/  genten.    So  lange  x  <l  ist,  liegeii 

/  auch    beide    Zweige    der    Curre 

/  über    dieser    gemeinsamen    Tan- 

/  gente,  nämlich  über  der  X-Axe, 

/  weil  beide  Werthe  von  y   positiv 

^f^- — Y--^ —  siud.    Für  kleine  Werthe  von  j, 

d.  h.   für  X  <  --— :  weixien    sogar 

beide    Werthe    von    y^   positic, 

d.  h.  beide  Zweige  der  Curve  sind  iu  der  Nähe  der  Spitze  nach 
oben  concav;  erst  für 

d.  h.  der  untere  Curvenzweig  hat  in  dem  zugehörigen  Punkte 
einen  Wendepunkt  TV,  in  dem  er  sich  von  der  Concavität  ziu* 
Convexität  wendet. 

Eine  solche  Spitze  nennt  man  eine  ,,Spitze  zweite^'  Ait''  oder 
y.Schnabel- Spitze".     (Vergl.  Fig.  145.) 


XV.  Abschnitt. 

Herleitung  und  Anwendungen  der  Taylor'schen 
Reihe  für  Functionen  von  mehreren 

Yeriinderlichen. 

Die  Taylor'sche  Reihe  für  Functionen  von  mehreren 

Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  150.) 

Es  sei 

(1.)  «=/(^,y) 

eine    Function    von    zwei    Veränderlichen,    dann    kann    man 
f(x+h^y  +  k)  in  ähnlicher  Weise  nach  Potenzen  von  h  und  k 
entwickeln,  wie  früher  (§  30  und  ^i)  f{x  +  h)  nach  Potenzen 
von  h  entwickelt  wurde. 

Man  findet  diese  Entwickelung  sehr  leicht,  indem  man  zu- 
nächst 

ht  statt  A,    kt  statt  k 

schreibt  und  f{x  +  hfj  y  +  kt)  nach  steigenden  Potenzen  von  t 
entwickelt.  Dies  geschieht  nach  der  Mac-Laurin' scheu  Reihe  in 
folgender  Weise.    Man  setze 

(2.)  x  +  ht^u,     y  +  kt  =  v,    /(u,v)  =  F(t\ 

dann  wüii  nach  Foimel  Nr.  51  der  Tabelle,  wenn  man/  mit 
F  und  X  mit  t  vertauscht, 

34* 


\ 
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(3.)  F{t)  =  F{0)  + 1  FXO)  +  ^  FXO)  +  •  •  •  +  S  ^^KO)  -f  ^. 

Bei  der  Bildung  von  F\t\  F'\t\ . . .  muss  man  beactt-: 
dass  für  diese  Rechnung  t  die  einzige  Veränderliche  ist,  wähmHi 
ar,  y,  h,  k  conatant  bleiben,  dass  also 

,    N  du      ,        rff? 

wird.    Dadurch  erhält  man  nach  Formel  Nr.  138  der  Tabdle 
{    F(t)^f{u,v\ 

xv/,N_  df{u,v)       dfdu     dfdv      df.^dy. 


(5.) 


flf<  du  dt^ÖD  dt      du    ^  dv 


^"'«=^^'=(1*+^*; 


l-><')=%^=(^*+f*r 


Die  Formel  Nr.  138  der  Tabelle  ist  hier  anwendbar,   weil 
u  und  V  lineare  Functionen  von  i  sind.    Für  ^  =  0  wird 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  auch  daraus,  dass 

öw  __        dv  __ 
dx'^    '    dy" 

ist,  weshalb  auch  für  beliebige  Werthe  von  t 

df(u,  o)  ^  df(u,  v)  du  ^  df{u,  v)  ^ 
dx  du     dx  du 

df{u,  v)  _  df(u,v)dD  _  df(u,  v) 
dy  dv      dy  dv 

wii'd.    Aehnliches  gilt  für  die  höheren  Ableitungen.    Daraus  folgt 


a-) 
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i='(0)=/(r,y), 


/df(x+0ht,  y+  ekt)^     df(x+0ht,  y + QAQ  A< 


fi+i) 


Setzt  man  diese  Werthe  in  die  Gleichung  (3.)  ein,  so  er- 
hält man 

(8.)  F{t)  =f{j'  +  hl,y  +  kt)  = 


wobei 

(9.) 


/!*+! 


(n+l) 


(« +  1)  !\  dx  dy  ) 

oder,  wenn  man  die  zweite  Form  des  Restes  anwendet, 

(10.)  R=-^  [J'"'>(0i«)  —  i'>'>(o)] 

n!L\  öa-  dy  ) 


Setzt  man  schliesslich  t  gleich  1,  so  geht  Gleichung  (8.) 
über  in 
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(8a.)/(.+A.y+^)=/(.,y)+(|A+|*)+i(|Ä+|*)*' 


+ 

wobei 


+ir(f'4W'-'+-. 


►+11 


(9a.)  ji^^^(öfi-+^^^y+^^h+m^+j,y+mj,\' 

oder 

(10..)  ji=Jf  [(«fct?'^!»+*S*+  MkiS^iii^itliJ 

In  den  vorstehenden  Gleichungen  ist  wieder  von  der  symbo- 
lischen Bezeichnungsweise  Gebrauch  gemacht,  nach  welcher  z.  B. 

an   (^Ih  +  ^iT-^h^  +  2-^hk  +  ^A- 

(11.)     [^Q^^+  Qy^)   -  Q^il^  +^dxdy^^  dy*  * 

=  fttU,  yW  +  2/i*(a:,  y)hk  +Mx,  y)-t» 
wird.    Die  Grösse  &  liegt  dabei  immer  zwischen  0  und  +1. 

Diese  Art.  der  Entwickelung  lässt  sich  ohne  Weiteres  aal' 
Functionen  von  drei  oder  von  mehr  Veränderlichen  übertragen. 
So  ist  z.  B. 

(12.)      f{x+h,y-^k,z+l)=f{x,y,z)+(^^h+f^k+^J^ 

Aus  der  Tayfor'schen  Reihe  für  Functionen  von  mehreren 
Veränderlichen  Iftsst  sich  dann  auch  die  Afac-iautw'sche  Reihe 
herleiten.  So  braucht  man  z.  B.  bei  Functionen  von  drei  Ver- 
änderlichen nur 

a;=0,     y  =  0,     ;:  =  0 

ZU  setzen  und  dann 
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X  statt  A,    y  statt  k^    z  statt  l 

zu  schreiben,  um  die  Function  nach  steigenden  Potenzen  von 
.r,  y  und  z  zu  entwickeln. 


§  124. 

Homogene  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  151.) 
FAne  Function 

(1.)  z^f{Xx,   .r2,.  ..Tn) 

von  »  Veränderlichen  xi ,  ^2, . . .  a-«  heisst  eine  „homogefie  Function 
jj^un  Qrades!'\  wenn  sie  sich  durch  MuÜiplication  der  sämmtKchen 
Veränderlichen  mit  ein  und  demselben  Factor  t  in  sich  selbst  ver- 
irandeli^  multiplicirt  mit  der  m^"*  Potenz  dieses  Factois, 

Eine   homogene  Function  m''"  Grades  wird   daher  erklart 
durch  die  Gleichung 

(2.)  f{fXx ,    fX2,  ...  tXn)  =  lrf{Xi ,  X2,...  Xn). 

So  ist  z.  B. 

fi^j  y,z)=x^  —  2x^y  +  4yz'  —  7xyz 
eine  homogene  Function  dritten  Grades  von  x,  y,  z; 

fix,  y,  z)=^x^  +  Sxy  +  -7 -5— 

und 


f{x,y,z)  =  yx*  +  y*  — 


^xyz 


Yx^  —  z^ 

sind  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von  .r,  y,  z; 

.(          X          x-^yy-^zz-^x 
fix.  V»  ^)  =  -  H ,^^ ^z^  A — 

^^'^'       |/^T;r^  ^  yy2  +  .2    y.2  +  ^2 

ist  eine  homogene  Function  nullten  Grades  von  x,  y,  «• 

Satz  1.  Ditidirt  man  eine  homogene  Function  »»**••  Grades 
durch  die  m  Potenz  einer  ihrer  Veränderlichen,  z,  B.  durch 
Xn^,  SO  wird  der  Quotient  nur  von  den  n  —  1  Verhältnissefi  der 
übrigen  Veränderlichen  zu  dieser  einen  abhängen,  d.  h.  der 
Quotient  ist  nur  noch  eine  Function  von  n  —  1  Veränderlichen 
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—  ,  —  )  •  •  • • 


Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 

fifxi ,^2-2,...  te»_i,  iXn)  =  <"*/(^i,  3-2, .. .  Xn^i ,  ;r„) ; 

setzt  man  in  dieser  Gleichung  /  =  — »  so  erhält  man 

Satz  2.  -4u«  eiyier  nicht  homogenen  Function  mit  n  —  1 
Veränderlichen  y(«^i,  Wj,  . . .  Uh-i)  kann  man  eitie  homogtu" 
Function  m'*"  Grades  mit  n  Veränderlichen  machen^  indem  man 

Xi  X2  Xn^i 

«i  =  —  j  W2  =  — »  '  •  •  w„_i  =  

setzt  und  die  Fimction  mit  a-n"  multiplicirt.    Dabei  ist  der  Ex- 
ponent m  noch  ganz  beliebig. 

Beweis.    Vertauscht  man  in 
(4.)  x,r(p  (  ~-»  ^  »  •  •  •  ^- )  =/(:ri,  Xi,...Xn) 

\Xh       Xn  Xfi  / 

xx  mit  txx ,  Ä*2  mit  tx^^  . . .  a:«  mit  &r„ .   so  geht  Oleichnng  (4. 
über  in 

\Xn      Xn  Xn    / 

folglich  wird 

f{txx ,  ifa-2 ,  .  • .  txn)  =  /"/(^i ,  ara , . .  .  a-«) . 

Ist  y(Mi,  W2,...wn-i)  eine  ganze  rationale  Function,  >•' 
verfügt  man  über  die  beliebige  Zahl  m  gewöhnlich  so,  dass  auch 
die  homogene  Function  f{xx ,  X2,' .  .^^n)  eine  ganze  rationale 
Function  wird. 

Man  kann  diesen  Satz  benutzen,  um  Gleichungen  zwischen 
r,  y  oder  zwischen  x,  y,  z  homogen  zu  machen,  wodurch  ihre 
Behandlung  ftir  viele  Zwecke  bequemer  wird.  Ist  z.  B.  die 
Gleichung 

(5.)       OxxX^  +  2aiiXy  +  0227*  +  2a ^x  -f  2a2l^^/  +  a;w  =  0 

gegeben,  so  setze  man 
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Xi  Xi 

ar  =  — ,    y  =  — 

T^  Xz 

und  multiplicire  mit  x^^.  Dadurch  erhält  man  eine  homogene 
Gleichung  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen  xij  x%^  a*« , 
nämlich 

(6.)  anXi^'\'2axiXxX^+at%Xi^+2ai^XiXz+2atiX^xz+a%^x%^  =  0. 

Indem  man 

ars  =  1 ,     also     j-i  =  ar,    «r^  =  y 

setzt,  kann  man  dann  jederzeit  von  den  homogenen  Gleichungen 
zu  den  nicht  homogenen  zurückkehren. 

Satz  3.  Die  ersten  partiellen  Ableitungen  einer  homogenen 
Function  m'*"  Grades  sind  sämmtlich  homogene  Fkinctionen 
{m  —  ly*"  Grades. 

Beweis.    Bezeichnet  man,  wie  gewöhnlich, 

df(Xi,  3-2,...  g,,)         .       ^   /  ^  ^  X 

g mit  /a(^i ,  ara ,  .  .  .  Xn)  , 

SO  folgt  aus  der  Voraussetzung,  nämlich  aus  der  Gleichung 

/{txi^txo,  . . .  txn)  =  /•y(a:i,  a-o, .  .  .  Xn), 

durch  partielle  Differentiation  nach  Xa 

fa{tXx.  (Xy,  .  .  .  tXn)  .  t  =  f^fa^XiyXi,  .  .  .  Xn)  y 

oder 

(  7.)  fa{tXi,tX2^  .  .  .  tXn)  =  t"*-^fu{Xi  ,  X^^  .  .  .  Xn)j 

d.  h.  fa{xi,  X2,  ...  Xn)  ist  cinc  homogene  Function  {m —  l)'"* 
Grades,  wobei  a  die  Wert  he  1,  2, . . . «  haben  darf. 

In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  jede  zweite 
partielle  Ableitung  von  einer  homogenen  Function  m'*"  Grades 
eine  homogene  Function  (m  —  2)'**'  Grades,  allgemein,  dass  jede 
partielle  Ableitung  r*"»  Grades  eine  homogene  Function  (m — r)'"» 
Grades  ist. 

Setzt  man 

(8.)  tXi  =  «i ,       tX2  =  «2,   ...  ^Xn  =  Wu. 

SO  geht  die  Gleichung  (2.)  über  in 

(9.)  /(Wl ,  «2  ,  .  .  .  Wrt)  =  <"*/(^l  ,  .^2  ,  '  .  .  Xn). 
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Differentiirt  man  diese  Gleichung,  indem  man  t  als  die  ein- 
zige Veränderliche  ansieht,  so  erhält  man  nach  Formel  Nr.  138      | 
der  Tabelle 

/l  («1  ,  «2,  .  .  .  Un)  .  Xi  +/«(«!  ,  «2,  -  ..«»).  ^2  +  «  '  " 

oder  ftir  ^  =  1 

+fn  (Xi ,  arg*  .  .  .  Xn)  .  Xn  =  »tfCTi  jX^,..  .  Xn). 

Dies  kann  man  noch  einfacher  schreiben,  indem  man 

setzt;  daim  erhält  man  nämlich 

nn\  dz  dz     .  ,         dz 

(10.)  ^.  ^  +  .^,  _  +  ...  +  .^„  _  =  ^, . 

Beispiel. 

Es  sei 

(11.)  2  =  öiia:i2+2ai2.riÄ-2+a22^2*+2a,3ari.r3+2a23a;2a;8+«83:r3*, 
und 

«12  =  «21  j       ^13  =  «31  j       <3r23  =  f/82j 

dann  findet  man 

dz 
-Q^  =  2(a„a-i  +  fl,2a;2  +  aizZz)^ 

dz  ,  .  . 

=  2  («21^1  +  «22  ^2  +  «28^3), 


(12.) 


dxi 

dz 
-^  =  2  (as,  a-i  +  «323-2  +  033^3) ; 


zs  zs  zs 

(13.)  ^i-^  +  ^2-^  +  ^3^—  =  2r,(aii2-i  +  ai2:r2  +  «is^a) 

+  2x2{a2iZi  +  «22^:2  +  «as^Js) 

+  2X3(aiiXi  +  032^:2  +  «83  ^s) 
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Wenn  man  beachtet,  dass  -5— >  ^^j  •••5—  wieder  homo- 

OXi       0X2  ÖXn 

g-ene  Functionen  (m  —  1)'*^  Ordnung  sind,  so  folgt  aus  Gleichung 

dz 
(10.),  indem  man  z  mit  -^  -  und  m  mit  m  —  1  vertauscht, 

ff^z  ö-z  d^z         ,  ,  dz 

d^'-z      .        6'-z    .  dH         ,         ^.dz 

oxxdxi  dxo'  0x20  Xu  ^0x2 

d^z  d'z  d-'*  dz 

Maltiplicirt  man  diese  Gleichungen  bezw.  mit  x\,xi,  ...x„ 
and  addirt  sie,  so  erhält  man  imter  Anwendung  der  symbolischen 
Bezeichnungsweise  und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (10.) 

In  dieser  Weise  kann  man  fortfahren  und  findet 

Durch  diese  Formeln  kann  man  die  Gleichung  der  f  angente 
einer  ebenen  Curve  und  die  Gleichung  der  Tangentialebene  einer 
Fläche  vereinfachen. 

Es  sei  z.  B. 

(16.)  y=zf(x),     oder     -F(a:,y)  =  0 

die  Gleichung  einer  Curve    w'"»  Grades,   so   erhält   man   nach 
Formel  Nr.  95  der  Tabelle  för  die  Tangente  die  Gleichung 

oder 

(17.)  F,  {x,  y)  {x*  —  x)  +  F>  (r,  y)  (y'  -  y)  =  0. 

Macht  man  jetzt  aber  die  Gleichung  (16.)  homogen,  indem 
man 


540  §  124.    Homogene  Fimctioiiea. 

(18.)  ^  =  r-'  y  =  ~ 

setzt  und  mit  x^*"  multiplicii*t,  so  wird 

(19.)  a^a-i^C-»  -")  =  G(xi,Xi,xs)  =  0, 

Daraus  erhält  man  duich  partielle  Differentiation  nach  zi 
und  Xi 

a'3**""*i'4(— J  —  )=   02(^1,^2,^8). 

Deshalb  geht  Gleichung  (17.)«  wenn  man  sie  mit  x^**  multi- 
plicirt  und 

setzt,  über  in 

(20.)  Gl  (arS  —  a-i)  +  G2{x'i  —  ar-.)  =  0. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 

(21.)  GiXi  +  G2X2  4-  GsXs  =  nG(xi, xt, x^)  =  0, 

folglich  erhält  man  durch  Addition  der  Gleichungen  (20.)  und 
(21.)  für  die  Tangente  die  Gleichung 

(22.)  Gxx\  +  Gix'^  +  Gsxs  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 

ars  =  1,     also    xi  =  X,  Xi  =  y,  x\  =  x\  x'i  =  y' 
setzt,  gehen 

bezw.  in 

i^(:r,  y),  F,,  F, 

Über.  Diese  Form  für  die  Gleichung  der  Tangente  ist  einfacher 
als  die  bisher  benutzte,  denn  die  Gleichung  (17.)  ist  in  Bezug 
auf  X  und  y  vom  w''**  Giade,  während  die  Gleichung  (22.)  nur 
vom  (n  —  ly^^  Grade  ist. 
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Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  der  Ellipse   homogen,  so  er- 
hält man 

(23.)  G{xt ,  X2,  x^)  ==  y-xi^  +  a^Xi^'  —  aH^xs^  =  0, 

folglich  wird 

(24.)  C;i  =  2b^x, ,     Gi  =  2a2  T2 ,     Gz  =  —  2a^  l^xz , 

so  dass  man  für  die  Tangente  die  Gleichung 
(25.)  b^Zi  x\  +  a^x^x\  —  a^  V-x^^  =  0 

findet,  die  für  a-a  =  1  in 

(25  a.)  V'  XX*  +  a«  yy*  —  a^  42  —  q 

übergeht. 

Man  erkennt,  dass  das  hier  allgemein  erläuterte  Verfahren 
bei  den  in  §  81  behandelten  Aufgaben  bereits  Anwendung  ge- 
funden hat. 

Ist 
(26.)  JF(ar,  y,  r)  =  0 

die  Gleichung  einer  Fläche  »""  Grades,   so  hat  nach  Formel 
Nr.  145  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  die  Gleichung 

(27.)  F,  {x'  -x)  +  F,{y'  —  y)  +  Fs{z'  —  z)  =  0. 

Macht  man  Gleichung  (26.)  homogen,  indem  man 

Xi  X2  X;i 

x= — ?    V= — '     ^  =  — 

^4  3:4  X4 

setzt  und  mit  x^"^  multiplicirt,  so  erhält  man 

(26a.)  x^'fI^^  —I  — ^=  G(iri,:ro,:r3,2-4)  =  0. 

\Xi     Zi     xj 

Daraus  ergiebt  sich  durch  partielle  Differentiation  nach  ^ri, 
x%  imd  X'^ 

X^-'^  F,  (— ;  — ,  —  )  =  6ri  (a-1 ,  a-2,  2:3,  X^, 
\X^     X^     xj  ^ 

X,-'  fJ^  '?'?)=  ^2(^1  ,  X2  ,  ^3,  X,\ 
\X€      ^4      Z4/ 

^4''-*F3f— '  -='  — 1=  03(2:1,  5:2,  0:3,  :r4). 
\2:4    a-4    0:4/ 
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Deshalb  geht  Gleichung  (27.),  wenn  man  noch 

ar=  — >  y  —  — '   S'  ^  — 

setzt,  über  in 

(27  a.)     Gl  {x\  —  X,)  +  G.  (a:'2  —  ^2)  +  G3  (^3  —  5-3)  =  0. 

Nun  ist  aber  nach  Gleichung  (10.) 

(28.)   G^Xi  +  Gaa-a  +  ^3^3  +  ^4^4  =  «G(^i,  ^rj,  :r3,  T4)  =  0 , 

folglich  erhält  man  durch  Addition  der  Gleichungen  (27  a-)  und 
(28.)  für  die  Tangentialebene  die  Gleichung 

(29.)  G,x\  +  G^'^  +  Gzt\  +  G4TA  =  0. 

Indem  man  zum  Schlüsse 

^4  =  1  ,      also      SCi  =  :r,   Xy  =  y,   5*3  =  z, 

x\  =  .r',  x*<i  =  y\  x\  —  z* 

setzt,  gehen 

G{xi^xt^x^,x^,     Gij  Gl,  G3 
bezw.  in 

JF{x,y,z),  Fu  F.,   F, 

über.  Diese  Form  für  die  Gleichung  der  Tangentialebene  ist 
einfacher  als  die  bisher  benutzte,  denn  die  Gleichung  (27.)  ist 
in  Bezug  auf  x,y,z  vom  »'*'"  Grade ,  während  die  Gleichung 
(29.)  nur  noch  vom  («  —  1)*®*^  Grade  ist. 

Beispiel. 

Macht  man  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

-5  +  fj  +  ^-l  =  0 
ar       0^       c^ 

homogen,  so  erhält  man 

(30.)  G{x,,X2,  x,,x,)  =  ^  +  ^  +  £|!-  ,:,2  ^  q 

tt'  O'  c^ 

folglich  wird 

(31.)         Gl  =  — ^,    G2  ==  -T^^j    G3  =  — j- »    Ö4  =  —  22*4, 

so  dass  man  für  die  Tangentialebene  die  Gleichung 
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C32.)  ^  +  ^  +  ^-^,^  =  0 

a-  0^  c^ 

findet,  die  f ür  :r4  =  1  in 

(32a.)  f:£:+^+fi:_i=o 

^  "^  a-        ö^        c- 

Übergeht. 

Man   erkennt,   dass  auch  diese  Vereinfachung  bereits  in 
§  116  zur  Anwendung  gekommen  ist. 


§  125. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen 
von  zwei  von  einander  unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel- Tabelle  Nr.  152.) 

Es  sei 

(1.)  ^=/(^,y) 

eine  stetige  Function  der  beiden  von  einander  unabhängigen 
Veränderlichen  z  und  y ;  man  nennt  dann  z  ein  Maximum,  wenn 

/(^,  y)  >/(^  +  Ä,  y  +  ^0 

wird  füi'  hinreichend  kleine,  im  Uebrigen  aber  beliebige,  positive 
oder  negative  Werthe  von  A  und  i.  Dagegen  nennt  man  z  ein 
Minimum,  wenn  für  die  angegebenen  Werthe  von  h  und  k 

wird.  Um  die  Werthe  von  x  und  y  zu  bestimmen,  für  welche 
z  ein  Maximum  oder  Minimum  wiid,  muss  man  also  untersuchen, 
für  welche  Werthe  von  x  und  y  die  Differenz 

(2.)  J  ^f{x  +  A,  y  +  h)  -/(;r,  y) 

beständig  negativ,  bezw.  beständig  positiv  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  entwickelt  man  J  mit  Hülfe  des 
Tay^or'schen  Lehrsatzes  nach  steigenden  Potenzen  von  h  und  ^, 
wobei  vorausgesetzt  wird ,  dass  f{x,  y)  und  die  vorkonmienden 
Ableitungen  davon  für  die  betrachteten  Werthe  von  x  und  y 
stetig  und  endlich  sind.  Dann  erhält  man  nach  Formel  Nr.  150 
der  Tabelle 
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(3.)      f(x  +  Ä,  y  +  k)  =/(:r,  y)  +  (|J  Ä  +  ^ a)  +  Ä ; 

dabei  ist,  wenn  man  die  zweite  Form  des  Restes  anwaidet  und 
bei  @  den  Index  1  fortlässt, 

(4.)  R  =  \f,{x  +  ®A,  y  +  m)  —fix,  y)]Ä 

+  {f^{x  +  0Ä,y  +  ek)—Mx,y)\k. 

Da  die  Stetigkeit  der  Functionen  /i  (:r,  y)  mid  yi(a:,  y)  vor- 
ausgesetzt wird,  so  kann  man  die  absoluten  Beträge  der  Diffe- 
renzen 

fix  +  ®Ä,  y  +  ®k)  —fi{x,  y) 
und 

Mx  +  ©Ä,  y  +  ®k)  —Mx,  y) 

für  hinreichend  kleine  Werthe  von  A  und  k  so  klein  machen, 

als  man  nur  will,  z.  B.  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grösse  a. 

öfix  y\ 
Wäre  jetzt      \       =/i  (^j  y)  von  Null  verschieden ,  so  könnte 

man  ^  =  0  und  h  so  klein  machen,  dass 

«<  l/i(^»y)  I 

wird.    Da  nun  aber 

(5.)  R  =  [/i  (:r  +  Gh.  y)  -/i  (x,  y)]h 

seinem  absoluten  Betrage  nach  noch  kleiner  ist  als  aÄ,  so  hat 

(6.)  ^^A{x,y)h  +  R 

dasselbe  Vorzeichen  me  fi{x,y)A.  Deshalb  wechselt  ^  mit  h 
zugleich  das  Zeichen,  ist  also  weder  beständig  negativ,  noch 
beständig  positiv.  Daraus  folgt,  dass  f(x,y)  nur  dann  ein 
Maximum  oder  Minimum  werden  kann,  wenn 

(7.)  M^,y)-=o 

ist.  Die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  erkennt  man  schon 
daraus,  dass  f(x,  y)  ein  Maximum  bezw.  ein  Minimum  bleiben 
miiss,  wenn  man  y  als  unveränderlich,  also  x  als  die  einzige 
Veränderliche  betrachtet.  Wie  nun  f{x)  nur  für  Werthe  von  x 
ein  Maximum  oder  Minimum  werden  konnte,  für  welche  /'(a:) =0 
wurde  (vergl.  Formel  Nr.  79  der  Tabelle),  so  kann  hier/(jr,y) 
nur  für  Werthe  von  x  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden,  für  welche  die  Gleichung  (7.)  beftiedigt  ist. 
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Kbensa  kann  man  jetzt  aber  anch  zeigen,  dass 

(8.)  /,(:r,y)  =  0 

sein  mnss.  Aus  den  Gleichungen  (7.)  und  (8.)  findet  man  dann 
die  Werthe  von  x  und  y,  für  welche  möglicher  Weise  ein 
Maximum  oder  Minimum  von/(^,  y)  eintritt. 

Ob  für  die  so  gefundenen  Werthepaare  von  z  und  y  wirk- 
lich ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  darüber  entscheidet 
in  vielen  Fällen  schon  der  Charakter  der  Aufgabe,  wie  das 
folgende  Beispiel  zeigen  möge. 

Aufgabe.  In  der  Ebene  seien  beliebig  viele  Punkte  Pt, 
P2^...Pn  mit  den  Coordinaten  «i,  yi ;  x%^  y2;  •  •  •  ^n,  y«  gegeben; 
ihre  Massen  seien  bezw.  Mx ,  Mty  ...Mn;  man  soll  die  Coordinaten 
eines  Punktes  P  finden,  so  dass  die  Summe 

J/i .  PP,^  +  M. .  PP^'  +  . . .  +  j/„  .  p]^ 

ein  Minimum  wird. 

AufIBsung.  Hier  ist  die  Function,  welche  ein  Minimum 
werden  soll, 

(0.)   fix,  y)^M, [{x-x,Y  +  iy-yCf]  +  M,[{x-x^y  +  {y-y^J] 

+  . . .  +  M,,[{x  —  xnf  +  (y  —  y»)'], 
also 

fx{x,  y)  =  2  Mi{x  —  x^)  +  2M2(x  —  a^a)  H h  2Mn{x  —  :r„), 

M^jV)  =  2Jlfi(y  —  y,)  +  23f2  (y  —  y2)  +  •  •  •  +  2J/n(y  —  y*). 
Indem  man 

/i(^>y)  =  ö    und  /2(^,y)  =  0 
i^etzt,  findet  man 

MxXx  +  A/2ar2  H h  M^Xn 


(10.) 


(11.) 


X  = 


-Ml  +  JfaH h  Mn 


Da  bei  dieser  Aufgabe  sicher  ein  Punkt  vorhanden  ist, 
welcher  die  Eigenschaft  des  Minimums  besitzt,  und  da  man  nur 
ein  einziges  Werthepaav  von  x  und  y  findet,  fär  welches  die 
beiden  nothwendigen  Bedingimgen  erfüllt  sind,  so  muss  dieses 
Werthepaar  das  Minimum  liefern. 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  i^5 
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So  einfach  ist  aber  die  Entscheidung  im  Allgemeinen  nick* 
Dagegen  ergeben  sich  für  alle  Fälle  die  folgenden  Rüpeln. 

Sind  die  Bedingongsgleichungen  (7.)  und  (8.)  befriedigt.  > 
findet  man  durch  die  Entwickelung  nach  der  Tayiarschen  Heihr 

(12.)  ^  =  ^  (/»^'  +  ^f'^^^  +/«*')  +  Ä, 

wobei  nach  Formel  Nr.  150  der  Tabelle,  wenn  man  /i  =  2  s^tzi 
und  wieder  die  zweite  Form  des  Restes  anwendet, 

2!  L\  dx  dy  ) 

also 

(13.)  2Ä  =    [f,,{x  +  &h,y  +  Gk)  —Mx,  y)]/i'' 

+  2[/i2(r  +  ®ft,y  +  ®k)  —fn{x,  y)\hk 

+    [fn  {x  +  ®  A,  y  +  ek)  —f^  {x,  yj\  k^ 

ist.  Da  die  Stetigkeit  der  Functionen  fn  (^,  y),  /i2(:r,  y),  J^nix^y 
vorausgesetzt  wird,  so  kann  man  die  absoluten  Beti-age  dei 
Differenzen 

/ii  {x  +  0Ä,  y  +  ®A)  -/tt  {x,  y) , 

fn{x  +  0A,  y  +  ®k)  — /isCr,  y), 

/22(^  +  0/i,  y  -h  &k)  —fnijr,  y) 
für  hinreichend  kleine  Werthe  von  h  und  k  so  klein  machen, 
wie  man  nur  will,  z.  B.  kleiner  als  die  beliebig  kleine  Grosse  ß. 
Dann  wird 

(14.)         2  I  Ä  I  <  ß{h^  +  2\hk\  +  k'^)r=ß{\h\  +  \k\  )\ 

Setzt  man  jetzt 

(15.)       /u(r,  y)h'  +  2/12(2;,  y)hk  +Mx,  y)k^  =  y(Ä,  Ä-) , 

so  heisst  diese  homogene  Function  zweiten  Grades  „eine  deßnite 
Form^,  wenn  sie  för  alle  Werthe  von  h  und  k,  von  denen 
wenigstens  der  eine  von  Null  verschieden  sein  muss,  entw^eder 
beständig  positiv  oder  beständig  negativ  ist.  Es  soll  nun  durch 
die  folgenden  Untersuchungen  gezeigt  werden,  dass  J  füi*  hin- 
reichend kleine  Werthe  von  h  und  k  mit  y(Ä,  A)  gleiches  Vor- 
zeichen hat,  wenn  diese  Function  eine  deflnite  Form  ist,  dass 
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also  /(ar,  y)  für  die  gefundenen  Werthe  von  x  und  y  ein  Minimum 
^wird,  wenn  ^{h,A)  beständig  positiv  ist,  und  das8/(ar,  y)  ein 
Jkfazimum  wird,  wenn  y(A.  k)  beständig  7ieg<xtiv  ist. 

Um  darüber  zu  entscheiden,  ob  (p(h/k)  eine  deßnite  Form 
ist,  bilde  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  /ü  ^  0  ist, 

y(Ä,  k) ./,!  =/ii*Ä2  +  2fnfvihk  +/i«^ A«  +  (/11/22  —M)^'\ 

dies  giebt 

(16.)       y(Ä,  Ä)  =  :i- [(/n Ä  +.A, Ay^  +  (/u/22  -A2')m  • 

Damit  dieser  Ausdruck  für  /:  =  0  positiv  ist,  muss  zunäclist 
(17.)  /i,>0 

sein;  damit  ferner  <p(Ji^k)  auch  positiv  ist,  wenn  man 

/iiÄ+/i2>l  =  0,    oder    >t  =  -4^ 

setzt,  muss  ausserdem 

(18.)  /11/22  ~/i2- >  0 

sein.  Diese  beiden  Bedingungen  (17.)  und  (18.)  sind  nothtvendig^ 
sie  sind  aber  auch  hinreichend;  demi  wie  man  auch  h  und  k 
bestimmen  mag,  y(Ä,  k)  ist  dann  immer  positic ,  so  lange  h  und 
k  nicht  beide  gleich  0  sind. 

In  derselben  Weise  kann  man  unter  der  Voraussetzung, 
dass  /22  S  0  ist,  die  Function  y(A,  k)  auf  die  Form 

(19.)     y(A,  k)^l- [(fuf22 -U)h'  +  {fnh  +fnkf] 

y22 

bringen.    Dabei  folgt  aus  den  Bedingungen 

/ii  >  0  uiid  /t,/22  — /12'  >  0,     oder   fnfn  >  fir  >  0 

schon  ganz  von  selbst,  dass  auch  /22  >  0  sein  muss. 

Gelten  die  Ungleichungen  (17.)  und  (18.),  so  kann  man  für 
hinreichend  kleine  Werthe  von  //  und  k  die  oben  eingefiihite 
Grösse  ß  kleiner  machen  als  die  Werthe  von 

/11/22— /l2-  ,       /l*A2— /t2^ 

4/it      ^'^  '   4/-r  ' 

woraus  sich  ergiebt,  dass  auch 

ß<fn    und    ß<fu 
ist.    Dadurch  wird  für  h^o,  A;  =  0  nach  Ungleichung  (14.; 

a5* 
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(20.)  y(il,A)=/„Ä«>/»A»>2|Ji|, 

nnd  für  /*  =  0,  A^O 

(21.)  y(Ä,*)=/MA*>/»**>2|Ä|. 

Ferner  wird  nach  Gleichung  (19.)  für  |  A  |  ^  ]  ^  f  >  0 
(22.)     ff{h,  k)  ^ /"/«»—•/'""  A« >  -MA*  >/»(!  A 1  +  /  .6  D« >  2 ; Ä 
und  nach  Gleichung  (16.)  für  |  A  |  ^  |  A  |  >  0 
(23.)    v{h,k)^^-^^^^p^'^ k!^>m''>ß{\h\  +  \A\^>2\R  . 

Deshalb  wird  nach  Gleichung  (12.) 

^  =!»(*,*)+ Ä, 

gleichviel,  ob  R  positiv  oder  negativ  ist,  mit  <f{h,k)  gleichö 
Vorzeichen  haben,  d.  h.  J  ist  beständig  positiv. 

Somit  sind  die  Bedingungen 

(24.)  /i(:r,  y)  =  0,    f,{x,  y)  =  0,    /u  >  0,    fn^  —f^.^  >  0 
dafür,  dass  fix,  y)  ein  Minimum  wird,  auch  hinreichend. 

Ebenso  findet  man  aus  Gleichung  (16.),  dass  die  PuncrioD 
y(Ä,  k)  beständig  negativ  ist,  wenn 

(25.)  /ii<0    und    fnfn—M>0 

ist.    Aus  /11/22  >/i2^  >0  folgt  dann,   dass  auch  /«o  <  0  sein 
muss. 

Macht  man  jetzt  die  absoluten  Beträge  von  h  und  k  so 
klein,  dass  ß  kleiner  wird  als  die  Grössen 

SO  wird  für  A  ^  0 ,  A-  =  0  nach  Ungleichung  (14.) 
(26.)  —  y(Ä,  k)  =  — /„  A^  >  /*A*  >  2  1  Ä  j , 

und  für  A  =  0,  ^-  ^  0 
(27.)  —  if{h,  k)  =  —fitk^  >^ie->1\R\. 
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Ferner  wird  nach  Gleichung  (19.)  flu*  |  A  |  ^  |  ^ ;  >  0 
(28.)  —  y(A,  ^)>  -'^"•^^V~-^"'/i»>  m'^ß(\h\+\i\y>2\R\ , 
und  nach  Gleichung  (16.)  fOr    i  /^  A  >  0 
(29.)  _y(A,A)>_-^l^:Z=/lL'A»>4^^^^ 

Deshalb  hat  auch  in  diesem  Falle,  gleichviel,  ob  R  positiv 
oder  negativ  ist,  J  mit  fp{h^k)  f&r  hinreichend  kldne  Werthe 
von  h  und  k  gleiches  Vorzeichen,  d.  h.  J  ist  beständig  negativ. 

Somit  sind  die  Bedingungen 

(30.)/,(a:,y)==0,    /,(a?,y)  =  0,    /ii<0,    /u/js  — /,*  >  0 
dafür,  das8/(a:,  y)  ein  Maximum  wird,  auch  hinreichend, 

Ist  dagegen 

(31.)  /ii/«ä-/i2*<0, 

so  ist  y(Ä,  A)  Ae«»e  defnite  Form,  denn  fiir  A  =  0  hat  9p(Ä,  A)  = 

/*  A 
/iiÄ-  gleiches  Vorzeichen  mit/n,  und  für  A=:— *^^,  oder 

/uA  +/12A  =  0  wird  nach  Gleichung  (16.) 

( 32.)  rf{h,  k)  =^-%-/ü'  yt2 

/" 

und  hat  deshalb  das  entgegengesetzte   Zeichen  wie  /n.    Dabei 

wird  für  diese  besonderen  Werthe  von  A  und  k  die  Function 

f/5(A,  A)  über  das  Vorzeichen  von  J  entscheiden,  demi  füi*  A  =  0 

wird 

(33.)  2J  =/,! A'-  +  [fn(x  4-  0A,  y)  —fn  (x,  g)] h\ 

wobei  man  den  Ausdruck  in  der  eckigen  Klammer  für  liin- 
reichend  kleine  Werthe  von  A  beliebig  klein  machen  kann;  und 
fiir/iiA  =  — fiik  wird 

[U.)  2J  =  hlf^^llli  A2  +  2Ä, 


wobei 


2|Ä|<^(l/lll  +  |/l2l)^ 
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i8t.    Für  hinreichend  kleine  Werthe  von  k  kann  man  Bh&  &'. 
Ausdruck 


^(i/n|  +  l/.»l)'< 


/ii 


machen.    Deshalb  wird,  wenn 

/11/22  — /«» <  0 
ist,  y  (;r,  y)  weder  ein  Mcuimum  noch  ein  Minimum,  da  ^  wed^r 
bestandig  negativ  noch  beständig  positiv  ist. 

Ist  endlich 
(35.)  /11/22— /i2^  =  0,    oder   fnfn=fi2\ 

so  wird  nach  Gleichung  (16.),  wenn/n^O  ist, 

(36.)  y(Ä,  i)  =  7^(/iiÄ  +/i2A)S 

oder  nach  Gleichung  (19.),  wenn/M§0  ist, 

(37.)  y(Ä,  i)  =  ji- (/,2/i  +/22*)^ 

/22 

In  diesem  Falle  nennt  man  die  homogene  Function  q'ih.k) 

eine  ^semidefnite  Form^^ ;  sie  verschwindet  nämlich  für  Ä  =  0, 

/12Ä 
A'  =  0  und  ausserdem  noch  für  A  =  — "^7;—  >   während  sie   für 

alle  anderen  Werthe  von  h  und  k  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie 
/,i.  bezw.  wie/«.  Deshalb  kann  jetzt  fp{h,h)  nicht  mehr  ffir 
aDe  Werthsysteme  von  h  und  k  über  das  Vorzeichen  von  J 
entscheiden.  Man  kann  vielmehr  über  die  Werthe  von  h  und  k 
so  verfügen,  dass  v{h,k)  '(vom  Vorzeichen  abgesehen)  sdhst 
dann  kleiner  als  2  1 22 1  wird,  wenn  man  die  absoluten  Betrage 
von  Ä  und  k  beliebig  klein  macht. 

Wie  dies  geschieht,  möge  zunächst   bei  einem  Beispiele 
gezeigt  werden.    Es  sei 

(38. )  f{z,  y)  =  {2px  —  y2)  i2qx  —  y^) 

=  ^pqx^  —  2(/?  +  q)xy^  +  y*, 
also 
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■ 

C 39.)  f,ix,y)  =  %pqx^ 2(p  +  q)y\    /.{x, y)  =  -  4(p  +  q)xy  +  4y3, 

(,4<J.)  fn(x,  y)  =  8py,    /,2(r,  y)  =  ~  4(;?  +  q)y, 

/22(^,  y)  =  —  4(/^  +  q)x  +  12y«. 

Da  die  Functionen  /i (a-,  y)  nnd  fi{x,y)  fdr  2-  =  0 ,  y  =  0 
l>eide  verschwinden,  so  muss  man  untersuchen,  ob  für  diese 
Werthe  von  x  und  y  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt.  Aus 
den  Gleichungen  (40.)  ergiebt  sich  für  a:  =  0,  y  =  0 

(41.)       /„(0,0)  =  8/^,    /,2(0,0)^0,    /„(0,0)  =  0, 

also 

(42.)  /l,/22— /l2*=-0. 

Die  Bedingungen,  welche  büfier  fiör  das  Eintreten  eines 
Maximums  oder  Minimums  aufgestellt  worden  sind,  werden  also 
nicht  erfüllt. 

Dagegen  folgt  aus 

(43.)  /(O  +  Ä,  0  -h  >{:)  =/(Ä,  i)  =  Apqh^  —  2,p  +  q)hk^  +  A«*, 

<iass  die  Function  y(A,  k) ,  welche  sich  in  diesem  Falle  auf  das 
eine  Glied  %pqh^  reducirt,  nicht  immer  über  das  Vorzeichen  von 

(44.)     J  —f{fi,  k)  — /(O,  0)  =  ^pqh^  —  2(p  +  q)hk^  +  k^ 

entscheidet.    Setzt  man  z.  B. 

(45.)  k^  =  2tt, 

wo  man   über  die  Grösse  l  noch   beliebig   verfügen  darf,   so 
wird 

(46.)       ^^4t[pq  —  {p+q)l  +  P]  h^  =  4(/  —p){l—  q)hK 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  p>q  ist,  wird  deshalb  J 
positiv ,  wenn  l  >p ,  oder  Kq  ist ;  dagegen  wird  J  negativ^ 
wenn  p>l>q  ist.  Obgleich  also  tpih^k)  niemals  negativ  wer- 
den kann,  wenn  p  und  q  dasselbe  Vorzeichen  haben,  wh'd  J 
doch  positive  und  fiegatice  Werthe  annehmen,  so  dass /(O,  0) 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ist. 

Bemerkvair* 

In  dem  Falle,  wo 

/ii/«-/i22  =  0 

ist,  liegt  die  folgende,  fehlerhafte  Schi  assweise  nahe.   Wenn  z.  B.  /n^O 
ist,  so  folgt  aus  Gleichung  (16.)  fiir/ij/22  —  /i2^  =  0,  dass 
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(47.)  V(A,*)»-^(/nA-|-/„Aj)^ 

ist,  folglich  hat  <f>{h,  k)  immer  dasselbe  Vorzeichen  -wie  fx\  -  ^Q^  *^' 
/tiA-" — fi^k  wird  «p(hjk)  gleich  Null  und  kann  deshalb  nicht  n^r 
über  das  Vorzeichen  von  J  entscheiden.  Für  diesen  besonderen  Wercft 
von  h  :  k  muss  also  das  Vorzeichen  von  J  noch  untersucht  "mrerden,  in- 
dem man 

^  -/(' -  T-^' »  y  +  *)  -/(', y) 

nach  steigenden  Potenzen  von  k  entwickelt.  Da  man  es  hierbei  nur  aat 
einer  einzigen  Veränderlichen  k  zu  thun  hat,  und  da  unter  den  g^machia 
Voraussetzungen  die  Glieder  erster  und  zweiter  Dimension  Yerschi^HndeD. 
so  wird 

^  —  CA»  +  D**  +  .BA-5  H 

Ist  C So,  so  wechselt  ftlr  hinreichend  kleine  Werthe  von  k  die 
Grösse  J  mit  k  zugleich  das  Vorzeichen,  so  dass  wtder  ein  ^fajnmum 
noch  ein  Minimum  eintreten  kann.  Ist  aber  C  =  0,  so  tritt  ein  ^inimu^ 
ein,  weim  /n  und  D  beide  positiv  sind,  und  ein  Maximum^  wenn  ^fi\  and 
D  beide  negativ  sind.  Haben  f\\  und  D  vereehiedenee  Vorzeichen,  so  tritt 
weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  ein. 

Dass  diese  Schluss weise  fehlerhaft  ist,  lehrt  schon  das  oben  an- 
getilhrte  Beispiel,  in  welchem  /(0, 0)  weder  ein  Maximum  norh  ein 
Minimum  ist,  obgleich  in 

J  =  ^pqh^  —  2{p  +  q)hk^  +  Ä* 

alle  soeben  angegebenen  Bedingungen  für  das  Eintreten  eines  Minimums 
erfüllt  sind.  Es  ist  nämlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  p  und  q 
gleiches  Vorzeichen  haben, 

l)/n/22-/i22«0, 
2) /u  -  8/>5  >  0, 

3)  der  Coefficient  C  von  k^  in   der  Entwickelung  von  J  nach 

f    h 

steigenden  Potenzen  von  k  ist  gleich  0,  weil  ä  =  —  "-^  =  \i 

.'11 
ist, 

4)  der  Coefficient  i>  von  k^  in  dieser  Entwickelung  ist  gleich 
+  1|  also  positiv. 

Der  Fehler  der  angefahrten  Schlussweise  liegt  darin,  dass  för  das 
Vorzeichen  von  J  die  Glieder  höherer  Dimension  nicht  blos  in  dem 
Falle  den  Ausschlag  geben,  wo  c/>(7i,  k)  verschwindet,  sondern  auch  schon 
dann,  wenn  (f(hf  k)  sich  dem  Werthe  0  nähert,  ohne  dass  h  und  k  gleich 
0  werden.  Indem  die  Function  ff{h ,  k)  für  hinreichend  kleine  Werthe 
von  h  und  k  beliebig  klein  wiixi  von  einer  höheren  als  der  zweiten  Ord- 
nung, kann  sie,  vom  Vorzeichen  abgesehen,  kleiner  sein  als  die  Summe 
der  Glieder  dritter  und  höherer  Dimensionen. 
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Will  man  in  dem  Falle,  wo 

fixfn  —fit*  =  0 

ist,  die  Untersuchung,  ob  /(x,  y)  ein  Maximum,  oder  ein  Minimum, 
oder  keines  von  beiden  ist,  zu  Ende  führen,  so  muss  man  be- 
achten ,  dass  J  eine  Function  JP(A,  k)  ist,  deren  Vorzeichen  für 
sehr  kleine  Werthe  von  h  und  k  bestimmt  werden  soll.    Indem 
man  zunächst  annimmt,  dass  h  einen  sehr  kleinen  positiven  oder 
negativen,  aber  constapäm  Werth  besitzt,  kann  man  F{h,  k)  als 
eine  Function  der  einzigen  Veränderlichen  k  betrachten  und  nach 
den  Regeln,   welche  f&r  die  Theorie  der  Maxima  und  Minima 
bei  Functionen  von  einer  Veränderlichen  gelten,  die  Werthe  von 
k  bestimmen,  für  welche  F{h^k)  ein  Maximum  oder  Minimum 
wird.    Zu  diesem  Zwecke  sucht  man  die   Werthe  von  k  auf, 
für  welche 

wird.  Von  diesen  Werthen  braucht  man  aber  nur  diejenigen  zu 
berücksichtigen,  welche  zwischen  den  beiden  constanten  Grenzen 
—  h  und  +  h  liegen ;  sie  seien  (der  Grösse  nach  geordnet) 

*i  =  g^i(Ä),  *2  =  ^«(Ä),  ...*«  =  ym(A). 

Ebenso  kann  man  annehmen,  dass  k  einen  sehr  kleinen  posi- 
tiven oder  negativen,  aber  constanten  Werth  besitzt,  und  F(h,  k) 
als  Function  der  einzigen  Veränderlichen  /f  betrachten.  Indem 
man  die  Werthe  von  A  aufeucht,  für  welche 

wird,  findet  man  die  Werthe  von  ä,  für  welche  F{hj  k)  möglicher 
Weise  ein  Maximum  oder  Minimum  wiixi.  Auch  hier  braucht 
man  nur  diejenigen  Werthe  von  h  zu  berücksichtigen,  welche 
zwischen  den  beiden  constanten  Grenzen  —  k  und  +  k  liegen ; 
sie  seien  (der  Grösse  nach  geordnet) 

fil  =  ipi{^),  Aj  =  l//2(*),  . . .  hu  =  ipn(k). 
Ergiebt  sich  jetzt,  dass  die  Grössen 

F(/i,  —  h) ,  F{h,  k,),  F{h,  k^,) , . . .  F[h,  kj ,  F(h,  +  h) , 
F{—  k,  k),  F[/ii,  k),  F{A.2.  A), . . .  F{hn,  k),  F(+  k,  k) 


(48.) 
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mmmtlich  negativ  sind,  so  ist  J  fär  alle  in  Betracht  kommai* 
den  Werthe  von  h  und  k  negativ,  weil  auch  die  grössten  Werthe 
von  J  noch  negativ  sind.  Ergiebt  sich  aber,  dass  die  in  (48. 
angegebenen  Grössen  sämmüich  positic  sind,  so  ist  -:/  fnr  alle 
in  Betracht  kommenden  Werthe  von  h  imd  i  positiv,  weil  auch 
die  Meinsien  Werthe  von  J  noch  positiv  sind.  In  dem  ersten 
Falle  wird  also  /(.r,  y)  ein  Maximum  und  in  dem  zweiten  Falle 
ein  Minimum, 

Diese  Bedingungen  sind  gleichzeitig  auch  die  nothwendigen : 
denn  sind  die  unter  (48.)  angegebenen  Grössen  theilweise  positiv 
und  theilweise  negativ,  so  wechselt  J  das  Vorzeichen,  woraus 
dann  folgt,  dass/(:r,  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum 
wird. 

Die  vorstehenden  Umfonnungen  sind  unter  dei'  Voraus- 
setzung durchgefühlt  worden,  dass  /h  2  0  ist.  Fällt  diese  Vor- 
aussetzung fort,  so  wird  im  Allgemeinen  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimimi  eintreten. 

Ist  nämlich 

(49.)  /ll  =  0,     /i2^0,      /22^0, 

80  wird 

(50.)  (f  (Ä,  k)  =  2fnhk  +/22 k^ 

=  7^[(/l2Ä+/22*)^-/22^Ä2]. 

Für  /t  =  0  hat  daher  (f{/t,k)  mit /22  gleiches  Vorzeichen: 
für  Ä  =  — -,.      dagegen  sind  die  Vorzeichen  von  a{h,k)  und 

yi2 

ßn  ungleich. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  den  Fall  erledigen,  wo 

(51.)  /ll^O,     /,2^0,     /22  =  0 

ist;  man  braucht  nur  die  Indices  1  und  2   und  die  Grössen  /* 
und  k  mit  einander  zu  vei-tauschen. 
Ist  ferner 

(52.)  /n=0,    /12SO,    /22  =  0, 

so  wechselt 
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mit  h  (und  ebenso  mit  i)  das  Vorzeichen.  Wenn  also  die  Vor- 
aussetzungen (49.),  (51.)  oder  (52.)  gelten,  kann  weder  ein 
J^aximum  noch  ein  Minimum  eintreten.  Denn  J  wechselt  mit 
if\h^k)  zugleich  das  Vorzeichen,  da  die  betrachteten  Wei*the 
von  if  (A,  k)  kleine  Grössen  zweiter  Ordnung  sind  und  sich  von 
^  nur  durch  kleine  Grössen  drittem-  Ordnung  unterscheiden. 

Die  Fälle,  in  denen 

(54.)  /it  =  0,   /i2  =  0,   /22SO, 

oder 

ist,  geben 

/11/22  —M  =  0 
lind  sind  oben  schon  ausführlich  behandelt  worden. 


Es  bleibt  daher  nur  der  Fall  übrig,  wo 

l56.)  /ll  =  0,     /i2  =  0,     /22  =  0 

ist;  dann  wird  nach  dem  Tayfor'schen  Lehrsatze 

oder 

(57  a.)     %J  =/„iÄ«  +  ^fmh^k  +  Sf.^hk^  +Mk^  +  6Ä, 

wobei  nach  Formel  Nr.  150  der  Tabelle 

1 58.)         6Ä  =     [/in  ix  +  0Ä,  y  +  Gk)  — /„j  (^,  y)]  A^ 

+  3[/„2(^  +Oh,y  +  ek)  —fMjr,  y)]h''k 
+  3[/i22(:c  +  Gk,  y  +  &k)  —M(x,  y)\hk^ 
+    L/222  {x  +  (9A,  y  +  Gk)  -/,22  (a:,  y j]  *» 
ist.    Da  man  die  Stetigkeit  der  Functionen /iii(a:,y),  /ii2(^,  y), 
/i22(^,  y), /2m(^,  y)  voraussetzt,  so  kann  man  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  h  und  k  die  absoluten  Beträge  der  Grössen, 
welche  bei  Gleichung  (58.)  in  den  eckigen  Klammem  stehen, 
kleiner  machen  als  eine  beliebige  kleine  Grösse  y^  folglich  wird 

(59.)  6  i?|<y(A  +;*)*. 
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Sind  die  Grössen /m,  /u«,  /i»,  fm  von  0  verschiedtrL. 
and  sind  t<i,  t^,  t/s  die  Wurzeln  der  Gleichung 

(60.)  /in  tt»  +  a/,i,t««  +  3/iMtt  +/m  =  0 , 

80  wird/iutt«  +  3/iijti*  +  3/tnt<  +/»f  ftr  alle  Werthe  von  «, 
welche  von  ui,  t^  und  t^s  verschieden  sind,  eine  endlicke  Grosse 
sein.    Indem  man  für  einen  solchen  positiven  Werth  von  u 

fn.  ,  ,  ^/iiiti«  +  3/112^'  +  3/mti  4-/2« 

macht  und  h=^u,k  setzt,  wird,  vom  Vorzeichen  abgeseh^i, 

(62.)  f,nh?  +  3/„2ÄU  +  3/122Ä*»  +/222*» 

=  (/iiitt^  +  3/„2ti«  +  Zfmu  +/„2)*^  >  K«*  +  1)'*»  >  ß  (  i2 1. 

Deshalb  hatz/  das  gleiche  Vorzeichen  wie  (/m  «3  + 4/112«* 

+  3/i22« +yV22)**,  ein  Ausdruck,   der   mit  k  das  Vorzeichen 

wechselt;  folglich  hat  J  positive  und  negative  Werthe,  so  dass 

f{x^  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  werden  kann, 

wenn  die  Grössen /m ,  /n«,  /m,  ftti  nicht  alle  vier  gleich  0  sind. 


(63. ) 


Gelten  die  9  Bedingungen 

/i  =  0,  ^i  =  0, /n  =  0, /12  =  0, /22  =  0, 

fm  =  0,  fi\2  =  0,  ^122  =  0,  y222  =  0, 

so  findet  man  nach  dem  Tay/or'schen  Lehrsatze 

Der  Ausdruck  l-^h  +-^k\     ist  eine  homogene  Function 

g(lKk)  vierten  Grades  von  h  und  k  und  kann  nach  den  Sätzen 
der  Algebra  in  zwei  homogene  Functionen  zweiten  Grades  ffi{h,  k\ 
und  ^2(Ä,  k)  zerlegt  werden.  Sind  ^i(Ä,  k)  und  fft{h,  k)  zwei 
deßfiite  Formen,  so  lässt  sich  zeigen,  dass  J  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  /i  und  k  gleiches  Vorzeichen  mit  y(Ä,  k)  hat, 
dass  Bl&o/{x,y)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird,  jenachdem 
g{h,  k)  beständig  negativ  oder  beständig  positiv  ist. 

Diese  üntei'suchung  wird  jedoch  nur  in  äusserst  seltenen 
Fällen  erforderlich  sein  und  möge  deshalb  an  dieser  Stelle  nicht 
weitergeführt  werden. 
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Im  Allgemeinen  wird  man  schon  mit  der  folgenden  Regel 
auskommen : 

z  =y*(a?,  y)  Wrrf  ein  Minimum,  wenn 

(65.) /i(:p,  y)  =  0,    /j(ar,y)=0,    /u  >  0,    /ii/,2— /i2*>0; 

und  z  =^f(T,  y)  mrd  ein  Maximum^  wenn 

(66.)/i(a:,y)  =  0,    /,(x,y)  =  0,    /n  <  0,    /n/«  — /i2^>  0; 

dagegen  wird  z  =:f{z,  y)  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum, 
tcenn  zwar 

(67.)  /i(^,y)  =  0,    /2(a-,y)  =  0,    aÄ^r   /u/,«  — /12' <  0. 

§  126. 

Geometrische  Deutung  der  vorhergehenden  Unter- 

suchungen."^) 

Die  vorstehenden  Untersuchungen  werden  anschaulich,  wenn 
man 

(1.)  ^=/(x,y) 

als  Gleichung  einer  Fläche  auffasst.  Nach  Foimel  Nr.  145  der 
Tabelle  hat  dann  die  Tangentialebene  im  Flächenpunkte  P  mit 
den  Coordinaten  x^  y,  z  die  Gleichung 

Sind  nun  die  Bedingungen 
erfüllt,  so  reducirt  sich  die  Gleichung  (2.)  auf 

(4.)  z*  —  z=^0, 

d.  h.  die  Tangentialebene  im  Punkte  P  wird  parallel  zur  X  Y- 
Ebene.    Setzt  man  jetzt  noch 

(5.)  x'  =  X  +  /i,     y'  =  y  +  k,     also     h  =  z*  —  x,     X:  =  y'  —  y, 

so  kann  man  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form 

*  Der  Leser,  welcher  mit  der  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
noch  nicht  vertraut  ist,  kann  diesen  Paragraphen  überschlagen,  ohne 
dass  der  Zusammenhang  gestört  wird. 
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(6.)     z'  ^f{x^,  i^O  =  ^  +  2  (/"**  +  2/i2Ä*  +/«i-^)  +  [/',  K. 

bringen,  wobei  mit  [ä,  ä],  die  Glieder  diitter  und  höherer  Dimen- 
sion bezeichnet  sind.  Deshalb  wu'd  z'  —  z  mit  h  und  k  zugleich 
unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung.  Sind  nun  h  und  k 
wirklich  beliebig  klein  und  so  bestimmt,  dass  z*  —  z  einen  con- 
stanten  Werth  l  beibehält,  so  ist 

(7.)  z'—z^l 

die  Gleichung  einer  Ebene,  welche  der  Tangentialebene  im  Punkte 
P  parallel  ist  und  ihr  beliebig  nahe  liegt.  Für  den  Durch- 
schnitt dieser  Ebene  mit  der  Fläche  findet  man  aus  Gleichung 
(6.),  unter  Vernachlässigung  der  beliebig  klemen  Grössen  dritter 
und  höherer  Ordnung, 

(8.)  fnh^  +  2fvihk  +fnk^  =  2/, 

oder 

(8a.)  Mx'  -  xy  +  2/,2(y  —  x)  {y*  —  y)  +My*—yf  =  2/. 

Diese  Gleichung  stellt  einen  kleinen  Kegelschnitt  dar, 
welcher  die  dem  Flächenpunkte  P  entsprechende  „Indicatrür^ 
genannt  wird;  und  zwar  ist  bekanntlich  die  Curve  eine  Ellipse. 
wenn 

(9.)  /11/22  — /l2^  >  0 

wird.    Damit  aber  diese  Ellipse  reell  ist,  müssen  fn  (und  ebenso 
/22)  mit  l  gleiches  Zeichen  haben. 

Dies  entspricht  ganz  der  Anschauung.  Ist  nämlich  der 
Punkt  ein  tiefster  Punkt,  dann  muss  in  Gleichung  (7.)  die  Grösse 
/  einen  positicen  Werth  haben,  weil  die  Tangentialebene  nur  bei 
einer  kleinen  Parallelverschiebung  nach  oben  die  Fläche  in  einer 
kleinen  eUipsenartigen  Curve  schneiden  kann,  d.  h.  es  müssen 
die  Bedingungen 

(10.)  /ii>0    und   /u/22— /i2^>0 

befriedigt  sein. 

Ist  der  Punkt  P  ein  höchster  Punkt,  so  muss  in  Gleichung 
(7.)  die  Grösse  l  einen  negativen  Werth  haben,  weil  die  Tangential- 


§  126.    Geometrische  Deutung.  559 

ebene  nur  bei  einer  kleinen  Parallelverschiebung  nach  unten  die 
Fläche  in  einer  kleinen  ellipsenartigen  Curve  schneiden  kann, 
d.  h.  es  müssen  die  Bedingungen 

(11.)  /n<0    und  fnf%t—M>0 

befriedigt  werden.    In  beiden  Fällen  nennt  man  den  Punkt  P 

elliptisch. 

Die  Gleichung  (8a.)  stellt  dagegen  eine  Hyperbel  dar,  wenn 

(12.)  fnfn—fii'<0, 

gleichviel,  ob  l  positiv  oder  negativ  ist.  Die 'Schnitt curve  der 
Fläche  mit  jeder  Ebene,  welche  zur  Tangentialebene  parallel 
ist  und  ihr  sehr  nahe  liegt,  hat  dann  in  der  Nähe  des  Flächen- 
punktes F  die  Gestalt  einer  kleinen  Hyperbel,  was  nur  dadurch 
möglich  wird,  dass  die  Fläche  im  Punkte  P  sattelförmig  ist. 
In  diesem  Falle  nennt  man  den  Punkt  P  hyperbolisch  und 
erkennt,  dass  P  weder  ein  höchster  noch  ein  tiefster  Punkt  der 
Fläche  sehi  kann. 

Die   dem   Flächenpunkte   P   entsprechende    Indicatrix   ist 
also  eine  Ellipse,  wenn 

sie  ist  eine  Hyperbel,  wenn 

/11/22  -U  <  0. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Fall,  wo 
(13.)  /ii/22~/i2-  =  0,     oder    f.fn^fn' 

wird ;  dann  kann  man  die  Gleichung  (8  a.)  auf  die  Form 

fnV  -  xf  +  2fnfn{x*  -  x)  (y'  -  y)  +fn\y'  -  yf  =  2fn  l 

bringen  und  erhält,  indem  man  auf  beiden  Seiten  dieser  Gleichung 
die  Quadratwurzel  auszieht, 

(14.)  fn{x*  -  x)  +/i2(j/'  -  y)  =  ±  V2Äi^. 

Die  Indicatrix  zerfällt  daher  in  diesem  Falle  in  zwei  pa- 
rallele Grade.  Ein  solcher  Flächenpunkt  entspricht  im  Allge- 
meinen weder  einem  eigentlichen  Maximum  7wch  einem  eigent- 
lichen Minimum  von  z,  wie  folgendes  Beispiel  zeigen  möge. 
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Es  rotire  eioe  Parabel  mit  der  Oleichimg 

(15.)  2p{z  —  c)  =  (x  —  af 

um  die  Z-Axe   (Fig.  146),  dami  hat  die  Rotationsfl&che  äk 
Gleichnng 

(16.)  2p{z  -  c)  =  (V^^  +  y*-  ay . 

Fig.  146. 


(17.) 


Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen  yx^  +  y"^  mit  r,  so  wird 

dr      X      ö^  _  y 


X  

dx       r        dy       r 


(18.) 


^  =/(^j  y)  =  c  + 


{r 


2p 


Um  einen  höchsten  oder  tiefsten  Punkt  P  der  Fläche  aiif- 
zuiinden,  muss  man  seine  Coordinaten  x.y^z  so  bestimmen,  dass 
ausser  der  Gleichimg  (18.)  noch  die  beiden  Gleichungen 

befriedigt  werden.    Dies  geschieht,  indem  man 

(20.)      X  ==  acosy ,    y  =  asiiiy ,     also    r  =  «  und  r  =  c 

setzt,  wobei  der  Winkel  y  noch  beliebig  ist    Nun  ist  aber 
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r^  —  af  axy  r»  —  or« 

oder  für  die  Coordinaten  des  Punktes  P 

(22.)        /ii  =  -^  j  y»  =     ^^       »  /22  =-^  ' 

e-^3.)  fufn  —fn'  =  0. 

Der  Punkt  P  ist  hier  kein  tiefeter  Punkt,  denn  er  liegt  auf 
dem  Kreise,  welchen  der  Scheitel  der  Parabel  bei  der  Rotation 
beschreibt,  so  dass  es  allerdings  Punkte  in  seiner  unmittelbaren 
Nachbarschaft  giebt,  welche  dieselbe  Coordinate  z  haben  und 
deshalb  mit  P  in  gleicher  Höhe  liegen.  Aus  dem  vorstehenden 
Beispiele  erkennt  man  auch,  dass  ein  Flächenpunkt  P  durchaus 
nicht  immer  ein  tiefeter  Punkt  ist,  wenn  seine  Tangentialebene 
zur  XF-Ebene  parallel  ist,  und  wenn  die  Schnittcurven  der 
Fläche  mit  allen  durch  P  gelegten  verticalen  Ebenen  nach  oben 
cancac  sind. 

Verschiebt  man  die  Tangentialebene  im  Punkte  P  um  die 
kleine  Grösse  l  nach  oben,  indem  man 

(24.)  z  =  c  +  / 

setzt,  so  schneidet  diese  Ebene  aus  der  Fläche  zwei  concen- 
trische  Kreise  mit  den  Gleichungen 

(25.)     x^  +  y2  =  (a  +  y2pif  und  a:^  +  «/^  =  (^a—y^ptf 

aus.  Die  Indicatrix  besteht  in  diesem  Falle  also  aus  zwei 
parallelen  Linien,  da  in  hinreichender  Nähe  des  Punktes  P  die 
beiden  Kreise  mit  ihren  Tangenten  zusammenfallen. 


§  127. 

Maxima  und  Minima  der  Functionen  von  drei  oder  mehr 

unabhängigen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  153  und  154.) 

Bei  Functionen  von  drei  oder  mehr  unabhängigen  Veränder- 
lichen gestaltet  sich  die  Untersuchung  ganz  ähnlich  wie  bei 
Functionen  von  zwei  Veränderlichen.    Soll  z.  B. 

Kiepert,  Düferential-RechnuDfr.  36 
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(1.)  w=/(^,yf-) 

ein  Maximum  oder  Minimum  werden,  so  muss 

(2.)  J  ^f(x  +  Ä,  y  +  A,  z  +  /)  —f(x.  y,  z) 

für  alle  hinreichend  kleinen,  positiven  oder  negativen  Werrl- 
von  A,  k^  l  bei  einem  Minimum  beständig  positiv  und  bei  einrü 
Maximum  beständig  negativ  sein.  Aus  der  Entwickelung  nach  &: 
Taylor'schen  Reihe  findet  man.  dass  dies  nur  möglich  ist.  wen 

(3.)  /i(^,y,«)  =  0,    Mx,y,z)^0,    Mx,y,z)  =  Q 

ist.  Sind  diese  drei  Bedingungen  erfüllt,  so  folgt  weiter  aus  At: 
Entwickelung  nach  der  Tayfor'schen  Reihe,  dass  für  hinreichend 
kleine  Werthe  von  ä,  A:,  /  die  Differenz  J  dasselbe  Zeiebr-ü 
hat  wie 

(4.)  tf{h,  A,  l)  :=^fnh?  +  2f,Jik  +/«>t2  +  2/,sÄ/  +  2/23*^  +^3.^. 

es  sei  denn ,  dass  diese  Function  ^(A,  A,  1)  gleich  Null  wird  tb 
Werthe  von  h,  k,  l^  die  von  Null  verschieden  sind.  Die  Ent- 
scheidung, unter  welchen  Bedingungen  ^(h,  k,  l)  eine  .Mefimt^ 
Form^'  ist,  d.  h.  die  Entscheidung  darüber,  ob  y(A,  k,  l)  bestä$idif 
positiv^  bezw.  beständig  negativ  ist,  ergiebt  sich  durch  eine  Um- 
formung von  y(A,  /;,  l)  unter  Anwendung  der  Determinauteit- 
theorie. 

Es  seien  die  Grössen  A,  A,  A»  «31.  «32,  «33?  h\  k\  tr 
durch  die  folgenden  Gleichungen  erklärt: 

y  11/12^13 

711  713    1 


(5.)         ]),  =/ 


ii> 


/it/12 


(6.)      (/31  = 


/12/13 


1/13/11 


21 


Z>3  =  i  /2 1/22/23 

I  fzxfzfifzi 

fnf\% 
fnfTi 


«83  = 


=  A, 


'-«31 


(7.)     h'  =  h—^^l,     k'=zk 


«38 


«32 
«33 


^ 


dann  wird  nach  den  Formehi  Ni*.  122  und  124  der  Tabelle 

(B.)  A  =/81  «31  4-/32  «32  4-/33  «83 > 

(9.)  /ll  «81  -f/l2  «32  +/l3  «33  =  0, 

(10.)  /21  «31  +/22  «32  +/23  «38  =  0. 
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Bringt  man  also  die  Gleichung  (4.)  auf  die  Form 
(4  a.)  y(Ä,  *,  l)  =  Ä(/tiÄ  +/«*  +/»/) 

+  k{ft\h  +fuk  +fizl) 
+  Kf^ih  +/82A  +f^l) 

und  setzt,  den  Gleichungen  (7.)  entsprechend, 

Ä  =  Ä'  +  ?i2i/,    k^i^  +  ^l, 

«33  «88 

SO    erhält  man  mit  Rücksicht   auf  die   Gleichungen  (8.),  (9.) 
uiid  (10.) 

(11.)  fxxh+f\ii+fizl  =/iiA'+/if*'+  — ■(/ita3i+/i2a32+/i8a88) 

«33 

=/nh'  +/«*', 
(12.)  /ji  h  +fn  fi  +f%»l=fii  h'+fn k'  +  — -(/21  «st  +/Masj4/j3a3,) 

(  1 3 .)  /ai  Ä  +/32  k  +/33 1  =/3l  h  *  +/32  A'  H (/31  «31 +/32  «82  +/38«88) 

«33 


—  fsi^*  'k'fz'ik*  + 


Ihl. 


«33 

folglich  geht  Gleichimg  (4  a.)  über  in 

(14.)    y(Ä,  Ä,  ;;  =  Ä(/uA'  +/,2*0  +  >t(/2iÄ'  +/22AO 

+  ^(/3iÄ'+/32A0  +  ^' 

«33 

=Ä'(/llÄ+/l2i-+/l30  +  ^''(/2lÄ+/22*+/230  + 


A^ 


«83 

Dies  giebt,  wenn  man  die  Gleichungen  (11.)  und  (12.)  noch- 
mals anwendet,  mit  Rttcksicht  auf  die  Gleichungen  (5.) 

(15.)  f/>(A,  A,  l)  =  h'ijnh'  +/,2A')  +  A'(/2iÄ'  +/22A')  +  ^' 

oder 

(16.)        y(Ä,  A,  0  =/,iA'2  +  2/12Ä'  >t'  +/«*'»  +  ^'  • 

Jetzt  ist  noch,  wie  schon  in  §  125  gezeigt  wurde, 

/ii  /ii 

folglich  wird- 

36* 


564 


§  127.    Maxima  und  Minima. 


(17.) 


y(Ä,  A,  l)  =  A A"-^  +  J* k'^  +  ^^t" 


Damit   dieser  Ausdruck  betiändig  positiv  ist,    damit   a^ 
f{x^  y,  z)  ein  Minimum  wird,  müssen  die  drei  Bedingungen 

(18.)  A>0,     A>0,     Z>3>0 

erfüllt  sein;  und  damit  r/(A,  k^  l)  beständig  negativ  ist,  damit  al^: 
f(x,  y,  z)  ein  Maximum  wird,  müssen  die  drei  Bedingmigen 

(19.)  Di<0,     />2>0,     Z>3<0 

erfüllt  sein. 

In  ähnlicher  Weise  findet  man,  dass 

(20.)  «=/(a:i,^2,  ...:r„) 

ein    Minimum    wird,    wenn    die    ersten   partiellen    Ableitungen 

/l(^l,  ^2,  .  .  .  iTn)?  f^{^U  ^2,  .  .  .  Xn)^   .  .  »fn{X\y  Ä"«,  .  .  .  :rn)     SämmtUd 

(jleich  Null  sind,  und  wenn 

(21.)  A>0,       /^2>0,       Z>8>0,     .../>n>0. 

Dabei  ist 

fixfn  •  .  -^2« 


(22.J 


i?a  = 


acr 


fiir  a  =  1,  2, . . .  «. 

Dagegen  icird  u  ein  Maximum,  wenn  die  ersten  partieUeh 
Ableitungen  von  fix\,  2-2, ..  .  Xy^  wieder  sämmütch  gleich  Null 
und  tvenu  die  Determinanten  Da  mit  geradem  Index  sämmüich 
positiv  wid  die  mit  ungeradem  Index  sämmilich  negativ  sind. 

Sind  nämlich  für  ein  Werthsystem  xi,x2,.. , a?„  die  ersten 
partiellen  Ableitimgen /i,/2, . .  ./n  s&mmtlich  gleich  Null,  so 
wird 

(23.)       J  =/(^l  +  /'1,  .^2  +  Ä2,  .  .  .  Xn  +  hn) /{Xi,  ÄTo,  .  .  .  Xn) 

=  4y(Äi ,  Ä2,  .  .  .  h„)  +  [Äi ,  ^2,  .  .  .  hn\j 

wobei  der  Rest  der  2ay;o7-*schen  Reihe  mit  [hi,/i2,..,hn]^  be- 
zeichnet ist,  um  anzudeuten,  dass  er  mit  den  Grössen  Ai ,  A2 , . . .  A,. 
zugleich  unendlich  klein  wird  von  der  drittm  Ordnung.  Die 
Differenz  J  wird  für  hinreichend  kleine  Werthe  von  Äi,  Äj,  . . .  A, 
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bestündig  positiv  oder  beständiff  negativ  sein,  wenn  die  homogene 
Function  zweiter  Ordnung 

(24.)       9)(Äi,  Ä2,  . . .  Ä«)  =  A,(/uÄi  +/12Ä2  +  • . .  +fxnhn) 

+  h^^ftxhx  +^22^2  +   •  •  •  +/f»Ä«) 

+ 

eine  deßnile  Form  ist.  Bezeichnet  man  wieder  die  Unterdeter- 
minanten  von  Dn  mit  «n,  ...an»,  so  erhält  man  nach  den 
Formeln  Nr.  122  und  124  der  Tabelle 

(25.)       Dn  =fHl(Xnl  +/»2«ii2  H hfunOinn, 

(26.)  fri  Uni  +/r«afi2  H h/r»«nn  =  0    fllr   r  <  /*. 

Daraus  folgt,  wenn  man 


(27.)        ' 

'  «im 

setzt,  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (26.)  für  r  <  /* 

(28.)  /rihx+fr^hi  +  "'+frnhn  =/rlÄ'i+/r2Ä'2  +  .  •  •+/r,  «-!*'„-! 

H (fri  «nl  +/r2  «ni  +  " " '  +/rfiann) 

und  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (25.) 

(29.)  /.1Ä,+/«2Ä2+  -'+fnnhn  =/nlÄ'l+/«2Ä'2+  '•  '  +An-lÄ'n_i 

H ( /»»I«nl+yn2«n2+  • '  *  +yH««nH) 

tfn« 

=  /nlÄ'i+/w2Ä'o  H [^/„^n-iA'n-l 

Dies  giebt 
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(80.)     y(Äi ,  Aj, . . .  Ä«)  =  Ä,(/„Ä',  +/,^'j  +  •  •  •  +/,.  «_,AVi 

+  Ä.(/«iÄ',  +/mÄ',  +  •  •  •  +A  «_,*'_: 

+ 

+  A«(/mÄ'i  +/.JÄ',  +  . .  •  +/^  «_,4V: 


/>— I 


oder,  wenn  man  anders  ordnet, 

(81.)  y(Ai,A,, ...  A,)  =  ä',(/hÄ,  +/,sÄj  +  . . .  +/„Ä«) 

+  /''s(/mAi  +/mA2  H +/»»Äh) 

+ 

,  ■P,A,« 

Indem  man  die  Gleichungen  (28.)  noch  einmal  anwendet, 
findet  man 

(82.)  <f(hi,  /li, . . .  Ä»)  = 

+    Ä',(/,,Ä'.  +/mÄ',  +  •  •  •  +/»,  —1  A'«-l) 

+ 

+  ^'n—i(/n-i,l^'i  +yi«-l,  jA's  +  •  •  •+^-l,i»-lÄ'»_i) 

.   Z?«A,« 

oder  ^"-' 

(88.)       y(Ä„  Ä2, . . .  A„)  =  y(Ä'„  h'i, . . .  ÄV„  0)  +  -^^  Ä,*. 

Da  nun  hierbei  die  homogene  Function  zweite  Grades 
9>(A'i,  A'2, . . .  h'n-i,  0)  nur  noch  »  —  1  Yeränderiiche  enUiält,  so 
kann  man  diese  Function  in  ähnlicher  Weise  auf  die  Form 

y(A".,  Ä"„  .  .  .  h"n-i,  0, 0)  +  ^  (A',_,)» 

bringen  und  so  foitfahren,  bis  man  erhält 
(34.)  y(Äi,  Ä2,  . . .  Ä„)  = 

z,,(a.   ;+|i(A,   )+...+gci(Äv_.)«+^v. 

Aus  dieser  Darstellung  ergeben  sich  dann  ohne  Weiteres 
die  oben  aufgeführten  Sätze. 
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§  128. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.    Man  soll  die  Werthe  von  a:  und  y  bestimmen, 
für  welche 

(1.^  z  =/(a:,  y)  =  a:*  +  ^y  +  y^  —  5a:  -  4y  +  10 

ein  Maximum  oder  Minimum  wird. 

Auflösung.    Hier  ist 

(2.)  /i(a:,y)  =  2a:  +  y  — 5,    /2(^,  y)  =  ^  +  2y  —  4, 

(3.)  /u  =  2,     /,2=1,    /22  =  2. 

Die  beiden  ersten  partiellen  Ableitungen  /i(a-,  y)  und  f%[x^  y) 
verschwinden  nur  ftir 

(4.)  a:  =  2,    y  =  1, 

und  zwar  wird  z  für  diese  Werthe  von  x  und  y  ein  Minimum,  weil 

(5.)  /ii  =  2>0,    /h/m— /i2*  =  3>0. 

Aufgabe  2.  Man  soll  die  Zahl  a  so  in  drei  Theile  theilen, 
(lass  ihr  Product  ein  Maximum  wird. 

AufIBsung.  Bezeichnet  man  zwei  von  diesen  Theilen  mit 
X  und  y,  so  wird  der  dritte  a  —  ^r  —  y,  und  das  Product,  welches 
ein  Maximum  werden  soll,  ist 

((».)        z  =/(a-,  y)  =  xy{a  —  x  —  y)=^axy  —  a?y  —  xy^. 

Daraus  folgt 

( 7 .)    fx{x,  y)  =  ay  —  2xy  —  y^,    f^ix.  y)  =  ax  —  x^  —  2xy, 

^H.)         /i,  =  — 2y,    /,2  =  a  — 2a:  — 2y,    fn^  —  2x. 

Da  die  Werthe  a:  =  0 ,  oder  y  =  0  hier  nicht  in  Betracht 
kommen  können,  wie  schon  aus  der  Natur  dei*  Aufgabe  hervor- 
geht, so  erhält  man,  indem  man  fi{x,  y)  und  J\{x^  y)  gleich  Null 
setzt,  die  Gleichungen 

(9.)  a  —  2a-  —  y  =r  0,     a  —  a:  —  2y  =  0, 

welche  nm-  für 

a  a 

(10-)  ^  =  3  '     y  =  3 

Iwfriedigt  werden.    Da  fiii-  dieses  Werthepaar 
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(ii.)/..=-Y<o,  /»=—>  /«=-f  ./../«-/..*=f  >"• 

SO  tritt  ein  Maximum  ein. 

Dieser  Aufgabe  kann  man  auch  die  folgende  Fassung  geben 
Von  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedon  ist  die  Summe  ali^i- 
Kanten  gleich  4a;  wie  gross  müssen  die  einzelnen  Kauten  st^iu. 
damit  das  Volumen  ein  Maximum  wird? 

Aus  der  vorstehenden  Lösung  sieht  man,  dass  das  recht- 
winklige Parallelepipedon  mit  möglichst  grossem  Volumen  ein 
Würfel  ist. 

Aufgabe  3.  Man  soll  unter  allen  Dreiecken  mit  geg^ebeneiu 
Umfange  dasjenige  ermitteln,  welches  den  grössten  Flächen- 
inhalt hat. 

AuflSsung.    Der  Flächeninhalt  eines  Dreiecks  ist  bekamitlich 

(12.)  F  =  yu{u  —  a)  (tt  —  b)  (u  —  c) , 

wenn  man  die  Seiten  mit  a,  b,  c  und  den  Umfang  ndt  2u  ht- 
zeichnet.    Setzt  man  aber 

(13.)  u  =  3m,     a  =  X,     4  =  y, 

so  wird 

(14.)  c  =  6m  —  X  —  y,     u  —  c  =  x  +  y  —  3i«, 

(15.)  jF  -'  =  3m(3m  —  x)  (ßm  —  y){x  +  y  —  3m), 

also 

(16.)      /(.r, y)  =  ^  =  (3m  - x)  (3m  -y)(x  +  y  —  Sm) 

=  (3m  —  x)  [—  9m2  +  3m(a:  +  2y)  —  xy  —  y-] 
=  (3m  —  y)  [—  Gm*  +  3m(y  +  2x)  —  xy  —  x^]. 
Da  F  mit  /{x,  y)  zugleich  ein  Maximum  wird,  so  bilde  man 

(17.)  f,{x,  y)  =  (3m  —  y)  (6m  —  2x  —  y), 

(18.)  f^ix,  y)  =  (3m  —  :r)  (6m  —  :r  —  2y). 

Die  Summe  aller  drei  Seiten  ist  gleich  6m,  und  jede  Seite 
muss  kleiner  sein  als  die  Summe  der  beiden  anderen  Seiten,  so 
dass  jede  der  Seiten  kleiner  sein  muss  als  3m.  Deshalb  dürfen  in 
fi{xjy)  und/2(a:,  y)  die  Factoren  Sm  —  y,  bezw.  Sm  —  x  nicht 
gleich  0  sein;  man  muss  vielmelir 
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Cl9.)  ßm  —  2x  —  y  =  0,     6m  —  r  — 2y  =  0, 

oder 

C20. )  X  =  2m,     y  =  2m 

setzen.     Für  diese  Werthe  von  x  und  y  tritt  auch  wirklich  ein 
Maximum  ein,  denn  es  ist 

C21 .)  /ii  =  2y  —  6m  =  —  2m  <  0, 

(22.)  /n  =  2a-  +  2y  —  9m  =  —  m,    /«  =  2a:  —  6m  =  —  2m, 

(23.)  fit/n  — /i2-  =  3m2  >  0. 

Unter  allen  Dreiecken  mit  gleichem  Umfange  hat  also  das 
gleichseitige  den  grössten  Inhalf. 

Aufgabe  4.  Von  einem  Dreieck  sind  die  Cooi*dinaten  der 
Eckpunkte  Pi,  Pa,  P3,  nämlich  xi,  yi;  x^,  y«;  x^,  g^  gegeben; 
man  soll  die  Coordinaten  eines 
Punktes  P  finden,  dessen  Ab- 
stände von  den  Ecken  eine 
möglichst  kleine  Summe  haben. 
(Vergl.  Fig.  147.) 

Auflösung.  Die  Abstände 
des  Punktes  P  von  den  Ecken 
seien  «i,  s^,  6*8,  und  die  Winkel, 
welche  diese  Linien  mit  der 
positiven  Richtung  der  X-Axe 
bilden,  seien 

^xSiP=(fi,   4,xs^p=(f.,   4:xs^p=:ff,, 

dann  wii'd 


(24.)  «i  =  Yu  ^x)'  +  (ij-  yi  )S    Si  =  y(x  —  T.2y  +  (g  —  g2y, 


«3  =  V(^  —  ^3)^  +  (y  —  y^jS 


und  es  ist 

V25.) 


/{^i  yj  =  *i  +  «2  +  *3 

die  Function,   welclie  ein  Minimum  werden  soll.     Nun  ist  füi- 
a  =  1,  2,  ;3 
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dsa  X Zt 


a 


(26.) 


ds„  __  y  —  ya  _  y  —  y» 

~^      yir-xaf  +  iy  —  y.'f  *- 


also 


(27.) 


(28.) 


,.         ,        X  —  Xx       X  —  Xi       I  —  ara 
^.(,,y,=  __+__+--_, 

^  *1  «2  «8 

Daraus  folgt 


Si^  s^  s^ 


Um  leichter  zu  erkennen,   welche  Bedeutung  die  in    den 
Gleichungen  (27.)  und  (28.)  auftretenden  Grössen  haben,  lege 

Fiß  148.  man  die  X-Axe  durch    die 

Pj  Punkte  Pi  und  Pa  und  be- 

^  stimme  die  positive  Richtong 

/     I  der  F-Axe  so,  dass  y»  positiv 

'p  wird  (Fig.  148) ;  dann  fallen 

die  Punkte  Pi  und  Pt  bezw. 


0 


^-^  '-       ^\^  ,,    mit  Sx  und   -Si   zusammen 

^  "^^  ^2  und  es  wird 


jfr      -^^V 


.r^   ^*  J^'  ^-       r 


cos(/i  = >  cosya  = »  aber  cosya  = » 

(29.)  <  _  _  _ 

sin^i  =  ^- — ^*  >  sin<y)2  =  ^^ — ^j  aber  sinya  =  —  - — ^• 

Damit  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten  kann,  muss 
also 

(30.)  /i(.r,  y)  =  cosyi  +  cosy2  —  cosya  =  0, 


^ 
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i  31.)  /2(t,  y)  =  sinyi  +  sinys  —  sinya  =  0 

sein.     Aus  diesen  Gleichimgen  findet  man 
'  32. )  sin{(fi  —  ya)  =  sin(y8  —  ^i)  =  sm(y2  —  yO- 

Niin  ist  aber 

^2  —  ^8  =  ^  'S'aPPs  =  180«  —  4  P2PP3, 
ya  —  yi  =  4  PjP^a  =  180«  —  4  PzPPi , 

92-y,  =  4^1^^«, 
folglich  geht  Gleichung  (32.)  über  in 

( 32  a.)  sin  P2  PPs  =  sin  PzPPi  =  sin  Pi  PP« . 

Da  die  Summe  der  Winkel  um  den  Punkt  P  gleich  360® 
ist,  so  kann  diese  Gleichung  nur  befriedigt  werden,  wenn  man 

i  33.)  4:  P2PP3  =  4:  P3PP1  =  ^  PiP/'2  =  120<^ 

macht.  Dieses  Resultat  stimmt  mit  der  Lösung  überein,  welche 
in  §  57  (Seite  260 — 263)  von  dieser  Au%abe  gegeben  wurde. 
Doi-t  sind  ausser  der  Construction  des  Punktes  P  auch  die  Be- 
dingungen erläutert  worden,  unter  welchen  der  Punkt  P  die 
verlangte  Eigenschaft  des  Minimums  besitzt.  Namentlich  wurde 
hervorgehoben,  dass  keiner  der  Dreieckswinkel  grösser  als  120® 
sein  darf.  Um  aber  die  in  §  125  beschriebene  Methode  ein- 
zuüben, beachte  man,  dass  nach  den  Gleichimgen  (28.)  und  (29.) 

(34.)  MjÄa/ii  =  *2*8SinVi+MtSinV2+«i«2Sin*93>0, 

(35.)  «1*2^^3/12  =  —  «i^asin^icosyi  — «3^1  sin 9)2 cos 9)2 

—  *i«2  sin  q>z  cos  y  3 , 

(36.)    «152*8^22  =  «2*3  cos*  yi  +  *8«iCOS*y2  +  «l«2C0S*y8 

wird.    Daraus  findet  man  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (33.) 

137.)  «i«2*3(/ti/22  — /t2^)  =  5isin2(y2  —  (fs)  +  *2Sin2(f/»3  —  yi) 

+  «8Sin*(ff  i  —  ^2) 
=  (j'i  +  *2  +  Ä3)sm2i20®  >  0, 
folglich  wird/(a:,  y)  ein  Minimum. 

Aufgabe  5.  In  einen  Kreis  mit  dem  Halbmesser  a  soll  ein 
Viereck  eingeschiieben  werden,  welches  den  gegebenen  Winkel  u 
enthält;  wie  gross  sind  die  Seiten  des  Vierecks,  wenn  der 
Flächeninhalt  ein  Maximum  wird?    (Vergl.  Fig.  149.) 
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Auflösung, 
man  die  Winkel  j±I}B  im. 
BDC  bezw.  mit  x  und  «. 
und  die  Winkel  BAD  od^i 
BCD  bezw.  mit  u  und  r- 
so  ist  bekanntlich 


(38,) 


(39 


y  =r  1800  —  «, 

AB  =  2asin:r, 
BC=  2asmy. 
CD^  2asin(y+y^  , 
DA  =  2asin(a-+a>: 

folglich  wird  der  doppelte  Flächeninhalt  des  Vierecks 

2-F=  4a2sina:sm(a;  +  «)sina  +  4a2sinysin(y  +  r)sin/', 

also,  da  man  den  constanten  positiven  Factor  4ta^^ma  =  4a*sin7' 
fortlassen  darf, 

(40.)  /(ä-,  y)  =  sina;sin(ar  +  a)  +  sinysin(y  +  y). 

Dies  giebt 
(41.)  fi{x,  y)  =  sin(a;  +  «)cosa;  +  cos(a:  +  «)sina:  =  sin(2j:  +  u), 
(42.)  fi{x,  y)  =  sin(y  +  y)cosy  +  cos(y  +  /)siny  =  sin(2y  +  Y 

Deshalb  wird 

/i(a:,  y)  =  0  llir  2z  +  u=z  180^ 
M^,y)-=0  für  2y  +  r  =  180", 


(43.) 


VC       y  y       VC 


Die  Diagonale  AC  miiss  daher  die  Winkel  u  und  y  in  den 
Eckpunkten  A  und  C  halbiren;  dabei  gehen  die  Gleichungen 

(38.)  und  (39.)  über  in 


AB  =  2a  sin  -'; » 

2 


jBC7=2«sin 


u 


OD  =  2asin  f  ~  +  y  j  =  2asin  ^ 
DA  =  2asin  (^  +  «  j  =  2asin  ^ 
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folglich  wird 

V  44.)  AB  =  AD,     CB  =  CV. 

Der  Flächeninhalt  wird  für  die  angegebenen  Werthe  von  x 
und  y  wirklich  ein  Maximum,  denn  es  ist 

/„U,  y)  =  2C0S(2a:  +  «)  =  _  2  <  0, 
/i2  =  0,  fn  =  2cos(2y  +  /)  =  —  2, 
/ti/22— /i2^=  +4>0. 


^  129. 
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Bisher  war  immer  die  Voraussetzung  gemacht  worden,  dass 
in  der  Function 

(1.)  U  =f{s:i,Xi,.  ..2-n), 

welche  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll,  die  n  Veränder- 
lichen von  einander  unabhäfigig  sind.  Das  wird  aber  bei  den 
wenigsten  Aufgaben  der  Fall  sein.  Soll  man  z.  B.  die  Zahl  a 
so  in  drei  Theile  theilen,  dass  das  Product  dieser  Theile  ein 
Maximum  wird,  so  ist  die  Function,  welche  ein  Maximum 
werden  soll, 

(2.)  u  =  xyz, 

wo  zwischen  den  di'ei  Veränderlichen  die  Bedingungsgleichmig 

(3.)  x  +  y  +  z  =  a 

besteht.  Diese  Aufgabe  wurde  in  dem  vorhergehenden  Para- 
graphen so  gelöst,  dass  man  aus  Gleichung  (3.)  den  Werth  von 
z  berechnete  und  in  die  Gleichung  (2.)  einsetzte. 

Dadurch  erhält  man 

(4.)  u  =  zy(a  —  x  —  y)  =fix,  y), 

also  eine  Function,  welche  nur  noch  die  beiden  unabhängigen 
Veränderlichen  x  und  y  enthält. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  häufig  zum  Ziele  kommen. 
Soll  z.  B.  in  die  Ellipse 


574  §  1^9.    Maxima  und  Minima  mit  Nebenbedingungen 

iV«  +  ah/  —  a«4*  =  0 

ein  Dreieck  PiP^Pz  mit  möglichst  grossem  Flächeninhalte  em- 
beschrieben  werden,  so  hängt  die  Function 

(5.)        2F=  xi(yi  —  ys)  +  ^«(ys  —  yi)  +  ^3(yi  — yt>, 
welche   ein  Maximum  werden  soll,   von  sechs  Veränderliche!! 
^ii  yi;  ^2?  Vi'y  ^3,  ys  ah*    Diese  sind  aber  nicht  von   einand^rr 
unabhängig,  sondern  sie  müssen  den  drei  Gleichungen 

(6.)  6V+aV  =  ö-*S  **^2*+öV  =  ^**S  *W+öV»-  =  ö-*' 
genügen,  damit  die  drei  Punkte  Pi,  JP«,  Pz  auf  der  Ellii>se  liegec. 
Jetzt  kann  man  aber  aus  den  Gleichungen  (6.)  die  Werthe  von 
yij  y2,  ya  bezw.  als  Functionen  von  xt.  arj,  x^  ausrechnen  uiül 
in  den  Ausdruck  für  2F  einsetzen.  Dann  hat  man  nur  noch 
eine  Function  von  drei  wiabhängigm  Veränderlichen  xi.  z^.  x^ 
welche  ein  Maximum  werden  soll. 

In  den  meisten  Fällen  wird  aber  eine  derartige  Elimination 
Adel  zu  umständlich  sein,  als  dass  man  an  ihre  Ausföhrung 
denken  könnte.  Dagegen  fiihrt  die  folgende  Methode  im  All- 
gemeinen viel  leichter  zum  Ziele. 

Es  sei  wieder 

(7.)  U  =fiXi,X2,  ...Xn) 

die  Function,  welche  ein  Maximum  oder  Minimum  werden  soll. 
Dabei  seien  die  u  Veränderlichen  xi^x^,.., Xn  den  m  Bedingungs- 
gleichungen 

(  Vi  (a'i,Xa,...2:„)  =  0, 

^2  (TijXi,.  ,.Xn)  =  0, 


(8.) 


unterworfen,  wobei  aber  m<n  sein  nuiss  Da  nur  solche 
Werthe  von  xx, x^, ,.  .x,,  in  Betracht  kommen,  für  welche  diese 
Gleichungen  (8.)  befriedigt  werden,  so  ist  es  gleichgültig,  ob  man 
das  Maximum  bezw.  das  Minimum  der  Function  f(xt,Xi, . . . Zn) 
oder  der  Function 

(9.)     jF(:ri,  X2, . . .  Xn)  ^fiarij  X2  . . .  Xn)  +  /iyi(a:i,  xj, . . .  Zn) 
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aufsucht,  wenn  man  auch  für  >li,  /^^ . . .  Am  noch  ganz  beliebige 
Orössen  einsetzt.  Um  nun  die  Werthe  von  zi,  a-j, . . .  Zu  zu  finden, 
für  welche  F(Ti,r2, ..  .Zn)  ein  Maximum  oder  Minimum  wird, 
muss  man  wieder 

(10.)    -^  =  F{Zi  +  Ä,  ,  a-2  +  /*2,  ...Zn  +  hn)  —  F(Zx,Zt,  .  .  .  Zn) 

nach  Potenzen  von  fii,  h-i.,  .hn  entwickeln.    Dies  geschieht  nach 
der   7  ay/or 'sehen  Reihe,  und  zwar  erhält  man 

<11.)       ./  =  F,h,  +  l-iAa  +  •  •  •  +  FJin  +  [hu  ht, . . .  Ä»J,, 

wobei  die  ersten  partiellen  Ableitungen  von  F{zij  ara, . . .  Zn)  nach 
^ij  Z2,... Zu  bezw.  mit  i^i,  F2, . , .  Fn  und  der  Rest  mit  [Ai,  A2, . . .  A»]., 
bezeichnet  sind.  Damit  nun  F(zu  a-2, . . .  Zn)  ein  Minimum  wird, 
muss  J  fiii'  alle  zulässigen,  hüireichend  kleinen  Werthe  der 
Grössen  Ai,  h^.^.Jin  bestündig  positiv  sein,  und  damit  F{zxj  z^,...Zn) 
ein  M<izimum  wird,  muss  J  für  alle  zulässigen^  hinreichend 
kleinen  Wertlie  der  Grössen  Ai,  A2 . . .  ä„  beständig  negativ  sein. 
Hierbei  muss  man  aber  beachten,  dass  nur  solche  Werthe  von 
Äi,  Ä2, . . .  An  zulässig  sind,  für  welche  die  Gleichungen 

(  ffi  (Zi  +  Ai,  Z2  +  A2, . . .  Tn  +  A„)  =  0 , 
(piizi  +  Ai,  a^2  +  A2,  . .  .  arn  +  An)  =  0 , 


(12.) 


(fm{Zi  +  Ai,  ^2  +  A2,  .  .  .  Zu  +  An)  =  0 

befriedigt  sind.  Von  den  n  Grössen  A,,  Ä2, . . .  A„  sind  daher  nur 
n  —  m,  z.  k  Äin+i,  A„,4.2,...An  willkürlich,  während  sich  die 
Werthe  der  m  übrigen  {hx,h2y.,.h,„)  aus  den  m  Gleichungen 
(12.)  ergeben.    Bezeichnet  man  jetzt 

d^Jz,,Z„...Zn)     ^^^ 

dz^  ^  ^' 

wobei  a  alle  Werthe  von  1  bis  m  und  ß  alle  Werthe  von  1  bis 
n  annehmen  darf,  so  kann  man  die  m  Grössen  Ai ,  A2, . . .  /m  so 
bestimmen,  dass  die  m  linearen  Gleichungen 

Fl  =/t  +  Ai^ii  +  ki^ii  H +   i>m(pm\  =  0, 

Fi  =/2  H-  Aiyu  +  ^2^22  +  •  •  *  +  ^m<Pw2  =  0, 


(13.) 


Fm  --/m  +  Äyim  +i'2<f2.n  +  '  *  *  +  ^m(fmm=  0 
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befriedigt  werden.    Dadnrch  geht  die  Gleichung  (11.)  aber  r 

(14.)    J  =  ^m-^-X  Äm+1  +  im+2Äiii+2  +  •  •  •  +  l*«Än+  [Äj,  Äj,  .  .  .  h^  . 

Da  mm  Am-fi^Am+sj  •••  ^n  willkürlich  sind,  so  kann  man 

A«4.2=  0, . . .  An  =  0 

setzen,  so  dass  sich  die  Grösse  J  auf 

(15.)  J  =  JFii^-i  A„4.,  +  [Ai,  Aa, . . .  ä»,^_i,  0, . . .  0] ^ 

reducirt.  Macht  man  jetzt  Am^-i  hinreichend  klein,  so  müssen  aad: 
Ai,A2...A«  beliebig  klein  werden,  wenn  die  Gleichung-en  a2.; 
befi'iedigt  werden  sollen.  Wäre  also  ü+i  von  Null  verschiedeo. 
so  könnte  man  A^+i  so  klein  machen,  dass,  vom  Vorzeichen 
abgesehen,  ii,+i  A„,^_i  grösser  würde  als  [Ai,  A2, . . .  ä«+,,  0, . . .  ojj, 
dass  also  d  dasselbe  Vorzeichen  hätte  wie  i^«+i  ä«,_|.i.  Diese 
Grösse  wechselt  aber  das  Vorzeichen  zugleich  mit  Ihn^i ,  folglich 
kann  nur  dann  ein  Maximum  oder  Minimum  eintreten,  wenn 

ist.    In  derselben  Weise  kann  man  zeigen,  dass  auch 

-^»1+2  =  0 , . . .  JPn  =  0 

sein  muss.  Dies  giebt  zur  Bestimmung  der  n  Grössen  ^1. 
5-2 ,  . . .  a:„  ausser  den  m  Gleichungen  (8.)  noch  die  n  —  m 
Gleichungen 

Fm-r2  =^^+2  +  ^1  7"l,m+2+^»2  7"2,m-^2+  •  •  •  +  /my'if»,m+2  =  0. 


(16.) 


I  tu  =fn   +  iLiCfin  +  M(f2n  +  '  '  *  +  ^m(pmH  =  0. 


Bei  der  Herleitung  wurden  allerdings  die  m  Gleichimgen 
(13.)  ziu*  Berechnung  der  m  Grössen  Ai,  /2,.../'m  und  die  » 
Gleichungen  (8.)  und  (16.)  zur  Berechnung  der  n  Grossen 
.ri,  .?-2, . . .  Xn  benutzt.  Man  ist  aber  natürlich  an  diese  Reihenfolge 
in  der  Ausführung  der  Rechnungen  nicht  gebunden,  sondern  hat 
nach  dem  Vorhergehenden  im  Ganzen  m  +  n  Gleichungen,  näm- 
lich die  Gleichungen 


U7.) 
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f\  +  ^i yii  +  ^^21  + h  ^y«i  =  0, 


fn  +  ^yii»  +  ^2y2n   +  '  '  '  +  /jn^^mn  =   0, 

die  gerade  zur  Berechnung  der  m  +  «  Unbekannten  /i,  ^, . . .  Ä«, 
^i9  ^2}  • .  •  ^M  ausreichen. 

Auf  diese  Weise  findet  man  aUe  Werthsysteme  der  »  Ver- 
änderlichen, für  welche  möglicher  Weise  ein  Maximum  oder 
Minimum  eintreten  kann.  Ob  dann  tür  ein  so  gefundenes  Werth- 
system  wirklich  ein  Maximum  oder  Minimum  eintritt,  geht  in 
vielen  Fällen  schon  aus  der  Natur  der  Aufgabe  hervor.  Des- 
halb möge  hier  die  etwas  weitläufige  Entwickelung  eines  all- 
gemein gültigen  Kriteriums  übergangen  werden. 


§  130. 

Aufgaben. 

Aufgabe  1.  Es  soll  das  grösste  rechtwinklige  Parallelepi- 
pedon  gefiinden  werden,  das  einer  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a 
einbeschrieben  werden  kann. 

Auflosung.  Da  der  Mittelpunkt  des  Parallelepipedons  zu- 
gleich auch  der  Mittelpunkt  der  Kugel  sein  muss,  so  ist  der 
Durchmesser  der  Kugel,  nämlich  2a,  eine  Diagonale  des  Parallel- 
epipedons. Nennt  man  also  drei  an  einander  stossende  Kanten 
:r,  y,  «,  SO  wird 

(1.)  F  =/(;r,  y,  z)  =  .ryr 

die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll,  und 

(2.)  if{x,  y,  z)  =  x^  +  y^  +  z^  —  4:a^  =  0 

ist  die  Bedingung,    welche  zwischen  den  drei  Veränderlichen 
stattfindet.    In  diesem  Falle  wird  deshalb 
(3.)      Fix,  y,  z)  =/  +  Mf  =  xyz  +  X{x^  +  y«  +  ^2  _  4^2^^ 
(4.)    Fi  =  gz+2/,z  =  0,  Ji  =  zx+  2i,y  =  0,  ^3  =  xy+2kz  =  0. 

Kiepen,     Differeniial-Krchnunq.  'Xl 
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Dies  giebt 

(5.)  _2A=i^  =  ^  =  ^, 

X        y        z 

also  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.) 


(6.) 


a:2  =r  y«  =  a;*  =  -—  ,    oder     a:  =  y  =  «  =  -— 1/3 . 


Der  Würfel  ist  daher  das  grösste  rechtwinklige  Parallel- 
epipedon,  welches  der  Kugel  einbeschrieben  werden  kann. 


Aufgabe  2.     Es   soll  das  grösste   rechtwinklige   Parallel- 
epipedon  gefunden  werden,  welches  dem  Ellipsoid 


(7.) 


/J.2  |j2  gß. 


einbeschrieben  werden  kann. 

AuflSsung.    In  ähnlicher  Weise  wie  bei  der  vorigen  Auf- 
gabe findet  man  hier  für  die  Seitenkanten  die  Werthe 

2c,,- 


(8.) 


=  ¥V3,    y  =  f>^,    -  =  fV3- 


Aufgabe  3.    Unter  allen  Kegeln  mit  gleichem  Volumen  V 
denjenigen  zu  finden,  welcher  die  kleinste  Oberfläche  hat. 

Auflösung.  Der  Halbmesser  der 
Grundfläche  sei  x,  die  Höhe  sei 
y,  und  die  Seitenksmte  sei  z  (vergl. 
Fig.  1 50) ;  dann  wird  die  Gresammt- 
oberfläche 

(9.)      /(z,  y,  z)  =  a?n  +  xzn 

=  7r(a:*  +  xz). 

Dies  ist  die  Function,  weldie 
ein  Minimum  werden  soll.  Zwischen 
X,  y  und  z  bestehen  dabei  noch 
die  ßedingungsgleichungen 
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<ier 

100  i  ^*^^'  y»  ^)  =  3  V—  x^ny  =  0, 

\  y2(^,  y, «)  =  ^  +  y*  —  ^2  =  0. 

Dies  giebt 
11.)  F{x,  y,  z)  =  n{3? + tz)^'M (3 F— ar^/ry) +Ää(^^ +y^  — ;?*) , 
I  Fi{Xj  y,  2)  =  n{2x  +  z)  —  2'lxnxy  +  2i^x  =  0, 

[12.)     j  Ji(ar,  y,  «)  =  —  -ii^«^     +  2/2y  =  0, 

I  Ji(a:,  y,  z)  =  Tri:  —  2^«^  =  0. 

Dm*ch  Auflösung  dieser  Gleichungen  findet  man 

(13.)        A2  =  J^,       /i  =  -^,       x^  +  2xz  +  z'==2f, 

*^z  xz 

oder 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (10.)  erhält  man  daher 

22  =  a:2  4.  y2  —  2y2  ~  2|/2  :ry  +  a:S 
oder 

(15.)  y=2:ry2,     3F=:  2r%V2, 

also 

(16.)  . Vi  =  f f '  y  =  2]/^,  .1/2  =  3.V2  =  af^. 

Die  Gesammtoberfläche  dieses  Kegels  ist  dann 

(17.)  0  =  \x^n  =  2y/9~V'ht. 

Aufgabe  4.  Von  einem  Viereck  sind  die  vier  Seiten  a,  4,  c,  d 
gegeben,  wie  gross  müssen  die  Winkel  sein,  damit  der  Flächen- 
inhalt ein  Maximum  wird?    (Vergl.  Fig.  151.) 

Auflösung.   Ist  AB  CD  das  gesuchte  Viereck,  und  setzt  man 

4:ABC=x,    4:ADC=y, 

so  wird 

2S\ABC  =  absinx,     2aADC=^  crfsiny. 

Hätte  das  Viereck  einen  einspringenden  Winkel,  z.  B.  bei 
/>i,  so  könnte  man  seinen  Flächeninhalt  -Fum  das  Stück  ADxCD 

37* 


a 
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grösser  machen  ^    ohne  die  \ml 
der  Seiten  zu   ändern.      De^ 
können,    wenn   F   ein    Maxims: 
werden  soll,  einspringende  Wki 
nicht  vorkommen,     so    dass  wi 
/       .-"     \    \  erhält 

W        (18.)  2-F=/(a:,y)=«*sinÄ:H-«f5ir; 

A^— ^r         Dies  ist  die  Fonction^  wdflr 

"^  /         ein  Maximum  werden    soll:  daW 

sind  aber  x  und  y  nicht  Y<m  eor 
ander  unabhängig,  denn  nach  dtf: 
Cosinussatz  wird 


/ 


/ 


.2 


AO''  =  a2  +  J2  —  2aÄcosx, 

'AC^  =  c»  +  rf»  —  2crfcosy, 
also 

(19.)  ifix^  y)  =  a2  +  6«  —  2a4cosa;  —  c^  —  (P  +  2c</cosy  =  0. 
Setzt  man  daher 

F{x^  y)  =/(^j  y)  +  '^yC^,  y)  ? 

so  erhält  man 

{Fx{xj  y)  =  flJcosa:  +  2aÄisina:  =  0, 
i^(a:,  y)  =  cdcosy  —  2cdXBmy  =  0, 
oder 

(21.)  cosa:  +  2^sin:r  =  0,     cosy  —  2/siny  =  0, 

und  wenn  man  /  eliminirt, 
(22.)  sinycosa;  +  sina^cosy  =  sin(a:  +  y)  =  0. 

Da  die  Winkel  x  und  y  beide  grösser  als  (fi  und  beide 
kleiner  als  180®  sein  müssen,  so  kann  diese  Gleichung  nur  be- 
friedigt werden  für 

(23.)  a:  +  y  =  180^ 

Wenn  von  einem  Viereck  die  vier  Seiten  gegeben  sind,  ^o 
ist  also  der  FlärheninhaÜ  dann  ein  Maximum,  wenn  das  Viereck 
einem  Ereise  eiiibeschrieben  ist. 
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»"ifif.  152. 


Den  Werth  von  x  findet  man  jetzt  ohne  Weiteres  aus 
Gleichung  (19.),  weil  cosy  gleich  — cosa;  ist.    Dies  giebt 

a2  +  42  —  c2  —  (^2 
^^^•)  ^^^  =        2(a4  +  cd)        ' 

Aufgabe  5.    Auf  einer  Ellipse  mit  der  Gleichung 

(25.)  <p{x,  y)=zb^a?  +  a^y^  —  a^b^z=zO 

sind  zwei  Punkte  Pi  und  Ps  gegeben ;  man  soll  auf  der  Ellipse 
einen  dritten  Punkt  P 
bestimmen,  so  dass  der 
Flächeninhalt  des  Drei- 
ecks Pi  Pa  P  möglichst 
gross  wird.  (Vergl. 
Fig.  152.) 

AuflSsung.  Bezeich- 
net man  die  Coordina- 
ten  der  Punkte  Pi,  Pi, 
P  bezw.  mit  xi,  yu 
^2,  y2\  X,  y,  so  wird 
bekanntlich  der  dop- 
pelte Flächeninhalt  des  Dreiecks  P1P2P 

(26.)     2P=  x(yi  —  y^)  +  y{xi  —  x^)  +  xxy^  —  x^  y^  =/(ar,  y). 

Dies  ist  die  Function,  welche  ein  Maximum  werden  soll. 
Zwischen  den  beiden  Veränderlichen  x  und  y  besteht  dabei  noch 
die  Gleichung  (25.),  da  der  Punkt  P  auf  der  Ellipse  liegen  soll. 
Deshalb  ist  hier 

(27.)       F{x,  y)  —  x  (yi  —y'i)'\-y  (arg  —  xx)  +  a:i ya  —  x^y^ 

-f  A(Ä2:r2_|.^2y2_^2J2)^ 

/  Pi{x, y)  =  yi  —  ya  +  ^ib^x  =  0, 

\  Fi{x,  y)  =  2-2  —  a-i  +  2ka^y  =  0. 
Dies  giebt  durch  Elimination  von  X 

(29.)  b^  {xi  —X2)x  +  a2  (y^  —  y^)y  =  Q. 

Da  die  Punkte  Pi  und  P^  auch  auf  der  Ellipse  liegen,  so 
gelten  die  Gleichungen 

b'W  +  ahfi^  —  a^^  =  0     und     b^x^^  +  a^y^^  —  a^^  =  0, 


(28.) 
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folglich  ist  auch 

(30.)  V  (xi2  —  X2^)  +  a2  (y ^2  _  y^«)  =  o ; 

d.  h.  die  Gleichung  (29.)  wird  befriedigt  für 


(81.) 


z  = 


^1  +  «2 


^  2 


und  stellt  deshalb  einen  Durchmesser  dar,  welcher  die  Sefa> 
P]P2  halbirt.  Nennt  man  die  Endpunkte  dieses  Durehm^s^ 
P  und  P\  so  haben  diese  beiden  Punkte  die  verlangte  Eige^ 
Schaft  des  Maximums,  denn  nach  der  Lehre  von  den  conjugirt^ 
Durchmessern  sind  die  Tangenten  in  P  und  P*  ziol  PiP^  paralkl 
In  dem  Dreieck  P\P%P  (und  ebenso  in  dem  Dreieck  P^Pt^ 
ist  deshalb  die  Höh  e  grösser  als  in  einem  jeden  Dreieck  Px  Pt  P' 
welches  dieselbe  Grundlinie  PxP^  hat,  dessen  Spitze  P*'  abe 
auf  der  Ellipse  dem  Punkte  P  (bezw.  dem  Punkte  P*)  benact- 
bart  liegt. 

Aufgabe  6.    In  eine  Ellipse  soll  ein  möglichst  grosses  Drei- 
eck P^P^Pz  einbeschrieben  werden.    (Vergl.  Fig.  153.) 

*^K  '^^-  Auflösung.      Die>e 

Aufgabe  lässt  sich  luh 
mittelbar  auf  die  vor- 
hergehende zurückfuh- 
ren, indem  man  z.  B. 
die  Punkte  Pt  und  Pi 
als  gegeben  ansieht 
und  den  Punkt  P3  sucht 
Die  Verlängerung  des 
Halbmessers  OP3  muss 
daher  die  Sehne  P|Pj 
halbiren.  Ebenso  muss 
die  Verlängerung  von  OPx  die  Gerade  P2P3,  und  die  Ver- 
längerung von  OP2  die  Gerade  P3P1  halbiren,  d.  h.  der  Mitu^- 
funkt  O  der  Ellipse  ist  gleichzeitig  der  Schwerpunkt  des  ge- 
suchten Dreiecks  P1P2P3. 

Da  in  jedem  Dreieck  der  Schwerpunkt  die  drei  Halbinmgs- 
transversalen  im  Verhältniss  von  1  :  2  theilt,  so  kann  man  ein 


•t.       -  -».  ■    ■     «»^JM 
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solches  Dreieck  PiP^Fz  construiren ,  indem  man  auf  der  Ellipse 
einen  Punkt  P\  beliebig  annimmt,  den  Halbmesser  OPi  über  O 
bis  Nx  verlängert,  so  dass 

(32.)  PtO=^20Ni 

^rd,  nnd  durch  Ni  eine  Parallele  zu  der  Tangente  im  Punkte 
Pi  zieht;  dann  schneidet  diese  Parallele  die  Ellipse  in  zwei 
Punkten  Pj  und  P3,  so  dass  das  Dreieck  P1P2P3  seinen  Schwer- 
punkt in  O  hat.  Dabei  sind  nach  der  Lehre  von  den  conjugirten 
Durchmessern  die  Coordinaten  des  Punktes  iV, 

£1^  _  3^2  +  ^3         _  21  —  y2  +  ys 

1  2       '  2  2       ' 

folglich  gelten  die  Gleichungen 

(33.)         ari  H-  2-2  +  3-3  =  0    und    yi  +  y2  +  yg  =  0. 

Da  bei  dieser  Construction  der  Punkt  Pi  noch  ganz  be- 
liebig auf  der  Ellipse  angenommen  werden  durfte,  so  findet  man 
hierdurch  unendlich  viele  Dreiecke,  von  denen  aber  sogleich  ge- 
zeigt werden  soll,  dass  sie  alle  gleichen  Flächeninhalt  haben. 
Der  doppelte  Flächeninhalt  des  Dreiecks  P1P2P3  wird  nämlich 
mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (33.) 

(34.)        2P=  z,  (y2  —  ys)  +  a-2(y3  —  yO  +  x^iyi  —  y^) 

=  3(:riy2  — ir2yi). 

Da  die  Punkte  Pi  und  P2  auf  der  Ellipse  liegen,  gelten 
die  Gleichungen 

(35.)     b^x^w  +  o^iVi^  +  ö^*n^i'^y2*  +  ^'W)  =  «***• 

Ferner  hat  die  Tangente  im  Punkte  Px  die  Gleichung 

b^xxx'  +  a^yxy'  —  o^Ä2  =  0 , 
folgUch  ist  die  Gleichung  der  Geraden,  welche  man  durch  Nx 
parallel  zu  dieser  Tangente  legt, 

(36.)  2b^xxx*  +  2a^yxy*  +  a^h^  ^  0. 

Da  diese  Gerade  durch  den  Punkt  P2  hindurchgeht,  so  wird 

2b^xxX2  +  2a2yiy2  +  aH^  =  0 , 
(37.)  46*j-,W  +  8a262^,a-2yiy2  +  ^a%^y2^  =  a*Ä*, 
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oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (35.) 

oder 

(38.)     4  (a:,yj  —  x^yt^  =  Sa^^,     2  {x^y^  —  r.y,)  =  ab  V  3  . 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (34.) 
(39.)  4F=3ail/3. 

Der  Flächeninhalt  ist  also  unabhängig  von  der  Lage  des 
Punktes  Pi,  so  dass  es  unendlich  viele  Dreiecke  P^P^P^  g^ebü 
welche  gleichen  Inhalt  besitzen,  und  welche  grösser  sind  als  allT* 
übrigen  der  Ellipse  einbeschriebenen  Dreiecke. 

Aufgabe  7.  In  eine  Kugel  mit  dem  Halbmesser  a  soll  ein 
Cylinder  mit  möglichst  grosser  Oberfläche  einbeschrieben  werden. 
(Vergl.  Fig.  154.) 

Auflösung.  Bezeichnet  man 
die  Halbmesser  der  Grundkreise 
mit  X  und  die  Höhe  des  Cylin- 
ders  mit  y,  so  wird  die  Ober- 
fläche 

(40.)     F=  2x^71  +  2xny, 

also 

(41.)      f{x,  y)  =  x^  +  xy, 

wobei  noch  zwischen  x  und  y  die 
Gleichmig 


Fig.   154. 


(42.) 

besteht. 

(43.) 

(44.) 

(45.) 

oder 

(45  a.) 


(f)  (x,  y)  =  4a;-  +  y^  —  ^a^  =  0 

Daraus  folgt 

F{^^  y)  =/(^,  y)  +  i'(p{x,  y), 

I  F,{x,  y)  =  2ar  +  y  +  8/a:  =  0, 
\  F2{x,y)=  .r  +  2Ay  =0, 

2:ry  +  y-  — 4a:2  =  0, 

(:c  +  y)2  =  55-2,     y  =  ar(-Izb  j/ö). 


Da  X  und  y  beide  positiv  sein  müssen,  so  kann  hierbei  nm- 


das  obere  Vorzeichen  gelten.    Es  wird  also 
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id.   mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (42.) 

ö.)  ar^lO  — 2}/5)  =  4a«, 


^ö.)         /(^,  y)  =  ^(^  +  y)  =  ^'>^  =  ^  (V5  +  0- 

Dasselbe  Resultat  war  bereits  in  §  57,  Aufgabe  21  (Seite 
^67)  gefunden  worden. 

Aufgabe  8.    Durch  den  Mittelpunkt  0  eines  EUipsoids 

490  yi(^ry,^)  =  ^  +  |^  +  ^-  1  =  0 

ist  eine  Ebene 

(50.)  ^i{x,  y,  z)  =  Az  +  By+  Cz  =  0 

gelegt ;  man  soll  die  Axen  der  von  dieser  Ebene  ausgeschnittenen 
Ellipse  bestimmen. 

Auflösung.     Verbindet   man  einen  beliebigen  Punkt  P  der 
Schnittcurve  mit  0,  so  wird 

(51.)  OP"  =/(:r,  y,  ;r)  =  rr^  +  y^  +  z\ 

wobei  die  Veränderlichen  a-,  y,  z  den  Gleichungen  (49.)  und  (50.) 
genügen  müssen.  Unter  diesen  Halbmessern  OP  ist  die  grosse 
Halbaxe  ein  Maximum  und  die  kleine  Halbaxe  ein  Minimum. 
Man  findet  daher  die  beiden  Axen,  indem  man  die  Werthe  von 
X,  y,  z  bestimmt ,  für  welche  f{x^  y,  z)  ein  Maximum  oder  Mini- 
mum wird.    Hierbei  ist 

(52.)  F(x,  y,  z)  ==/  +  Xi(px  +  Ajy«, 

(53.)  ij;  =  2rr  +  ?^  +  -4/2  =  0, 

(54.)  E,^2y  +  ^+Bi^^Q, 

(55.)  F^  =  2z  +  -^^-  +  eil  =  0, 

also 
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(56.)   2j-  =  — -5-^,  2y  =  — r^^^,   2z-—       '^ 


a«  +  /i       "^  i^+A,  ^  +  Äi 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (50.)  und   (49.)  foir 
hieraus 

A^a^  B^b^  C^es 

(57.)  _^+^^+__^  =0, 


4. 


^•^^•^  ^*^  UaM^)^  "^  (Ä^  +  lif  "^  (c^  +  Xt)0  " 

Aus  Gleichung  (57.)  findet  man  die  beiden  Werthe  von  ^ 
und  aus  Gleichung  (58.)  die  zugehörigen  Werthe  von  JU.  Indes 
man  diese  Werthe  von  Ai  und  1%  in  die  Gleichungen  (56.)  ein- 
setzt, erhält  man  schliesslich  die  gesuchten  Werthe  von  x^y,^- 


XVI.  Abschnitt. 

Theorie  der  complexen  Grössen. 

§  131. 

Erklärung  der  complexen  Grossen. 

•  (VergL  die  Formel-Tabelle  Nr.  155—163.) 

Bekanntlich  fährt  schon  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen  häufig  auf  imaginäre  Wurzeln.    Ist  z.  B. 

x^  +  6.r  +  13  =  0, 

SO  wird 

z  =  —^±  Y^^  =  —  3  ±  2t, 

wobei  V —  1  niit  %  bezeichnet  worden  ist.    Aus  V —  1  =  •  folgt 

(1.)  t2  =  _l,       ,3  ==_.•,       f*=+l,       t»=+t,.... 

Es  ist  nicht  nur  von  grossem  Vortheil,  imaginäre  Grössen  in  die 
Rechnung  einzufuhren,  sondern  es  stellt  sich  sogar  bei  vielen 
Untersuchungen  die  Nothtoendigkeit  heraus,  mit  solchen  Grössen 
zu  rechnen.  Da  die  Bezeichnung  „imaginär"^  leicht  die  falsche 
Vorstellung  erwecken  könnte,  dass  die  Bechnung  mit  imaginären 
Grössen  unzulässig  sei,  nennt  man  dieselben  gewöhnlich  zum 
Unterschiede  von  den  reellen  Grössen  ^^complexe  Grössen"  und 
kann  zeigen,  dass  sich  alle  Rechnungen  mit  ihnen  in  derselben 
Weise  ausführen  lassen  wie  mit  reellen  Grössen.  Ihre  all- 
gemeine Form  ist 


a  +  Ä  y —  1     oder    a  +  6t , 

wobei  a  und  b  reelle  Grössen  sind.  Man  nennt  a  „den  reellen 
Theil^  und  b  „den  Factor  des  imaginären  Theih^,  Ist  der  reelle 
Theil  einer  complexen  Grösse  gleich  0,  so  heisst  sie  „mn 
imaginär^. 
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Wie  die  reellen  Grössen  aus  den  beiden  Einheiten  + 1  und 
— 1  gebildet  sind,  so  werden  die  complexen  Grossen  aus  deo 
vier  Einheiten 

+  1,    —1,     +»,    —t 

gebildet.  Auf  die  so  erklärten  Grössen  kann  man  ohne  Weiteres 
die  Regehl  der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Divi- 
sion, wie  sie  für  reelle  Gi*össen  gelten,  anwenden.  Das  Resultat 
dieser  Operationen  ist,  wie  sogleich  gezeigt  werden  soll,  wieder 
eine  Grösse  von  der  Form  A  +  Bi.  Daraus  folgt  dann  die 
Berechtigung^  mit  complexen  Grössen  ebenso  zu  rechnen,  wie  mit 
reelien, 

I.  Addition.  Complexe  Grössen  werden  addirt^  indem  man 
die  reellen  Tkeile  zu  den  reellen  und  die  Factoren  der  imetginären 
Theile  zu  den  Facioren  der  imaginären  Theile  addirt^  also 

(2.)  (a  +  bi)  +  (c  +  d%)  =  (a  +  c)  +  (Ä  +  d)i. 

Das  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

II.  Subtraction.  Ztvei  complexe  Grössen  werden  von  em- 
a?ider  subtrahirty  indem  man  die  reellen  Theile  und  die  Factoren 
der  imaginären   Theile  von  einander  subfrahirt,  also 

(3.)  (a  +  **)  —  {c  +  dt)  =  (a  —  c)  -f  (4  —  d)i. 

Das  Resultat  hat  wieder  die  Form  A  +  Bi. 

III.  Multiplication.  Zwei  complexe  Grössen  werden  mit  ein- 
ander mulfiplicirt,  indem  man  jeden  Theil  des  einen  Factors  mit 
jedem  TJmle  des  andern  Factors  multiplicirt,  also 

(4.)  (a  +  bi)  (c  +  di)  =  ac  +  bei  +  adi  +  bdt^ 

=  (ac  —  bd)  +  {ad  +  bc)i. 

Auch  hier  hat  das  Resultat  die  Form  A  +  Bi. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  c  =  a,  rf= — 4  ist,  erhält  man 

(5.)  (a  +  6t)  (a  —  bi)  =  a«  +  b\ 

Hier  ist  das  Resultat  sogar  eine  positive  reelle  Grösse. 

Zwei  solche  complexe  Grössen,  die  sich  nur  durch  das  Vor- 
zeichen des  imaginären  Theiles  von  einander  unterscheiden, 
heissen  ^conjugirt^ \  es  gelten  für  sie  die  folgenden  Sätze: 


\ 
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1)  Die  Summe  zweier  conjugirt  complexen  Grössen  ist  reell: 
(6.)  (a  +  bt)  +  (a  —  bt)  =  2«. 

2)  Die   Differenz    zweier    conjugirt    complexen    Grrössen    ist 
rein  imaginär: 

(7.)  (ö  +  bi)  —  (a  —  bt)  =  2W. 

3)  Das  Product  zweier  conjugirt  complexeti  Grössen  ist  reell 
und  positiv: 

(a  +  bi)  {a  —  bt)  =  a2  +  J2^ 

Dieses  Product  heisst  nach  Gauss  „die  Norm  von  a  +  bi^ 
und  ebenso  „die  Norm  von  a  —  W".    Um  die  Norm  einer  com- 
plexen Grösse  zu  bezeichnen ,  setzt  man  ein  N  vor  dieselbe ;  es 
ist  also 
(8.)  N{a  +  bi)  =  N{a  —  bi)  =  a^  +  b\ 

Die  Quadratwurzel  aus  der  Norm,  mit  positivem  Vorzeichen 
genommen,  heisst  „der  Modul^  oder  (nach  Weierstrass)  „der 
absolute  Betragt  der  complexen  Grösse.  Das  Zeichen  dafür  ist 
ein  vorgesetztes  M  oder  zwei  senkrechte  Striche,  von  denen  die 
complexe  Grösse  eingeschlossen  wird,  also 


^M{a  +  bi^=\a+bi\^  +  ya^  +  b\ 
^  "^  \  M(a  —  bi)=  \a  —  bi\=  +  VaM^  ^ 


(10.) 


Aus  der  Gleichung 

I  a  —  bi  a  —  bi 


a  +  bi       (a  +  bi){a  —  bi)       a«  +  b^ 
folgt  der  Satz: 

4)  Der  reciproke  Werth  einer  complexen  Grösse  ist  gleich 
ihrer  conjugirten,  dividirt  durch  die  Norm. 

IV.  Division.  Bei  der  Division  complexer  Grössen  multi- 
plicirt  man  Zähler  und  Nenner  mit  der  zum  Nennei*  conjugirten 
Grösse,  dann  hat  man  nur  noch  durch  eine  reelle  Grösse,  nämlich 
nur  durch  die  Norm  des  Nenners  zu  dividiren.    Dies  giebt 

.     .  c  +  Ä  _  (c  +  di)  {a  —  bi)  __  ac  +  bd        ad  —  bc  . 
^    '^  IT+bi  "  (a  +  bi)  {a  —  bi)  ""  "^  +  42    +  a^  +  b^  '* 

Auch  hier  hat  das  Resultat  die  Form  A  +  Bi. 
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Da  eine  Potenz  mit  positivem,  ganzzahligen  Exponenten  ffli 
Pioduct  ist,  so  kann  man  auch  eine  complexe  Grösse  ix)teD2äreD. 
Es  wird  also 

(12.)  (a+6»)-  =  ra-  — (^)«"~'*'+(4V-***— +  •  •  •] 


§  132. 

Einige  Sätze  Über  complexe  Grossen.    Moivre'sche 

Formeln. 

(Vergl.  die  Formel -TabeUe  Nr.  164-169.) 

Da  eine  rein  imaginäre  Grösse  die  Quadratwurzel  ans  einer 
negaticen  Zahl  ist,  so  kann  eine  reeüe  Grösse,  welche  yon  0 
verschieden  ist,  niemals  einer  rein  imaginären  Grösse  gleich  sein. 
Ist  also 

(1.)  a  +  ii  =  0, 

80  müssen  a  und  b  einzeln  gleich  0  sein.    Dies  giebt 

Satz  1.  Sind  zwei  complexe  Grössen  einander  gleich^  so 
müssen  die  reellen  TAeile  und  ebenso  auch  die  Factcren  der 
imaginären   Theile  einander  gleich  sein. 

Beweis.    Aus 

(2.)  a  +  Ät  =  c  +  di 

folgt 

(3.)         {a  +  bt)  —  (c  +  di)  =  (a  —  c)  +  (i  —  d)i  =  0. 

Dies  giebt  aber 

(4.)        a  —  c  =  0,     Ä  —  rf=0,     oder     a  =  c,     Ä  =  rf. 

Jede  Gleichung  zwischen  complexen  Grössen  umfasst  daher 
zwei  Gleichungen  zwischen  reellen  Grössen. 

Die  complexen  Grössen  lassen  sich  auch  noch  in  einer  etwas 
anderen  Form  darstellen.    Setzt  man  nämlich 


(5.)  I  a  +  W  I  =  +  y"«'  +  *'  =  r, 
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L>   wird  r^a  und  r'^b,  folglich  kann  man  zwischen  0  und  2n 
t3e2sw.  zwischen  0^  und  360^)  einen  Winkel  q>  so  bestimmen,  dass 

.r*  X  a  ,  b 

G.)  cosa)  =  — >       smy  =  - 

r  r 

wvird.    Dabei  liegt  der  Winkel  y 

zwischen  0^  und  90*^,  wenn  a>0,  6>0, 
„  900  ^  l80^  „  a  <  0,  Ä  >  0, 
„  180<>  „  270^  „  a<0,  *<0, 
„       270«     „     360«,       „     a>0,  6<0. 

Dieser  Winkel  tp  heisst  das  Argument  der  complexen  Grösse 
cz  4-  W.    Durch  Einführung  dieser  Bezeichnungen  wird 

(7.)  a  +  bi  =  r  (cos  y  +  « siny). 


Multiplicirt  man  jetzt  die  complexen  Grössen  ri(cosyi  +  tsinyi) 
und  r^  (cos9r2  +  tsin^2)  mit  einander,  so  erhält  man 

(8.)  ri  (cosyi  +  «sin^i)  •  r^  (cosy2  +  tsinys)  = 

n^2[(cosyiCOSy2 — sin  9)1  sin  y  2)  +  «(sin  yt  cos  y  2  +  cosyisinya)] 
=  nra  [cos(yi  +  ^2)  +  isin(9>i  +  ^2)]. 
Diese  nach  Moivre  genannte  Formel  giebt 

Satz  2.  Complexe  Glossen  werden  mit  einander  multiplicirt^ 
indem  man  ihre  absoluten  Beträge  mit  einander  multiplicirt  und 
ihre  Argumente  addirt. 

Dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Weiteres  auf  Producte  von  drei 
oder  mehr  Factoren  übertragen;  es  ist  also 

[9.)    ri(cos9i+*sinyi) .  r2(cosy2+»sin92) .  r8(cos9>3+«siny8) 
=  rir2r8  [cos(yi  +  ^2  +  ys)  +  *sin(yi  +  ^2  +  9>«)]. 

Sind  die  Factoren  alle  einander  gleich,  so  erhält  man 
(10.)         [r{co&(p  +  tsiny)]"  =  r*  [cos(«y)  +  tsin(«9')] 
und  damit  zunächst  für  positive,  ganzzahlige  Exponenten 

Satz  3.  Eine  complexe  Grösse  icird  potenzirfj  indem  man 
den  absoluten  Betrag  potenzirt  und  das  Argument  mit  dem  Potene- 
exponentefi  multiplicirt. 
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Für  r  =  1  geht  die  Gleichung  (10.)  über  in 
cos(«y)  +  »sm(«9)  =  (cosy  4-  i^q^^  = 

co8"y  —  f  ^  jCOS**-^g)sm^y  +  Q  j  cos*~*y  sinV h 

+  ff    jcos""*ysiny  —  f    jcos^'^ysin^y  H • 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  Satz  1 
(ll.)cos(ny)=cos'*y — f    jcos"-VsinV+(.)cos*•-*9«in*9J- 


(12.)  sin(»y)  =r' jcos"-*9>  siR<p — f    jcos"-'9sin*y  H 

Durch  diese  Formeln,  in  denen  das  MttäiplicaÜonsiAeore^* 
der  trigonometrischen  Functionen  ausgesprochen  ist,  lassen  sich 
cos(»y)  und  sin(»y)  als  rationale  Functionen  von  cosy  nnd  sin^ 
darstellen. 

Es  wird  z.  B.  für  n  ==  5 ,  wenn  man  noch  die  Relatioi 
cos^g)  +  sin^y  =  1  anwendet, 

cos(5y)  =  cos^y  —  10  cos^y  sinV  +  5  cosy  ain^^r 
=  16  cos^y  —  20  cos'y  +  5  cos^) , 

sin  (5y)  =  5  cos* (p  siny-  — 10  cos* y  sin^y  +  sin^^» 
=  16  sin^y  —  20  sin^y  +  5  sin  y. 

Für  die  Division  zweier  complexen  Grössen  erhält  man  jetzt 
Tj  (cosyi  +  t'sinyi)  _  n  (cosyi  +  t'sinyi)  (cosy^  —  tainya) 
r2  (cosf/2  +  tsin^2)  ""  ^2  (cosy2  +  »'siny^)  (cosy2  —  «sin^Ps) 

_  ri  (cosyi  cosy2  +  sinyi  siny2)  +  t'(sinyi  cosy2  —  cosyi  sinyt) 

*""  Tz  cos^y2  +  sin2y2 

oder 

/.«  N  ^1  (cosg^i  +  isiny^i)      ^i  r      /  \   .    •  •   /  m 

(13.)  -i — ^     ,    .  .   ^\  =  —  [cos(9),  —  (f2)  +  tsm{(pt  —  cps)]. 
^     ^  r2(cosy2  +  tsmy2)      ^2  ■■      ^^        ^  ^  ^^        ^  ■' 

Daraus  folgt 

Satz  4.  Complexe  Grössen  toerden  durch  eifiander  dividirU 
indem  man  die  absoluten  Beträge  durch  einatuler  dividirt  und 
die  Argumente  von  einander  subtrahirt. 
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Der  Satz  3  macht  es  jetzt  auch  möglich,  aus  einer  complexen 

Orösse  die  n*®  Wurzel  auszuziehen.  Unter  -JK^r(cosy  +  tsiny) 
vei-steht  man  nämlich  eine  Grösse,  deren  «*•  Potenz  gleich 
^(cos^)  +  tsin^)  ist.  Diese  Eigenschaft  besitzt  fär  ganzzahlige 
W^erthe  von  h  die  complexe  Grösse 

C14.J      ^  =  y7[cc«(?^)+,sm(li^)], 

denn  es  wird  nach  Gleichung  (10.) 

^»*  =  r[cos(9)  +  2Ä7r)  +  •sin(y  +  2Ä7r)], 
oder,  weil 

cos(^  +  2hn)  =  cosy  und  sin(f/  +  2A7r)  =  siny 
ist, 

(15.)  -4"  =  r(cosy  +  tsiny). 

Dies  giebt 

(1 6.)  f  ,^(H3^^7sE7)  =  i/7[cos(^-^)  +  isin(2^±|*il)]  • 

Dabei  erhält  man  für  die  »*®  Wurzel  aus  einer  complexen 
Grösse  im  Ganzen  n  von  einander  verschiedene  Werthe,  wenn 
man  der  ganzen  Zahl  h  die  Werthe  0,  1,  2, . . .  n  —  1  beilegt. 

Damit  ist  bewiesen: 

Satz  5.  Aus  einer  complexen  Grösse  wird  die  Wurzel  ge- 
zogen, indem  man  sie  aus  dem  absoluten  Betrage  zieht  und  das 
Argument  durch  den    Wurzel-Exponenten  dicidirt. 

Gleichzeitig  sind  hiermit  auch  die  Potenzen,  deren  Exponent 
eine  gebrochene  Zahl  ist,  ebenso  für  complexe  Grössen  erklärt 
wie  für  reelle,  indem  man 

(17.)  A'  =  VaTp  =  {-yAY 

findet. 

§  133. 

Geometrische  Darstellung  der  complexen  Grössen. 

Wie  man  die  reellen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken 
in  einer  geraden  Linie  geometrisch  darstellen  kann,  so  kann  man 

Kiepert,  DifTerential-Rrchnung.  t^^ 
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Fig.  155. 
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die  comp/exen  Grössen  durch  Punkte  oder  Strecken  in  einer  Ebn^ 
dai-stellen.    Dabei  soll  der  folgende  Grundsatz  gelten: 

Zwei  Strecken  sind  einander'  gleich j  wenn  sie  gleiche  /.a?fcc?  \ 
und  gleiche  Richtung  haben.  \ 

Dann  bezeichne  man  mit  +  1  eine  Strecke,  deren  Lan^v 
gleich  1  ist,  und  deren  Eichtung  parallel  ist  zur  positiTcc 
Eichtung  der  X-Axe.  Mit  +  i  dagegen  bezeichne  man  eiLr 
Strecke,  deren  Länge  auch  gleich  1  ist,  deren  Richtang-  al^ 
parallel  ist  zur  positiven  Eichtung  der  Y-Axe.    (Vei^l.  Fig.  15o.. 

Damit  ist  natüi'lich  noch  nicht  ge- 
sagt, dass  +  •  dieselbe  Bedeutung  ha^ 
wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen. 

dass  nämlich  i  gleich  Y--i  s^i-  ^ 
sollen  vielmehr  die  hier  folgenden  l'ii- 
tersucliungen  zunächst  ganz  unabhängig 
von  den  vorhergehenden  geführt  werden. 
Demnach  werde  hier  die  complexe  Grosse 
a  +  bi  durch  eine  Strecke  OP  erklärt, 
welche  den  Antangspunkt  der  Coordinaten  0  und  einen  Punkt 
/^  mit  den  Coordinaten  OQ  =  a,  QP=b  verbindet.     (Vei^L 

Fig.  156.)  Man  gelangt  nämlich  vom 
Punkte  O  aus  zum  Punkte  P,  indem  man 
a  Einheiten  in  der  Eichtung  der  X-As^ 
und  dann  b  Einheiten  in  der  Richtung 
der  F-Axe  durchläuft,  oder  indem  man 
zuerst  b  Einheiten  in  der  Eichtung  der 
Y-Axe  und  dann  a  Einheiten  in  der 
Eichtung  der  -X-Axe  durchläuft* 

So  entspricht  jeder  complexen  Grösse  a  +  bi  em  Punkt  P 
in  der  Ebene  und  jedem  Punkte  P  eine  complexe  Grösse  a  +  bi 

Durch  die  Gleichungen 
(1.)    a  =  rcosy,     b  =  rsiny ,     a  +  bi  =  r(cosy  +  tsiny) 

kann  man  auch  Polarcoordinaten  einführen.  Dabei  heisst  r  der 
„absolule  Betrag  der  Strecke  0P'\  weil  ihre  Länge  gleich  r  ist, 
und  der  Winkel  ^  heisst  das  ^^Argument  der  complexen  Grösse". 
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Fig.  157. 
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Die  so  erklärten  complexen  Grössen  kann  man  nun  durch 
A^ddition,  Subtraction,  Multiplication  und  Division  mit  einander 
verbinden,  indem  man  dieselben  Regeln  anwendet,  welche  für 
reelle  Grössen  gebräuchlich  sind;  und  zwar  geschieht  das  in 
folgender  Weise: 

I.  Addition.    Will  man  die  Addition  zweier  reellen  Grössen 
g-eometrisch  austühren,  so  trägt  man  auf  einer  Geraden,  z.  B. 

auf  der  X-Axe  vom  Anfangspunkte  O  aus  eine  Strecke  OP  ab, 

welche  der  einen  Grösse  entspricht, 

und   darauf  vom  Punkte  F  aus  eine 

zweite  Strecke  PR,  welche  der  an-      o 

deren  Grösse   entspricht.     Dadurch      *" 

erhält  man  eine  Strecke  OR,  welche    ^ 

die  Summe  der  beiden  gegebenen  Grössen  geometrisch  darstellt. 

In  welcher  Reihenfolge  man  die  beiden  Strecken  auf  einander 

folgen  lässt,  ist  dabei  gleichgültig. 

Genau  ebenso  kann  man  zwei  complexe  Grössen  oi  +  b^i 

und  Ö2  +  Ä2«,  welche  durch  die  Strecken  OPj  und  OPi  geome- 

tiisch  dargestellt  sind,  addiren  (vergl.  Fig.  158).  Man  macht 
zu  diesem  Zwecke  den  Punkt 
Pi  zum  Anfangspunkte  einer 
Strecke  PiÄ,  welche  der 
Strecke  OPi  gleich  ist,  d.  h. 
welche  mit  OPi  gleiche  Länge 
und  gleiche  Richtung  hat.  Da- 
durch erhält  man  ein  Parallelo- 
gramm OPxRPi,  in  welchem 
der  Punkt  iJ,  bezw.  die  Diago- 
nale ÜR  die  Summe  der  beiden  gegebenen  Strecken  OPi  und 
OP.  ist. 

Da  die  Seite  F2R  der  Seite  OP^  gleich  und  parallel  ist, 
so  hätte  man  auch  Pi  zum  Anfangspunkte  einer  Strecke  P2R 
machen  können,  welche  der  Strecke  OPx  gleich  ist,  und  wäre 
zu  demselben  Punkte  R  gekommen. 

Wie  man  sehr  leicht  aus  Figur  158  nachweisen  kann,  sind 
dabei  die  Coordinaten  des  Punktes  H  gleich  a^+a^  und  *i-f-i2, 
so  dass  er  in  der  That  der  complexen  Grösse 

38* 


Fig.  158. 
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(2.)  (öl  +  bii)  +  (02  +  hl)  =  («1  +  a«)  +  (*i  +  *j)f 

entspricht. 

In  dieser  Construction  ist  der  Satz  vom  ParaUelofframm  dn 
Kräfte  enthalten.  Stellen  nämlich  die  Strecken  OPi  nnd  OF, 
durch  ihre  Länge  und  Richtung  die  Intensität  nnd  Bichtmi^ 
zweier  Kräfte  mit  demselben  Angriffspunkte  O  dar,  so  hAht^\ 
dieselben  mit  der  Diagonale  OR  des  Parallelogramms  OFiRP: 
gleiche  Wirkung.    Dabei  smd 

ai  und  bi  die  Componenten  von  OPi, 

^2    n    h  „  „  „    OPiy 

«1  +  «2     „     bi  +  *2    ,j  .,  n    OR. 

Die  Componenten  der  resultiienden  Kraft  findet  man  also, 
indem  man  die  Einzelkräfte  in  ihre  Componenten  zerlegt  mä 
die  gleichgerichteten  Componenten  addirt. 

11.  Subtraction.  Da  eine  Grösse  von  der  anderen  subtrahiit 
wird,  indem  man  die  entgegengesetzte  Grösse  addirt,  so  kann 
man  die  Subtraction  aut'  die  Addition  zurückführen  und  findet 

(3.)      (t/i  +  ölt)  —  («2  +  J2«)  =  (c/i  +  bii)  +  (—  Os  —  bat) 

=  (öl  —  ih)  +  {bi  —  Ä2)t. 

Hl.  Multiplication.  Für  reelle  Grössen  gilt  die  £egel:  I^(f^ 
Ptoduct  A  .  B  efitsteht  aus  B  wie  A  aus  der  Einheit,  Dieselbe 
E^gel  kann  man  auch  bei  der  Multiplication  zweier  complexen 
Grössen  ri(cosf/i  +  «sin 9)1)  und  r2(cosy2  +  «sinys),  welche  den 
Strecken  OPx  und  OP2  entsprechen,  anwenden. 

Hat  der  Punkt  E  (Fig.  159) 
die  Coordinaten  a  =  l  und  b  =  0, 
so  entsteht  die  Strecke  OPi  aus 
der  Einheit  OE^  indem  man  durch 
0  eine  Gerade  legt,  welche  mit 
OE  den  Winkel  (fx  bildet,  und 
auf  dieser  Geraden  die  Länge  der 
Einheit  {OE)  n-mal  abträgt. 
Ebenso  findet  man  das  Prodnct 
der  beiden  Strecken  OPi  und  01\ 
indem  man  durch  den  Anfangs- 
punkt O  eine  Gerade  legt,  welche 
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mit  der  Geraden  OP-i  den  Winkel  ^i  bildet,  und  auf  dieser 
Geraden  die  Länge  von  OP2  (also  ra)  ri-mal  abträ^.  Dadurch 
erhält  man  einen  Punkt  Ä,  welcher  dem  Producte  der  beiden 
complexen  Grössen  entspricht. 

Durch  den  Umstand,  dass  die  beiden  Dreiecke  OEPi  und 
OI^^R  einander  ähnlich  sind,  wird  auch  die  Construction  des 
Punktes  R  verhältnissmässig  einfach.  Man  mache  zu  diesem 
Zwecke  das  Dreieck  OE*Px  dem  Dreieck  OEPx  congruent  und 
ziehe  P^R  parallel  zu  E*P*x.  Dabei  hat  die  Strecke  OR  nach 
Construction  die  Länge  rxv^  und  bildet  mit  der  positiven  Richtung 
der  X-Axe  den  Winkel  yi  +  ^2,  so  dass  man  erhält 

(4.)        ri(cosyi  +  tsinyi) .  r.2(cosy2  +  t8inf/2) 

=  r  17-2  [cos  (r/i  +  ^2)  +  «sin(yi  +  9)2)]. 

Es  gilt  also  auch  hier  der  Satz :  Complexe  Grössen  werden 
mit  einander  multiplicirt ,  indem  man  die  absoluten  Beträfe  mit 
einander'  multiplicirt  und  die  Argumente  addirt. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo 

TT  ;r 

n  =  1,    n  =  1,    yi  =  2-'    ^2  =  2" 

ist,  geht  die  Gleichung  (4.)  über  in 
(5.)  t-2  =  — 1. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  complexen  Grössen^  welche  in 
diesem  Paragraphen  geometrisch  erklärt  icurden,  mit  den  früher 
betrachteten  identisch  sind, 

IV.  Division.  Da  die  Division  die  Umkehrung  der  Multipli- 
cation  ist,  so  liegt  in  der  eben  angegebenen  Construction  auch 
die  Anleitung  zur  Division  complexer  Grössen.  Soll  man  nämlich 
die  den  Strecken  OR  und  O  Pi  entsprechenden  complexen  Grössen 
durch  einander  dividiren,  so  macht  man  wieder  das  Dreieck 
ÜP.R  (Fig.  159)  ähnlich  dem  Dreieck  OEPx,  so  dass  P2  und 
E  homologe  Punkte  sind.  Die  Strecke  OP2  entspricht  dann 
dem  gesuchten  Quotienten,  und  es  gilt  der  Satz:  Complexe 
Grössen  werden  durch  einander  dicidirtj  indem  man  die  absoluten 
Beträge  durch  eiriander  dividirt  und  die  Argumente  von  einander 
subtrahirt. 
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§  IM.    Vier  Sätze  über  die  absoluten  Beträge. 


Man  kann  die  Sätze  über  Addition  und  Multiplication  &l- 

dehnen  auf  Summen  von  beliebig   vielen  Summanden   und  at 

Producte   mit   beliebig  vielen  Factoren.     Soll   man    z.  B.   dk 

Strecken 

Ol  +  Alt,     02  +  bfi, . . .  a«  +  Ä„t 

addiren,  so  erhält  man  für  die  Summe  der  beiden  ersten  Strecit« 

einen  Punkt  Ä.  mit  dtn 
Coordinaten  «i  -h  a^  mc 
4  t  +  ^2,  für  die  Sum^r 
der  drei  ersten  Su^ckei 
einen  Punkt  ü^  mit  dtn 
Coordinaten  «i  +  a»  -r  •  i 
und  Äi  +  is  +  ^s;  in  die- 
ser Weise  kann  man  fon- 
fahren,  bis  man  einen 
Punkt  jB„  mit  den  Coor- 
dinaten ^^i + »2  +  •  — h  ^'e 
und  Äi  +  ^2  +  •••+  Äh  er- 
hält, welcher  der  Summe  entspricht.  Ist  das  Polygon  OPiüfefij...  A 
geschlossen,  so  dass  der  letzte  Punkt  Rn  mit  dem  Anfangspunkte 
O  zusammenfällt,  so  ist  die  Summe  gleich  Null;  die  Bedingon^ 
für  einen  geschlossenen  Streckenzug  ist  daher 

(6.)  ^{a  +  bi)  ^  0, 

welche  die  beiden  Bedingungen 

2ö  =  0    und    2'4  =  0 
in  sich  einschliesst. 


§  134. 

Vier  Sätze  Ober  die  absoluten  Beträge. 

Satz  1.  Der  absolute  Betrag  dei'  Summe  zweier  complexen 
Grössen  ist  {gleich  oder)  kleiner  als  die  Summe  der  absoluten 
Beträge  und  [gleich  oder)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

Beweis.      Die    Summe    der    beiden    complexen    Grössen 
ri{cos(fi  +  «sinyi)  und  r2(cosr/>2  +  tsinf/2)  ist 

(ricosy^i  +  r2COSf/2)  +  t(^'isinf/i  +  r2siny2): 
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der   absolute  Betrag  dieser  Summe  wird  daher 


Dieser  Ausdruck  erhält  seinen  grössten  Werth,  nämlich  den 
AVerth  ri  +  ra,  wenn  cos(yi  — ya)  =  +  1  wird;  den  kleinsten 
AVerth  dagegen,  nämlich  den  Werth  |ri  —  r^l,  erhält  er,  wenn 
cos(  f/-|  —  ^2)  =  —  1  wird.    Deshalb  ist 

(1.)     I  r,  —  ro  I  S  Vrr  +  r^'  +  2r,r2  cos(yi  —  ^2)  S  n  +  r^. 
Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Viel  einfacher  gestaltet  sich  der  Beweis  mit  Hülfe  der  geo- 
metrischen Darstellung;  denn  da  ist  dieser  Satz  identisch  mit 
dem  Satze:  In  einem  Dreiecke  OPiR  (Fig.  158)  ist  die  Seite 
OJR  kleiner  als  die  Summe  und  grösser  als  die  Differenz  der 
beiden  anderen  Seifen  OPi  und  P^R, 

Satz  2.  Der  absolute  Betrag  der  Differenz  zweier  com- 
plexen  Grössen  ist  {gleich  oder)  kleiner  als  die  Summe  der 
absoluten  Beträge  und  {gleich  odei')  grösser  als  die  Differenz 
derselben. 

Beweis.  Man  kann  die  Differenz  auch  als  eine  Summe  auf- 
fassen, indem  man  die  Grösse,  welche  subtrahirt  werden  soll, 
mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  versehen,  addirt.  Deshalb 
folgt  dieser  Satz  schon  aus  dem  vorhergehenden  Satze. 

Man  kann  somit  den  Satz  1  auch  ohne  Weiteres  ausdehnen 
auf  die  algebraische  Summe  beliebig  vieler  Grössen. 

Satz  3.  Der  absolute  Betrag  des  Productes  zweier  complexen 
Grössen  ist  gleich  dem  Produkt  der  absoluten  Beträge, 

Der  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Gleichung 

i2.j        n(cosy  1  +  tsinyi) .  r2(cosy2  +  tsiny'2) 

=  rir2[cos(yi  +  ^2)  +  2Sm(yi  +  ^2)]. 

Satz  4.  Der  absolute  Betrag  des  Quotienten  zweier  com- 
plexen Grössen  ist  gleich  dem  Quotienten  der  absoluten  Beträge. 

Auch  hier  folgt  der  Beweis  unmittelbar  aus  der  Gleichung 

ri(cosyi  +  »sinyi)      n  r      /  \  ,    •  •  /  \t 

—7 — ^—7--^-^  =  —  [cos(y,  —  ^2)  +  «sm(y'i  —  (p^)]. 
r.>(cosy2  +  «smc/2)       r^^  ^  ^        ^  ^■' 
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§  135. 

Unendliche  Reihen  mit  complexen  Gliedern. 

(VerKl.  die  Formel-TAbelle  Nr.  74  und  75.) 
Erklärung.     Eine  unendliche  Reihe 

(ao  +  *oO  +  (öTi  +  bii)  +  (Cä  +  bi%)  H , 

bei  der  die  einzelnen  Glieder  complexe  Grössen  sind,  heisst  con- 
cergent^  leenn  die  reellen  Theile  und  die  Factoren  der  im<iffinäreii 
T heile  für  sich  zivei  convergente  Reihen  bilden,  tcenn  aUo  di<^ 
Reihen 

/  ^  =  «0  +  «i  +  «2  H , 

^  '^  l  J3  =  Äo  +  ^1  +  i«  +  •  •  • , 

concergent  sind;  und  zwar  heisst  sie  y^unbedingi  canvergent^j  wenn 

A  und  B  unbedingt  concergente  Reihen  sind.    Ihre  Summe  wird 

sich  dann  derselben  Grenze 

(2.)  S^  A^-  Bi 

nähern,  wie  man  auch  die  Glieder  der  Reihe  anordnen  mag. 

Satz  1.  Eine  Reihe  (init  reellen  oder  complexen  Gliedern) 
ist  unbedingt  concergentj  wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge 
concergirt. 

Beweis.     Ist 

(3.)      ro=|ao  +  iot|,     ri  =  \ai+bii\,     r2  =  [o^  +  Aatj, . . . , 
SO  convergirt  nach  Voraussetzung  die  Reihe 

ro  +  ri  +  r^-] . 

Nun  ist  aber 

folglich  sind  die  Reihen 

I  fl^ö  I  +  I  öl  I  +  I  «•>!  H , 

i*o!+|*t!  +  |*2|  +  ••• 

erst  recht  convergent,  d.  h.  die  Reihen 

«0  +  «1  +  02  +  •  •  •    und    60  +  4i  +  ^2  +  •  • ' 
sind   nach   Formel   Nr.  74    der   Tabelle   unbedingt  cofioergent. 
Deshalb  gilt  auch  dasselbe  für  die  Reihe 

(öo  +  60t)  -i-  (öl  +  bii)  +  («2  +  *2*)  +  •  •  • . 
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Der  Wortlaut  dieses  Satzes  stimmt  genau  überein  mit  dem 

letzten  Satze  in  §  48  (S.  215,  vergl.  auch  Formel  Nr.  74  der 

Xabelle);  dort  handelte  es  sich  aber  nur  um  Reihen  mit  positiven 

und   negativen  reeUeji   Gliedern,    während  hier  die   einzelnen 

Olieder  complexe  Grössen  sind. 

Auch  der  Satz,  welcher  in  §  49  ftir  die  Multiplication  zweier 
unbedingt  convergenten  Reihen  mit  reeüen  Gliedern  bewiesen 
^vurde,  lässt  sich  jetzt  auf  Reihen  mit  complexen  Gliedern  über- 
tragen, wie  folgt: 

Satz  2.     Sind 

CT  =  t/()  +  tt,  -f.  t<2  +  "  *    und     F=Po  +  t?i  +  f2  +  '-- 
zwei  unbedingt   canvergente  Seihen    (deren   Glieder  jetzt    auch 
complex  sein  dürfen),  und  ist 

Wo  =  Mot?0, 

tCi  =  UqVi    +  UiVo, 

W2  =  U0C2  +  UiVi  +  U2V0, 


U'n  =  UoVn  +  UiVn-i  + h  W„_it?i  +  UnVoj 

SO  ist  auch  die  Seihe 

tOo  +  Wi  +  U'2  -f 

unbedingt  contergentj   und  ihre  Summe  TV  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  UV  der  Summen  der  beiden  ersten  Seihen. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  sind  die  Reihen 

\M  +  1  wil  +  |«2|  H und    |t?o|  +  ki|  +  |t?2|  H 

convergent.  Bezeichnet  man  ihre  Summen  bezw.  mit  U*  und  V% 
und  mit  W*  die  Reihe,  welche  durch  Multiplication  der  beiden 
Reihen  U*  und  V*  entsteht,  so  kann  man  in  diesen  drei  Reihen 
die  Summen  J7'„,  F'n,  W'n  der  n  ersten  Glieder  absondern  und 
findet  ebenso  wie  in  §  49,  dass 

J7'nPn  —  W'n  =  |tt„_i|  .|Cn-l|  +  (|«n-2|  .\tn-,\+\^n-i\  •  \^n^A)+  '  '  ' 

+  (|ttl|.|f?n-l|  +  H.kn-2|  +  ---+|«»-2|.|l?2|+K-l|.l«?ll) 
=  |Wn-l«?n-l|+(|Wn-2<?n-l|  +  |«n-lt'n-2l)+  "•• 

für  hinreichend  grosse  Werthe  von  n  beliebig  klein  wird;  folg- 
lich wird  nach  den  Sätzen  des  vorhergehenden  Paragraphen  der 
absolute  Betrag  von 
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erst  recht  beliebig  klein,  denn  der  absolute  Betrag  einer  Summe 
ist  kleiner  als  die  Summe  der  absoluten  Beträge.   Es  wird  daher 

limH>n  =  limC/;er„=  UV. 

n=oo  fisoo 

Dabei  ist  auch  Wq  +  Wt  +  W2  +  •  •  •  unbedingt  convergent : 
denn  einsetzt  man  die  Grössen  t/o,  t^i,  u^,...,  vo,  ci,  C2, . . .  durch 
ihre  absoluten  Beträge,  so  verwandeln  sich  die  Grössen  tco,  ifi. 
t<?2  j  •  •  •  in  w'o,  t^'i,  w'2, . . . ,  und  es  wird 

Jetzt  ist  die  Keihe  ic'o  +  ?/''i  -h  tr'2  +  •  •  •  convergent,  folglich 
ist  die  Reihe 

l^'ol   +\l^l\  +  \tC2\  +   '" 

erst  recht  convergent. 

§  136. 

Functionen  einer  complexen  Veränderlichen. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  170.) 

Da  man  die  Operationen  der  Addition,  Subtraction,  Multi- 
plication  und  Division  bei  complexen  Grössen  in  derselben  WeL«;e 
ausfuhren  kann  wie  bei  reellen,  so  kann  man  auch  ganze  und 
gebrochene  rationale  Functionen  von  einer  complexen  Veränder- 
lichen 

(1.)  z  =  X  +  yi 

bilden.    Eine  solche  Function  kann  immer  auf  die  Form 

(2.)         f{z)  =f(x  +  yi)  =  ^'(j-,  y)  +  i(/;(a:,  y)  =  «  +  vi 

gebracht  werden,  wemi  man  die  Operationen,  welche  durch  die 
Bildung  der  Function  gefordert  werden,  wirklich  ausführt.  Da- 
bei sind  (f{^,y)  imd  ip(pr^y)  wieder  rationale  Functionen  der 
beiden  Veränderlichen  z  und  y,  die  nur  reelle  Grössen  enthalten. 
Auch  irrationale  Functionen  von  x  +  yi  kann  man  bilden, 
da  es  möglich  ist,  bei  jeder  complexen  Grösse  n  Werthe  der 
Wurzel  n^^  Grades  anzugeben.  Ausserdem  kann  man  noch 
transce?idente  Functionen  von  x  +  yi  durch  convergente  Beiheu 
erklären.    Beispiele  hierzu  bieten  die  Eeihen 
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1  -L  ^  +  y*  _L  (^  +  y*y ,  (^  -^  yO«  , 

^■^       1!      "^         2!~"^         3!        "^'"' 

3-  +  yt  _  (3:  +  yty  ,  (r  +  yiy 

1!  3!       ■*"        5!  '^'"' 

(x  +  yty       (y  +  yt)^ 

2!        "^        4!  ■^"" 

u.  s.  w.,  welche  bezw.  in  e*,  sina:,  cosa;  übergehen,  wenn  y  gleich 
O  wird.  Diese  Reihen  sind  auch  convergent,  weil  die  Summe 
der  absoluten  Beträge  convergii-t.  Auf*  die  so  gebildeten  Func- 
tionen lassen  sich  ohne  Weiteres  alle  Erklärungen  und  Sätze 
ausdehnen,  welche  in  der  Differential-Rechnung  für  Functionen 
mit  einer  reellen  Veränderlichen  gegeben  worden  sind ;  dabei  ist 
natürlich 

(3.)  dz=  dx  +  idy,     df{z)  =  d{u  -f  vi)  ^=  du  +  idv, 

so  dass  man  es,  abgesehen  von  dem  Factor  »,  auch  hier  nur 
mit  den  Differentialen  reeller  Grössen  zu  thun  hat. 

Bemerkenswerth  sind  hier  aber  noch  die  folgenden  Formeln. 

Man  kann  f(z)  als  Function  der  beiden  Veränderlichen  .r 
und  y  betrachten  und  erhält  deshalb 

df(z)       dfiz)    dz        d/iz)       df{z)     dz 
dx  dz      dx  dy  dz       dy 

oder 

Dies  giebt 

oder  mit  Rücksicht  auf  Gleichung  (2.) 

,a\  du  ,  .00    ^  .du  do 

^  dx        dx  dy  dy 

also 

du      dv  du  dv 


(7.) 


dz       dy       dy  dx 
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§  137. 

Zusammenhang  der  Exponential-Function  mit  den 
trigonometrischen  Functionen. 

(Vergl.  die  Formel-TabeUe  Nr.  171—1790 

Es  sei  eine  Function /(«)  erklärt  durch  die  Gleichung 

(1.)  /(--)  =  i+r!+f+l+--' 

wobei  z  jetzt  auch  complexe  Werthe  x  +  yi  haben  dai-f. 
Multiplicii-t  man  diese  Reihe  mit 

(2.)  /^^•)  =  i  +  r  +  fi  +  ?r  +  "-' 

so  erhält  man 

(3.)  /(«)  ./(2l)  =  Wo  +  tCi  +  tCi  -i , 

wobei  nach  Formel  Nr.  75  der  Tabelle 

«•„  =  1,  w,  =  -  +  ^  =  — ^-f-, 

—  £!a.i.    -^1       '^i'  -  "^  +  2gat  +  gl-    _  (g  +  gj)^ 
"*~2!  ■^l!'l!"'"2!  ~  2!  ~       2!       * 

"'"~»!'^(«  — l)!'l!  "*'^»»  — 2J!'2!  ■*■  "  * 

_  (g  +  gQ" 

~       n! 
wird.    Deshalb  ist 

(4-)  /(g)/(gi)  =  1  H fl — I 2! *•      3!     +  ■  ■  •  =/C~+*»)- 

Beschränkt  man  z  und  zi  auf  reelle  Werthe,  so  wird 
f(z)  =  e',    /(g.)  =  c%    /(«  +  .-,)  =  «•+% 
und  die  Gleichung  (,4.)  giebt  die  bekannte  Relation 

(5.)  «'.<!•■  =  c»+«>. 
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JVfan  bezeichnet  nun  die  durch  Gleichung  (1.)  erklärte 
^'vmction  f{z)  auch  dann  noch  mit  e*  und  nennt  sie  ,,Exp<mential' 
^^~lir».r^tion^%  wenn  z  beliebige  complexe  Werthe  annimmt,  obgleich 
Laiiii  z  kein  eigentlicher  Exponent  mehr  ist.  Es  ist  also  bei 
lieser  Erweiterung  des  Begritfes  die  Function  e^  nicht  mehr  als 
3iiie    Potenz  aufzufassen,  sondem  als  die  Reihe 

z        z^        :? 

Wie  aber  soeben  gezeigt  wurde,  gilt  auch  dann  noch  die 
Gleichung  (5.),  in  welcher  das  Addüionstheorem  der  Exponential- 
¥^ITlction  ausgesprochen  ist. 

Um  zu  untersuchen,  welchen  Sinn  e*  für  complexe  Werthe 
von  z  hat,  setze  man  zunächst  x  =  0,  also  z  =  yt ;  dann  wird 

\^')      ^        \^i       2!^4!     6!^         /Vi!     3!^5!     ^      / 
-  cosy  +  isiny. 

Ebenso  findet  man  iür  z  =  —  yi 
(7.)  «-y*  =  cosy  —  tsiny. 

Daraus  folgt 

,     ,                                 e^'  +  e-y^       .            ey'  —  e-y* 
(8.)  cosy  = ,    smy  = ^7 

Setzt  man  jetzt  z  =  x  +  yi,  so  wird  nach  Gleichung  (5.) 
(9.)  <?*+y*  =  e'ey*  =  e^(cosy  +  tsiny). 

Aus  diesen  Beziehungen  ergeben  sich  auch  mit  grosser 
Leichtigkeit  die  Mowre'schen  Foimeln  (vergl.  die  Formel-Tabelle 
Nr.  165  bis  169).    Die  Gleichung 

kann  nämlich  auch  in  der  Form 

(10.)  (cosyi+tsinyi)(cosy2  +«sinf/'2)=cos(yi+y2)+»sin(yi+y2) 
geschrieben  werden.    Dies  bestätigt  Formel  Nr.  165  der  Tabelle- 
Femer  ist 

1  1 


(11.)       «-v.»  =  cos  r/2  —  tsmf/2  = 


cosf/2  +  t  sin  7^2      <9'^- 
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also 

(12. )  — r  =  ^»« .  ö-W  =  ^(Vl-Vi)», 

oder 

( 13.)    — ^        .  .   ^    =  cos^yi  —  ifi)  +  *sm(y,  —  (f2 1. 
^    cos^2  +  tsiny-i 

Dies  bestätigt  Formel  Nr.  168  der  Tabelle. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  Additionstheorems  ergitM 
sich  das  MultipUcationstheorem  der  Exponential-Function,  da&  in 
der  Gleichung 

(14.)  (ev^)*' =z  e''^* 

ausgesprochen  ist.  Diese  Gleichung  enthält  aber  zugleich  aud 
das  MultipUcationstheorem  der  trigonometrischen  Functionen,  denn 
sie  kann  auch  in  der  Form 

(cosf/  +  f  siuf/)'*  =  cos(n9))  +  isin(ny') 

geschrieben  werden  und  liefert  dann  die  Formeln  Nr.  167  der 
Tabelle,  nämlich 


cos(wy)  =  cos"^)  — (    jcos'*~'^f/>sin2y 


(15.) 


+  f     j  cos"-"*«/^  sin*y 


+ 


sin(wy)  =  ( ,  )  cos"-^y  siny  —  (    \  cos**-^y  sin^  H • 


Besonders  zu  beachten  ist  es  noch,  dass  aus  Gleichung  (6.' 

jRir  y  =  27r ,  47r, . . .  2Ä7r 

(16  )  e^""'  =  1,     e^""'  =  1,     ^*''*  =  1 

folgt,  wenn  h  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist.    Femer  wird  deshalb 

(17.)  ß»+2*m  -,  e*  ^  g2A«i   —  ^ 

Die  Exponential-Function  hat  also  die  Eigenschaft,  dass 
sich  ihr  Wertli  gar  nicht  ändert,  wenn  man  die  Veränderliche  z 
um  ein  Vielfaches  von  2ni  vermehrt.  Man  nennt  deshalb  2m 
eine    „Periode   der   Exponential-Function"    und    «*    selbst  eine 
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.periodische  Function".  In  ähnlicher  Weise  sind  auch  die  trigono- 
tvetrischen  Functionen  periodische  Functionen,  und  zwar  ist  ihre 
Periode  27r;  denn  sie  ändern  ihren  Werth  nicht,  wenn  man 
\ei\  Werth  der  Veränderlichen  um  ein  Vielfaches  von  27r  vermehrt. 


Setzt  man  der  Kürze  wegen 
( 18.)  ef^  =  cosy  +  tsiny>  =  m,    c-'^*  =  cosy  —  t sinr/  =  e?, 
so   'Wird 

j    t<  +  ^  =  2cosy,    u  —  t?  =  2«siny,    wt?  =  1, 
<,19.)   I  t*""  +  t?«  =  ^'f'  +  <?-"^*  =  2cos(w(y), 

l  tt"*  —  t?'"  =  e^^^  —  e-^v*  =  2tsin(77K/). 

Nach  dem  binomischen  Lehrsatze  erhält  man  dann 


(^^'*)«2c2n-2  4./"^^'»V^^^^^ 


+  1  Jm2cZ«-2  4.1-      lwc2»-l   +  tj2H^ 

oder,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  je  zwei 
Glieder  mit  einander  vereinigt,  von  denen  das  eine  ebenso  weit 
vom  Anfange  wie  das  andere  vom  Ende  absteht, 

{U  +  ü)2"  =  (a2»  -f  tJ^")  +  ^^^*^Wc(m2«-2  +   c2~-2) 

Dies  giebt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (19.j 

'^  y2  cos  (2/^  — 2)  y 

"   j  2cos(^2«  —  4)f/'  +  •  •  • 

+(„!:j.c«(M+o- 
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Ebenso  findet  man 

(21.)  2-"-^^(cos9)**+»  = 

2 C0S(2»  +  l)(f  +r^^    j 2cos(2«  —  l)y  H 

Bildet  man  jetzt  in  ähnlicher  Weise 

80  findet  man  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (18.)  und  (1^. 
(22.)  (—  l)"22'*(sinf/)2"  =  2cos(2«y)— (^'*^2cos(2»  —  2)^ 

+  ('    j  2cos(2»  —  4)(p h  •  •  • 

+  (-  ^y-'(Jl  i)2cos(2y)  +  (-  l)«^^"). 
Dagegen  wird 

+  (_  l)'*-*(^^_^^) «♦*-»  tJ»-»  (a»  —  ©3) 

Berücksichtigt  man  jetzt  wieder  die  Gleichungen  (18.)  und 
(19.;  und  dividirt  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  t ,  so  abhält 
man 

(23.)  (—  l)"22'»+»(siny;2n+i  ^ 

(2n  -h  1\ 
^    J2sin(2;i  — l)y  + 

+  (-  l)-*(fj!;;)2sin(3y)+(-ir(^''+^)2sinT. 


§138.    Logarithmen  der  complexen  Grossen.  609 

1.  Dem  Anfänger  wird  dringend  empfohlen,  diese  Formeln  durch 
^sLlxlenbeispiele  einzuüben,  also  die  Ausdrücke  für  cos'-f/>,  sinVi  cosS(f, 
sin^//»,  cos*(/',  sin^f/t, ...  wirklich  zu  bilden. 

2.  Die  vorstehenden  Formeln  finden  in  der  Integral-Rechnung  eine 
wiclitige  Anwendung. 


§  138. 

Logarithmen  der  complexen  Grössen. 

(Vergl,  die  Formel-Tabelle  Nr.  180  und  181.) 

Nach  Gleichung  (9.)  des  vorhergehenden  Paragraphen  war 

.  1.)  ^+»»  =  e' .  t-y»  =  e*(cosy  +  tsiny)  =  ?«  +  et, 

wo 

•  2.)  w  =  ^cosy,     i?  =  e*siny 

reelle  Grössen  sind.  Hierbei  waren  x  und  y  ganz  beliebige 
Grössen.  Man  kann  aber  auch  die  Gleichung  (1.)  befriedigen, 
wenn  die  Grössen  u  und  «?  beliebig  gegeben  sind,  denn  aus  den 
Gleichungen  (2.)  folgt  dann 

I   <?2*  =  w2  +  t?2,    oder    2r  =  i  1(m2  +  t- 2), 

l  tgy  =  ^  j  oder    y  =  arctgf  ^  j  j 

wobei  man  aber  den  Wei-th  von  y  so  bestimmen  muss,  dass 


o<y<^' 

wenn 

w>0,  (?>0, 

TT 

>j 

w<  0,  f>0, 

» 

tt<0,  ü<0, 

3^ 

>> 

w>0,  (;<0 

ist,  damit  die  Gleichungen  (2.)  befriedigt  werden. 

Kiepert,  Differential-Rechnung.  39 


610        §  139.    Zasunmenhrnng  der  FonctioiiMi  l;r  and  aict^x. 

Für  reeUe  Grössen  war  nun  der  natürliche  Logarithsiiil 
einer  Zahl  a  der  Exponent,  zn  welchem  die  Basis  e  eitoV: 
werden  moss,  damit  man  a  erhiUt,  d.  h.  aus  der  Gleichung 

e*"  =  a     folgte     u  =  la. 

Man  erkennt  aus  dem  Vorstehenden,  dass  man  diese  Er. 
klävung  jetzt  ohne  Weiteres  auf  complexe  Grössen  aiisdebfi<:~. 
kann,  indem  man  aus  Gleichung  (1.)  die  Gleichang 

(4.)  X  +  y%  =  \{u  +  Vi) 

ableitet.  Dabei  tritt  aber  der  äusserst  bemerkenswerthe  Umstan>: 
ein,  dass  der  Logarithmus  von  u  +  ci  unendlich  viele  Werth-f 
haben  kann,  denn  nach  Formel  Nr.  175  wird  für  g^anzzahligc 
Werthe  von  h  auch 

(5.)  ö«+l»+2*«»=tt  +  et. 

Dies  giebt 
(6.)  l{u  +  vt)  —  x  +  yi  +  2hni. 

Liegt  y  zwischen  —  n  und  +  7r,  so  nennt  man  a-  +  y» 
den  ,,HauptwertA  von  \{u  +  t?t)".  Aus  diesem  gehen  alle  übrigen 
Werthe  von  \{u  +  vi)  duix^h  Addition  eines  ganzzahligen  Viel- 
fachen von  271%  hervor. 

Aus  der  Gleichung 

(7.)  e^*  =  cosTT  +  tsin  n  =  —  1 

folgt  z.  B. 

8.)  1(—  1)  =  ni  +  2h7ri  =  {2h  +  l)7rt. 


§  139. 

'Zusammenhang  der  Functionen  \x  und  nrciqx. 

(Vergl.  die  Formel-Tabelle  Nr.  182.) 

Nach  Formel  Nr.  59  der  Tabelle  ist  für  — l<Är<+l 

1  /i    .     \       ^       a;2       ar»      x* 
^  ^       1         2        3        4  ' 

(1.)  i 

(    ^  ^  12        3        4 

also 


--2-) 


§140.  Auftreten  complexer  Worzela  einer  Gleichung.  611 

X» 


'(r^)=KT+f+f+-) 


Damals  war  x  eine  reelle  Grösse;  jetzt  gelten  aber  die  zur 
Herleitung  dieser  Eeihenent Wickelung  noth wendigen  Voraus- 
setzungen auch  noch,  wenn  x  eine  complexe  Grösse  ist,  deren 
absoluter  Betrag  kleiner  als  1  bleibt.  Setzt  man  z.  B.  :r  =  y », 
wo  €p  eine  reelle  Grösse  zwischen  —  1  und  + 1  sein  möge ,  so 
erhält  man 

Dies  giebt  aber  nach  Formel  Nr.  65  der  Tabelle 


w  i(r^)=^*^^'^^^^ 


§  HO. 

Auftreten  complexer  Wurzeln  einer  Gleichung. 

In  §  82  war  bewiesen  worden,  dass  jede  Gleichung  w"** 
Grades  n  Wurzeln  hat,  und  dass  sich  die  ganze  rationale  Function 
^ttn  Grades /(a:)  auf  die  Form 

(1.)  f{x)  =  {x  —  xx)f,{x)  =  (o:  -  X,)  {az^-'  +  b, x'^^'  +  •  •  •  +  in-i) 

bringen  lässt,  wenn  xi  eine  Wurzel  der  Gleichung 

(2.)  f(x)  =  aa:*»  +  öia;»»-*  H +  On-iX  +  a„  =  0 

ist.    Daraus  ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Sind  die  Coefficienten  eine}*  Gleichung  w'*"  Grades  f{x)  =  0 
sämmtUch  reell,  und  ist  Xi  ^  [/  +  hi  eine  Wurzel  dieser  Gleichung, 
so  muss  auch  g  —  hi  eine   Wurzel  derselben  sein. 

Beweis.    Nach  Voraussetzung  ist 

(3.)         f{x)  =  {x—  x,)f,{x)  ^(x-g—hi){P+  Qt), 

wobei  X  als  eine  reelle  Grösse  betrachtet  werden  möge,  dann 
wird 

(4.)  (x—g—hi){P+Qi)  =  [{x—g)P+Qh]+[{x-g)Q—Fh]i, 
(5.)  {x-g+ht){P—Qi)  =  [{x—g)P+Qh]^[{x--g)Q—Ph]i. 

59* 


612  §  140.    Auttreten  complexer  Wurzeln  einer  Gleichung. 

Nun  ist  aber 

(6.)  {x-ff-hi){P+Qi)=^fix) 

reell,  folglich  muss 

(7.)  (:c  — y)Q  — PÄ=0 

sein ,  d.  h.  (x  —  ff)  Q  —  Ph  muss  für  alle  Werthe  von  x  giech 
Null  sein.    Daraus  erkennt  man  nach  Gleichung  (5.),  dass  aad 

(s.)  {^-9  +  Ä*)  ( £  -  Qi)  =fi^) 

wird.  Die  complexen  Wurzeln  einer  Gleichung  n****  Gradfö  mit 
reellen  Coefficienten  treten  also  paarweise  auf,  so  dass  jede- 
complexen  Wurzel  die  conjugirte  Grösse  als  eine  zweite  Wurzel 
der  Gleichung  zugeordnet  ist. 

Dies  gilt  auch  noch,  wenn  xi  =  g  +  hi  eine  mehrfache 
Wurzel  der  Gleichung  ist;  denn  man  kann  in  derselben  Wei^e 
wie  oben  zeigen,  dass/(a:)  durch  [x  —  g^  Aif  theilbar  sein  muss, 
weimfix)  durch  (x  —  g  —  hiy  theilbar  ist. 

Sind  die  Coefficienten  der  Gleichung  ;*'•**  Grades  sämmtlicL 
reell,  und  ist  w  eine  migerade  Zahl,  so  muss  mindestens  «V 
Wurzel  der  Gleichung  reell  sein. 


Tabelle 

der  wiehtiggten  Formeln  aas  der  Differential-Reehnang. 


1.)     lim^  =  l.  [§4,  GL(5.)1 

1.)    lim(X  ±  F)  =  limX  ±  lim  Y.  [§  5,  GL  (1.)] 

'^:)    lim  (X  .  F)  =  limX  .  Um  Y.  [§  5,  Gl.  (2.)) 

4.)    limf-^)  =  liinY '  **""  lim  X  ^  0  ist.  [§  r,,  Gl.  (3. ) 
5.)    Eine  Function 

heisst  für  einen  Werth  von  x  stetig,  wenn  die  Differenz 

d  =f{x  +  «)  —fix  —  S) 

mit  den   positiven  Grössen  d  and  e  zugleich  unendlich   klein 

wird.  [§  8.) 

^•'     W 1.2.3.../1 I§9.G1.(1.)1 

7'     G)  +  G.!.i)  =  Ct')-  [§9.G1.C2.)] 

8-'     G)  =  CI^}  [§9.G1.(3.)] 

Die  Formel  Nr.  8  gilt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass 
n  eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 


l*'  + 


10 


014  Tabelle  der  vnchtigsten  Formeln. 

9.)       (l+^)-=H-(7)^  +  (^)^+-- 

H„-.)--+(»-.)--+C) 

+(^y-'+(7)«-'+^- 

[§  9,  Gl.  (4.)  tmd  GL    *? 
.)    (a  +  br  =  a-  +(^)a— *  b  +  Q  «— '  *'  +  •  •' 

[§  9,  Gl.  (7.)  und  §  29,  GL  M 

Bei  den  Formeln  Nr.  9  und  10  wird  vorausgesetzt,  dass  m 
eine  positive,  ganze  Zahl  ist. 

11.)    S  =-A  +Aß  +Ap^  +  '''+Ap^^-'  =  ^^^^^^^' 

[%  10,  GL  (1.)  und  f2. 

IIa.)    Ist  p  ein  positiver  oder  negativer  ächter  Bruch,  und  wird 
n  unendlich  gi'oss,  so  ist 

8=  A  +Ap  +Ap^  +Ap^  +  . . .  =  ^-—  .   [§  10.  GL  (5.}] 

[§  10,  GL  (3.)  und  (4  j 

13.)    ^  =  limfl+-Y=lini.SA  +  limSikS 

nssooV  ^^/  »l=00  MSOO 

wo 

MÄ.=  l+l  +  l  +  |y+-.-+i|, 
linKSi'  <  ~j^ '  [§  11,  Gl.  (2.),  (5.},  (6.)  und  ilO)] 


n=oo 


/t!  /l 


14.)    «=l+i^  +  ij  +  l+... 

=  2,718  281  828  459  ... .  [§  ".  61-  (12.)  und  (1&)] 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  615 

lo.)    Die  Ableitung  (der  Differential  -  Quotient)   einer  stetigen 
Function  y  =f{x)  ist 

-  lim  ^LZL2  .  (i  12,  öl.  (5.).  (5a.),  (5b.)  und  (6.)] 

16.)    Ist  tt  der  Winkel,  welchen  die  Tangente  einer  Curve  mit 
der  positiven  Richtung  der  X-Axe  bildet,  so  wird 

wobei  y  =  f(x)  die  Gleichung  der  Curve  und  x^  y  die  Coordi- 
naten  des  Berührungspunktes  sind.  [§  13,  Gl.  (3.)] 

17.)    ^V-  =  ^-  [§U,Gl.(la.] 

18.)    ^^  =  ^|.  [§  14,  Gl.  (2a.)] 

•^0.)    -^^  =  ^-^.  [§U,Gl.r4.)l 

.71  ^    ^^(^")  -  «,^m~i  i§  lö,  Gl.  («.)  und  Gl.  (9.);  §  17,  Gl.  (8); 

"     '       rfa;     ""  §  21,  Gl.  (17.),  (22a.)  und  (26.)] 

di\ogrx)       logc.    d{\x)       1  ^     ^ 

\x 
23.)    log:r  =  yj^  =  \x  .  log^.  [§  18,  Gl.  (13.)  und  (14.)] 

,,.     f/fsin-r) 

24.)    ^^ — ^  =  COS:r.  [§  19,  Gl.  (8.)] 

->r  \    ^/(cosar) 

25.)    ~^^-^  =  —  smr .  [§  19,  Gl.  (15)] 

,,;^    ^  =  ^  =  1  +  ^g^'^  ■  [§  20,  Gl.  (6.)] 

27^)    <li^  ,=  _  _j^  =  ^  ( 1  +  ctg^V).  [§  20,  Gl.  (12.)] 


61(>  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln. 

2^)     "dT^'d^  +  '^di'  [§21.  GL  (6. 

29.)  <^(«i«i  '"U^)  _ 

dr 
dui  dti^  .  dUm 

[§  21.  GL  ilti- 


^2-)   -^-j^;^ — ^77=^==:.  [§-21,  GLr2R] 


,/w  \         (itt         dv 
;33.)     A^Z  ==  !^I1!j!£  .  [§21,  GLC34a. 

34.)    rfy  =  c^(a:)  ^f{x)dx.  \%  -2*2,  GL    7. 

35.)    Ist 

so  wird 

rfw  =  y'(.r)(/a;,     dy  ^f{u)du  =f\u)^*(x)dj', 

oder 

^y       /».  /       w  N       dy  du 

5J  =/' (^)y' (^)  =  -^  1^  •     tS  ^'  ^^-  '^^^•)'  '^^) ^°^  ^  '■ 

36.)    Aus  :r  =  ff(y)  folgt  ^|  =  ^tJ^  •  [§  24,  UL    4.). 

^-  X    e/(arc  sina-)  1 

^^0  di ^yiT^'  [§  24,  GL  -Sa-^j 


00  X    ^^(arc  cosa:)  1 

38.)     -^ — ^ ^  =  —     .  .  [§  24,  GL  '12a. 

dx  yi  —  x^ 

^«•)  rf/       -r+V»-  [§  24.  Gl.  (16a.); 
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^^-^      d^^-TT^^'  [§  24,  Gl.  (20a.)] 

-H.)     ^^  =  -^^=^.  [§  24,  Gl.  (24a.,] 

-*-2-,)     -^—jZ '-=--r==-  [§  24.  Gl.  (28a.)] 


■^^•J    -^  =  «•!«,      -^  =  e*.  [§  24,  GL  (32a.)  und  (33.)] 

44.)  /..  W  =  Ä),  ^-..(.)  .  *^), . .  .^..,,,,  =  ÖJ) . 

[§  26,  GL  (2.)  und  (3.)] 

45.)    cPy  =  rf(rfy)  =/"(a:)(fe2, 


rf»y  =  d{d^-'y)  =ß^^(x)dx'\  |§  26,  Gl.  (11.)  bis  (14.)| 

^ö.)    §=/^"K^).  [§  26,  Gl.  (14a.)l 

*^-^  rf;r"         -d^«-d^-  [§  27.  Aufgabe  U.) 

+  (2)7'"WV'"""(^)  +  •  •  •  +(j)'/''"-"(a!)«^'(a.-)+9''"'W</'(a^;'. 
wenn  u  =  9)(a;),     c  =  W{x)  ist.  [§  27,  Aufgabe  1-2.; 

49.)  /{x  +h)  =/(.c)  +  Ä  A  +Ö)ä2+.  .  .+Ä.)  A«+i?, 

wobei 

Die  Grössen  @i,  02,  ©3  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  31,  Gl.  (31.)  und  (32.),  §  36,  Gl.  (3a.)  und    15.;] 


^18  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln. 

49a.)/(^  +  Ä)  —f{x)  =  h  .fix  +  ©Ä).  [§  31,  Gl.  s^> 

50.)  /(:r)=/(a)+-^(>-a)4-Ö)(^_a/+... 

wobei 

=  ^  {/^">[«+02(a:  —  «)J  — /'"Ka)  }  (a:— «f 
/•l«+i)ra  +  ®.(r  —  «)1  , 


»! 


Die  Grössen  <9i,  @2,  @3  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  31,  Gl.  (34.)  und  (3j.);  §  36,  Gl.  (5.)  und  (IT 
50  a. )/( X)  —f[a)  =  ix—  a)f'  [a  +  e{x  —  a)] .         l§  31,  Gl.  ^3& 

5,.)  /w=/,o)  ^m . +m  .>^. .  .^cm  ^ + B, 

wobei 


n\ 


Die  Grössen  @i,  6/2,  @s  liegen  zwischen  0  und  1. 

[§  32,  Gl.  (1.)  und  (2.);  §  36,  Gl.  (7.)  und  US)] 
51  a.)  fix)  —f(0)  =  X  .fiOx).  [§  82.  Gl.  (3.1; 


X    .  a.'^      x^   .  X* 


52.)      *^  =  1  +  1!  +  2!  +  3!  +  4!  +  ■  •  ■  •  [§  33,  Gl.  (fi.)l 

[§  33,  GL  ^9)1 
54.)    sina-=~  -^  +  |j-~+ .  [§  34,  ÖL  (5.); 

55.)    COS.r  =  1  —  ~  +  |-j  — ~+ .  [§  3A,  Gl.  (liV] 

In  den  Formeln  52  bis  55  darf  x  jeden  beliebigen  endlichen 
Werth  haben. 


59.)     1(1 +  x)=--^ +  ---  +  - 
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für  —  1<  ar  <  +  1,  [§37,  Gl.  (19.)  und  (20.)] 

>7.>      («+6)-  =  a«  +  ('")a"-«i+(2)o--»A»+(3)a— ä*»+-  •  • 

fdr|4|<|a!.  [§37,01.(31.}] 

58.)     («+i)"  =  *"+('J')ai«-«  +  (2)«**'""*+(3)«'*""'+-  •  • 

fär|A|>ja|.  [§  37,  Gl.  (82.)] 

für  —  Ka:  ^  +  1.  [§38.  Gl-  («•)] 

60.)    I2=y  — i-+|  — j  + .  (§  38,  Gl.  (8a.)] 

61.)    l(a  +  y)  =  l«  +  |-24  +  Ä-£«  +  -"- 

fttriy|<|a|.  |§  38,  Gl.  (9.)] 

G2.J    l(a+l)  =  la  +  i-A.  +  ^_^l.  +  _.... 

[§  38,  Gl.  (9a.)] 

63.)    liy^,)^\y^2[^^+^^^  +  ^^,+.-] 

für  —  1<  -gT^  <  +  1-  [§  38,  Gl.  (12.)] 

B4.)    l(,+  l)=,y+2[^^  +  3^3  +  572^  +  -"]- 

[§  38,  Gl.  (12  a.)] 

6o.)    arctga:  =  Y  — — +  — —  y  + 

für  —  l<x<+  1.  [§42,  Gl  (4.)] 

*>*>•]    4-1        3+5       7+9        ^1  + 

|§  43,  Gl   (1.)  und  §  47,  Beispiel  2  auf  Seite  210.) 

[8  43,  Gl.  (14.)i 


Ö20  Tabelle  der  wichtigsten  Formeln. 

M        \5      3.5^^5.  5*^      ^      7     V239 


/     V239       3.239«  '  / 

[§  43,  GL  ^5 

123^2.4  5^2.4.67^ 

für  —  1<T<1.  [>?  44,  GL  1 

70.J  Eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  concergirK  wem 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingung^ 
erfüllt  ist: 


«n+l 


L^^^S>t<l, 


u 


n 


III.  w^i  —  _ti  Wp>  1.         .jg  4g^  g^^.j^  ^  ^  ^^^^  jj 

71.)  Eine  Reilie  mit  lauter  positiven  Gliedern  ditergirt^  weDn 
von  einer  bestimmten  Stelle  ab  eine  der  folgenden  Bedingungen 
erfüllt  ist: 

II.  yi^,^i, 

III.  n\l  —  ^^jS  1 .  [§  4<>,  Satz  5,  7  und  12 

72.)  Eine  Reihe  mit  positiven  und  negativen  Gliedern  cou- 
vergirt,  wenn  die  Summe  der  absoluten  Beträge  convergirt. 

[§  47,  vergL  auch  Formel  Nr.  74. 

73.)  Eine  alternirende  Reihe  convergirt,  wenn  der  absolute 
Betrag  der  einzelnen  Glieder  immer  kleiner  und  schliesslich  un- 
endlich klein  wird.  [§  47.; 

74.)  Eine  Reihe  ist  unbedingt  convergent,  wenn  die  Snmme  der 
absoluten  Beträge  convergirt.  [§  48  und  i;j5. 

75.)     Sind 

Z7  =  Wo   +  W|  +  «2  +  •  •  •       UUd        V  ^   ü„  +  Ci  +  6*2  +  •  •  • 

zwei  unbedingt  convergente  Reihen,  und  ist 
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W2  =  Wot?»  +   UiVx   +  »^tOj 

•  •••••••• 

SO   ist  auch  die  Reihe 

^ü  +  «*i  +  w:2  +  •  •  • 

Ulibedingt  convergent,  und  ihre  Summe  W  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  tTF  der  Suramen  der  beiden  ersten  Reihen.    [§49  und  135.] 

7(>.)  Eine  Potenzreihe  convergirt  unbedingt  für  alle  Werthe  von 
.7-,  deren  absoluter  Betrag  kleiner  ist  als  die  positive  Grösse  a-o, 
\venn  von  einer  bestimmten  Stelle  ab 

ist,  Avobei  y  eine  bestimmte  endliche  Grösse  bedeutet.        [§  50.] 

77.)  Wenn  die  Grössen  ßo,  «i,  ^2,  «3, . . .  positiv  sind  und  eine 
bis  in's  unendlich  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  ist  die 
Reihe 

\a^  +  öiCOSa:  4-  a2COS(2a:)  +  a3C0S(3a:)  +  •  •  • 

convergent  fui'  alle  Werthe  von  x^  welche  von  0,  ±2n^  ±  47r, . . . 
verschieden  sind;  und  die  Reihe 

i  «0  —  ''i  COSa;  +  c/2  COS {2x)  —  «8  cos  (3a:)  -\ ■  •  • 

ist  convergent  für  alle  Werthe  von  ar,  welche  von  di  tt,  ±  Stt, 
±bn .,.  verechieden  sind.  [§  ^i-l 

78.)  Wenn  die  Grössen  ii,  b%^  63, . . .  positiv  sind  und  eine  bis 
in's  unendliche  Kleine  abnehmende  Reihe  bilden,  so  sind  die 
Reihen 

ii  sin;i:  +  ia  sin(2a:)  +  ^3  sin(3a:)  +  b^  sin(4:r)  H 

und 

61  sin:r  —  42  sin(2a:)  +  bz  sin(3a;)  —  b^  sin(4a:)  H 

für  alle  Werthe  von  x  convergent.  [§  öi.j 

79.)  Um  die  Werthe  von  x  zu  bestimmen,  für  welche /(a:)  ein 
Maximum  oder  Minimum  wird,  bestimme  man  die  Werthe  von 
.r,  für  welche  f\x)  gleich  Null  wird.  Ein  solcher  Werth  sei  ar, 
\Mf^'\x)  sei  die  erste  spätere  Ableitung,  welche  für  diesen 
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Werth  von  x  nicht  verschwindet;  dann  isty(^)  ein  J/orimat 
wenn  n  gerade  nnd  f^'^\x)  negativ  ist;  f{x)  ist  ein  Mvtims^ 
wenn  n  gerade  und  f^^\x)  positiv  ist.  Dagegen  tHtt  freder  «9 
Maximum  noch  ei?i  Minimum  ein,  wenn  n  ungerctde  isf.    i>  ^ 

80.)    Ist 

so  wird  für  alle  Werthe  von  x,  für  welche  P(x)  verschwindet. 

.„,  .       P'(x) 

81.)  ^m^-iua^, 

wenn 

(fia)  ==  0,     if>\a)  =r  0, . . .  y^— »)(a)  =  0, 

/(«)  =  0,     /Xa)  =  0,.../^'->»(a)  =  0; 

[§  58,  Gl.  (20.)  nnd  (34.) 

oder  wenn 

y(a)  =  oo,     f/'(a)  =  oo, .  .  .  y^"-*'(a)  =  oo, 
/(«)=- oo,    /(a)  =  oo,.../("-t)(«)=oo.' 

[§  60,  GL  (15  ] 
82.)    Ist 

2  =  i'X«,  V\ 

SO  wird 

t§  69,  GL  (5.)  und  (6.'] 
83.)     Ist 

z  =  jF(tt,  t?), 

und  sind  u  und  t?  beide  Functionen  von  a;,  so  wiixi 

dz  __d^  da       dz  do 

dx       du  dx       do  dx 
oder 

dz  z=  ~du+-^  dv.  [§  69,  GL  (16.)  und  (16a )) 

0 

- ,  .  d\(uv)      l  du       1  dv  ^  , 
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dx  u  dz       V  dz 

87.)     Ist  «  =  F(z, y)  und  y  =/(r),  so  wird 


■* 

[§  69, 

OL 

(26.)] 

[§  69, 

Gl. 

(28.) 

oder 


dz^  _  dz       dz  dy 
dx'^  6x       ~dy~dx^ 


dz  ^        dz 


88.)     Ist  F(x,  y)  =  0,  so  wird 

d^y     ^p  /^p 

a»-)  ?=^  =  ^  +  ö5/'-  l§  72,  Gl.  (2a.)] 

^^  N  d^y      da   ^  da 

^^•)  '*=5S^  =  öf  +  ö^^^-  [S  72,  Gl.  (3a.)] 

91.)    Ist 

i^(>,  y)  =  0    und    j;(:r,  y)  =  0, 

so  wird  y  ein  Maximum  oder  Minimum,  jenachdem  t\  und  -Fu 
gleiches  oder  entgegengesetztes  Zeichen  haben.  [§  74.] 

92.)    Ist  a:  =  (p{t\  y  =  t^(^),  SO  wird 

_dy  _^  ip'{t)  _dt  _^dy     dt 
dx^  if'\t)  ~~  dx  "^  dt     dx^ 

dt 

d-y       dp       dp  dt 
^  ""  dx^  ~"  rfi  ~  dt  dx 

oder 

_  d^y  _  (f\t)\p%t)  —  ilj\t)ip'\t)  _  dxd^y  —  dyd^x 

^^dx^'^  (f\ty  ~  da^ 

[§  76,  Gl.  (110,  (12.),  (12a.)  und  (12b.)] 
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'      '       dx      dx      ^      dx*  7S^ ' 


,._d»y_       dydy^      "^{dp) 

da?  /cte\5  •  [§  78,  Gl.  (4.)  und  :. 

940    --  =  -,     —  =  _i.      t^—       pr—Sq* 
dy      p       dy*  p»'    dy»~  ^ 

[§  78,  61.  (5.)  und  (^ 

95.)   Gleichung  der  Tangente: 

y' -  y  =  ^f  <^'^' -  ^)-  i§ä.),  Gi.,5. 

90.)    Gleichung  der  Normale: 

,  dx  , 

^   ~~^^~~d^^^'  '^^^'  [§80,  Gl.  <6.' 

97.)    Subnormale  (^«)  =  y-^?.  f§  80,  GL  ,9.,: 

98.)   Subtangente(ÄO=y^-  [§  8o,  gl  (io.„ 

99.)    ds^  —  dr'  +  di/, 

(ÄJ=-(SHIJ-H|>  \^d?^r 

100.)    Nonnale  (.V)  =  y  ^  .  ^^  ^^  ^^  ^^^,, 

101.)    Tangente  (2:)  =  ^^.  [§  «o.  GL  .u-i 

102.)    Die  Asymptoten  y'  =  /«a^'  +  /,  einer  Cürve 

F{x,  y)  =  Un{x,  y)  +  i7«_,(a:,  y)  +  . . .  +  cr,(a:,  y)  +  ?7„  =  o 
findet  man,  indem  man  die  «  Werthe  von  m  aus  der  Gleichung 
lim  MliVl  ^  lim  «r  +  «t^»-'  +  gga^V  -=»  +  •  •  •  +  o^ 

.tssoo       ^  «=00  a:'* 


Tabelle  der  wichtigsten  Formeln.  625 

usr^echnet  und  darauf  aus  der  Gleichung 

lie   zugehörigen  Werthe  von  /i  bestimmt. 

Sind  a  Werthe  von  m  einander  gleich,  so  liegen  möglicher 
^eise  etliche  von  den  zugehörigen  Asymptoten  im  Unendlichen. 
[st  dafi  nicht  der  Fall,  so  findet  man  die  a  zugehörigen  Werthe 
v^on  fit  ans  der  Gleichung 

«=soo  •«' 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  durch  Vertauschung  von  x 
mit  y  auch  die  Asymptoten,  wenn  die  Gleichung  derselben  die 
Form  x'  —  ly'  +  X  hat  [§  82.] 

1 03.)    Eine  Curve  y  =^f{x)  ist  nach  oben  concav  oder  convex, 

cPv 
jenachdem  ^  =zf*'{x)  grösser  oder  kleiner  als  Null  ist. 

[§  84,  Gl.  (8.)  und  Gl.  (10.)] 

104.)  Ein  Wendepunkt  tritt  ein,  wenn  für  den  zugehörigen 
Werth  von  x 

g=^«(,)=.0,    oder    g  =/"(.)  =  CO 

wird  und  ausserdem  das  Zeichen  wechselt.  [§  84.] 

105.)  Zwei  Curven  y  =f{x)  und  y  =^  g{x)  haben  im  Punkte  P 
eine  Beiührung  (oder  Osculation)  von  der  n^  Ordnung,  wenn 
für  den  zugehörigen  Werth  von  x 

/(^)  =  9{^\  rix)  =  g'{x\   f-{x)  =  g-{x\  . .  .f<-\x)  =  gi-\x). 

[§86.] 

106.)  Der  Illittelpunkt  des  Erümmungskreises  hat  die  Coordinaten 

^      (1  +  P')P  \di)^ 

oder 

Kiepert,  DiffereDtial-Rechnxuig.  ^Q 
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/ds\^dy 


dx^^y ^^  dxd^y  —  dydrj 

di   dfi       dt.   rf/2 

(ds\dx^ 

dt   dt*       di  di^ 

[§  87.  GL  (21.)  und  (25.  .-  $  sr 

107)    Der  Halbmesser  des  Krümmungskreises  ist 


oder 


/ds\^ 
\dt) 


_    .  x^^^   --U  *^ 


dx  d-y dy  d^x  dsd^y  —  dyd-x 

dt  dt*  ~'dtdF 

[§  87,  Gl.  (21.)  und  (25.);  §  liJ^ 

108.)    ds*  =  dr^  +  r*d^K  [§  S2,  Gl    > 

109.)   Nennt  man  den  Winkel,  den  eine  Tangente  mit  dem  zu- 
gehörigen Radius  vector  bildet,  /*,  so  ist 

<«/*  =  -^  •  [§92,  Gl.  (7a ... 

110.)   Polar-Subnoimale  (Sti)  =  ;t^  •  [§  92,  Gl  iio»; 

du) 

111.)   Polar-Subtangente  (St)  =  rtg/t*  =  ^^  •        [§  92,  (Gl.  n  I 
112.)   Polar-Normale  (iV)  =  ^ .  [§  gg,  Gl.  m 

113.)   Polar-Tangente  ( T)  =  iV .  tg/u  =  ^ .  [§  92,  Gl  (iDl 

114.)   Der  Mittelpunkt  des  Krümmungskreises  hat  die  Coordi- 
naten 
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.  ds^( —  r  sin  ff  d(p  +  dr ,  C06a>) 
nd    der  Halbmesser  des  Erümmimgski'eises  ist 


e  =  =t: 


(r2rfy.2  +  2  rfr*  —  rdV)  rfy 


[§  94,  Gl.  (8.)  und  ,9.)] 


L15.) 


J  = 


öii  Qu  .  .  .  Gin 
ÖJi  «22  •  •  •  Ö2n 

<*nl  <'m2  •  •  •  <^nn 


=  -( iyöta«>|*a3y.  .  .a„v 


WO 


\1  2  3  . . .  ny 


die  Transpositionszahl  zwischen  den  Permutationsformen  aß  r...p 
und  12  3...fi  ist,  und  wo  sich  die  Summation  über  alle  nl 
Permutationsformen  «  ^  y  .  - .  r  der  Zahlen  l  2  3 . . .  t»  erstreckt. 

[§  97,  GL  (1.)] 
116.) 


a/a  a/ß  Ujy  . . .  rt/v 

Üga  ^g^^gy  •  •  •  ^gv 
^Aa  Ohfl  ^hy  '  »  .  dhv 

Ola  Ö//J  ö/y  .  .  .  ö/» 


=(-iy 


öii  tfij  flri3  . . .  am 

üit  Ö22  flt*3  •  .  .  Ö9m 
^31  ^82  </33  •  •  •  ^'3« 


WO 


[§  99,  Satz  4  und  Gleichung  (9.),  (10.)  und  (17.)] 

117.)  Entsteht  Ji  aus  J  durch  Vertauschung  zweier  parallelen 
Reihen,  so  ist 

J^z=^  —  J.  [§99,  Satz  :>.] 

118.)  Sind  die  Elemente  zweier  parallelen  Eeihen  der  Deter- 
minante identisch,  so  ist 

^/  =  0.  [§  9Ö,  Satz  6.) 

40» 
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119.) 
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<hi  oji . . .  ant 

^12  ^>Ss  •  •  •  «Ins 
^tn  O^n  •  •  •  ''hm 


«21  «22  ...  02« 
^1  ^2  •  •  •  <Zn, 


r§  99, 


120.)   Ist  o/y.  der  Goeffid^t  von  a/r  in  //,  so  ist 


=  (-1) 


(M+t)  C/+r) 


^/+l.  r+1  0/4.,, r+2  .  .  •  ö/+i,r- 1  ' 
Ö/+2,  r+1  0/+2,  r+2  .  .  .  Ö/4.2,  r-l 


I   Ö/-1.  r+1  ö/_i,  r+2  .  .  .  «/-l,  r-1    j 

[§  100,  Gl.  (9.)  mid  aa): 

121.)    //  =  OirViir  +  a^a^r  H 1-  a^r^r^  [§  ^00,  GL  (11)) 

122.)    ^  ==  o/i  «^  +  a/2C3f^2  H h  a>a/n.  [§  lOd,  GL  (13. ; 

123.)  a„air  +  a2,«2r  H h«fMa»r  =  0  für  r^Ä. 

[§  100,  GL  (14a.  n 
124.)  a^io/t  4-  a^Ufi  H f-  ö^o/h  =  0  fiir/5^. 

125.)  Sind  die  Gleichungen 

021  a:i  +  022^:2  +  •  • '  +  <h/tiX^  =  ^2, 
Oniari  +  o„2a:2  +  *  *  '  +  ^nnXn  =  Cn 

g^eben,  so  wird  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Determi- 
nante J  der  Coefficienten  von  Null  verschied^i  ist, 

-^  •  ^r  =  ^1  «Ir  +  C2  a2r  +  •  •  •  +  CnOL^. 

oder 


Oll  O12  . . .  ain 

021  O22  .  .  .  a2n 
0»i  0»2  .  .  .  Ow«  I 


Xr  = 


«11  .  .  .  C,,  r_i  C,  üx^  r+1  .  .  .  OiH 
O21  .  .  .  O2,  r-1  <^2  O2,  r+1  ...  a%n 

Onl  .  .  .  O»^  r— 1  Ch  O«^  r+1  •  •  .  Om» 

f§  101,  GL  (1.),  (7.)  uni  (7a.J 
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L26.) 


1l27.) 


128.) 


129.) 


130.) 


an  an  ats . . .  am 

0  Oss  «'as  •  •  •  ^» 
0  aniOm  . . .  fl 


an  «12 . . .  öiM 

021  «22  •  •  •  (hn 


=  «11 


«22  «28  •  .  .  «2* 
«82  Ö88  .  .  .  Ö3n 

^20fis  •  .  .«mh 


•   [§  102,  Satz  1.1 


1  ?1     I2    •  •  *  ^n 
0«ti  «12.  .  .«1« 

0  «21  «22  .  .  .Ö2n 
.       •      ■      .       •      • 

0«}»i«n2*  •  .«tm 


[§  1(>2,  Satz  2.] 


«It  ^12  «13  •  •  •  öl« 
0  «22  O23  .  .  .  «2ti 
0      0    «33  ...  «3n 


0      0      0    ...« 

«11  .  .  .  ^«ir  •  •  •  Oin 
«21  •  •  •  ffM^r  •  •  •  O2» 


fin 


=  «11  «22«83  .  .  .  «nn      K  1^»  SatZ  3.] 


«nl  .  .  •Vnanr  .  .  •  « 


nn 


=  W 


«11  .  .  .  «ii-  .  .  .  «in 
«21  .  .  .  «2r  •  .  .  «2n 


««1  •  •  •  a^r  •  •  •  a^n 

[§  102,  Satz  4.] 

wa«i2  «12  . . .  «m 


^«22  «22  •  •  •  «2n 


^W«n2«n2  •  •  -  «nn 


=  0. 


[§  102,  Satz  5.] 


131.) 


Ai  -\-  Bi,  Ci,  Dt, . . . 
At  +  Bi,  Ci,  Di,... 

-4i  d  x/i  . . , 

A2  C2    /^2  •  •  • 

+ 

Bi  C'i  Dl... 
BidDi... 

-An  +  -ön,  Cnj   /^«j  •  .  . 

An  C«  L/n  •  •  • 

Bn  Cn  Db  •  •  • 

132.) 


«11  «12  .  .  .  «in 
«21  «22  -  •  .  «2» 

önl  «n2  •  •  •  «nn 


[§  102,  Satz  6.] 

«11  +   W»«ir,    «12-  .  .  «1» 
«21  +   m«2r)    «22  .  .  .  «2» 


«nl  +  manr,  «n2  •  •  •«•!» 


f§  102,  Satz  7.] 
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133.)      I  «11  012  .. .  (hn  '        !  4n  Äts  .  .  •  bin 


(hx  öM  . . .  (hn 


^si  in  • . .  b 


3» 


I 


önt^NÄ  •  •  .örtn 


Ä«l  Ä«2  .  .  •  Ä 


nu 


'  ^1  c^i  . .  .  e^ 

I 

i 


WO 

oder 
oder 

oder 


C/r  =  «yi  ^rl  +  «/«  *r2  +  •  '  '  +  ö/«  *n«, 


C/r  =  01/  4ir  4-  «2/  42r  + 


[§  103,  GL  (7.)  und  (12.1  bis  du./, 
134.)    Ist 

eine  Function  von  zwei  von  einander  unabhängigen  Ver&nder- 
lichen  t  und  y,  so  wird 

rfx:  =  ^  e/^:  +  ^  rfy.     [§  106, Gl. (8). (9.) und 0*.  > 

135.)   Das  partielle  Differential  einer  Function 

-=/(Wl,tt2,...ttn) 

in  Bezug  auf  u^,  ist  gleich  der  paitiellen  Ableitung  von  z  nach 
Uu^  multiplicirt  mit  dua^  also 

^  dz    ,        ^  dz    ,  ^  dz    , 

On^Z  =  -^—  dUi,       O^Z  =    -^—  J«<s,  .  .  .  Ou^Z  =  -5—  flfi*,. 


d^i 


dM2 


Ott» 

[§  108,  GL  (13.); 

136.)   Das  vollständige  (oder  ^/a&)  Differential  von 

Z     =f{Ul,Uiy     .     ..tt„) 

ist 


dz    ,         dz    .      ^ 
dz  =  -v—  aui  +  -5s —  dui  + 
Ö«/i  ÖMa 


und  zwar  gleichviel,  ob  ui,  tt2,...«^H  von  einander  unabhängig 
sind,  oder  ob  ui,  ii%^...Uh  selbst  wieder  Functionen  von  einer 
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c^cier  von  mehreren  Veränderlichen  sind.  Wenn  z.  B.  «i,  «j, . . .  «„ 
f^^^immtlich  Functionen  einer  Veränderlichen  t  sind,  so  kann  man 
^^^ch  schreiben 

dz       dz  dui       dz  du2  dz  dun 

d^^        vux   dt        diu  dt  dun  dt 

[§  108,  Gl.  (14.),  (17.)  und  (23.)] 


"•'    Kl)  <l) 


Ö^c    _    g»z 

Ol/  dx  dxdy      dydx 


oder 


/t2(^,y)=/2i(^,y). 

[§  109,  Gl.  (14.)  und   (16.) 
138.)    Ist 

Z  ^'finx  M2  .  .  .  Wn), 

und  sind  die  Veränderlichen   Wi,w2,..«w«  von  einander  unab- 
hängig^ so  ist 

Diese  Formel  bleibt  noch  richtig,  wenn  t^i,  2^2;  •  •  •  w»  litieare 
Functionen  einer  Veränderlichen  t  sind,  wenn  also 

?/i  =  a{t  +  Äi,     «2  =  a4  +  Ä2,  •  •  •  w„  =  a„<  +  4«; 
dann  kann  man  auch  schreiben 

drz_  __  /  Ö£_  ^   ,    ^^   ,  dz  dUn  V*"^ 

e/^"  ""  \dui  dt  "^  dth'df^  düi,  ~dt~) 

/dz  dz         .  dz      V»«^ 

.    ^\dü/'''^^.'''  +  '''  +  d;rnV  ' 

|§  111,  Gl   (20.)  und  (39.)] 

139.)   Gelten  die  Gleichungen 

^'(^»y)^)  =  0     und     G{x,y,z)  =  Q 
gemeinschaftlich,  so  wird 

dx  :  dg:dz  =  (F2G3  —  F^G^) :  {F^G,  —  F,  Gz)  :  (i^, G^  —  FiGi). 

[§  112,  Gl.  (9.)] 
140.)  ds'2  =  dx^  +  dy^  +  cfe2.  [§  113,  Gl.  (3.)1 

, . ,  \  dx  ,^       dy  dz 

141.)  cosa  =  -7-  j     cos/5f  =  -^ ,     cosy  =  -^» 

««  öÄ  rts 
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WO  a,  /y,  Y  die  Winkel  sind,  welche  das  Bogenelement  ds  mit  d& 
positiven  Richtungen  der  Coordinaten-Axen  bildet 

[§  113,  GL  IL?] 

142.)    Sind 

-f(^>  y>  ^)  =  ö    llJid    G(ar,  y,  z)  =  0 

die  Gleichungen  einer   RaumcuiTe,   so  hat  die  Tangente  im 
Curvenpunkte  P  mit  den  Goordinaten  x^  y,  z  die  Gleichangen 

X*  — X y*  —  y z* — z 

dx  dy  dz 

oder 


X' 


^     y  —y     ^ 


FiGz  —  FzG%      t\Gi  —  FiGz     F\Gt  —  F^G\ 

[§  113,  GL  (13.)  xmd  (ISa-C 

142  a.)    Sind  x^  y,  z  Functionen  einer  vierten  Veränderlidien  U 
so  hat  die  Tangente  im  Curvenpunkte  P  die  Gleichungen 

X*  —  X       y*  —  y      z*  —  z 
-d^-hr^-^'     [§"3,  GL  (13V] 

dt  dt  dt 

143.)    Gleichung  der  Normalebene 

{x'  —  a:)  die  +  (y'  —  y)  dy  +  {z'  —  z)dz=  0, 

oder 

{F2G,  —  FzG^){x*  -x)  +  {F,Gt  —  F,G,)(y'  —  y) 

+  (JFiGs  -  F,GiXz'  —  z)  =  0. 

[§  113,  Gl.  (16.)  und  (ISiur 

143  a.)    Gleichung  der  Noimalebene 

[§  113,  GL  (16b.i] 

144.)    Die  Gerade 

x'  —  X  =:  m{z'  —  z),  y*  —  y  =  n{z'  —  z) 
ist  eine  Tangente  der  Fläche 

F{x,  y,  z)  =  0,  oder  z  =/(:r,  y), 
wenn 

F^m  +  F<in  +  i^j  =  0,    oder    m^  +  n-^  —  1=0. 

|§  115,  GL  (10.)  und  (14.)] 
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145.)     Die  Tangentialebene  der  Fläche 

^l^>  y,  ^)  =  0,   oder  z  =/(a;,  y) 
hat  die  Gleichnng 

F,{t'  —X)  +  F^iy'  -  y)  +  li(z'  -  z)  =  0, 

oder 

[§  115,  Gl.  (18),  (18a.)  und  (25.)] 

146.)    Die  Enveloppe  (Umhfillungscurve)  der  Cnryenschaar 

erhält  man  durch  Elimination  von  u  aus  den  Gleidiongen 

I[x,  y,  tt)  =  0    und    -^^^^p-^^  =  0.  [§  117.J 

147.)    Hat  die  Curve  F{x^  y)  =  0  im  Punkte  T>  mit  den  Coor- 
dinat«n  x,  y  einen  Doppelpunkt^  so  müssen  die  drei  Gleichungen 

gleichzeitig  befriedigt  werden.    Die  beiden  zugehörigen  Werthe 
von  -^  findet  man  dann  aus  der  Gleichimg 

oder 


dy^  —  JI2  ±:  Vi-;«^  -  Fn  1-22. 

und  darauf  die  zugehörigen  Werthe  von  -^  aus  der  Gleichung 

(dF     ÖF  rfyV»»        /  d^      d^dyY^  _ 
\dx'^  dy  dx)     "^    Vöa: dy "^  öy^ e/a:>/(/a:«  "^ 

l§  119,  GL  (7.),  (8.)  und  (8a.);  §  120,  Gl.  (14a.)J 

148.)    Hat  die  Curve  F[x^  y)  =  0  im  Punkte  D  mit  den  Goordina- 
ten  j,  y  einen  dreifachen  Punkt,  so  müssen  die  sechs  Gleichungen 

f=0,    Fi  =  0,    Ji  =  0,    J;,  =  0,    i^,2  =  0,    i'i2  =  0 

gleichzeitig  befiiiedigt  werden.     Die  drei  zugehörigen  Werthe 

von  ^  findet  man  dann  aus  der  Gleichung 
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[^  121,  GL   1 


149.)    Hat  die  Corve  t\x,  y)  =  0  im  Punkt   J)  mit  den  Coor- 
dinaten  x,  y  eine  Spitze  (einen  Rürkkehrpunkf)  ^  so  miLssen  dit 
vier  Gleichungen 
F{x,  y)  =  0,    F,{x,  y)  =  0,  t\  {x,  y)  =  0,  und  Jl«^— -Fiißs  =  ö 
gleichzeitig  befriedigt  werden.  [§  122,  Gl  ^ 


150.)  fir+h,  y+k)  =/(.,  y)  +(f Ä  +|*)+Kf  Ä  +  ^£k) 


i 


+ 
WO 


.     ulKdz       dij  / 


-,  1      /df(x+  0A, y+  ek)  j  ^  dßx+&ft,y+&k) ,  V-+'* 

-R  =■-  (^Ti)^ 57 *  "^ 5^;^ ^) 

[123,  Gl.  (8a.),  K^A.)  und  (10a.V 
151.)  z  =:/(a:i,  ;r2,  . . .  Xn) 

heisst  eine  Jiomogene  Ftmction  m*^  Grades^^  wenn 

/(/.r,,  /^j, . . .  txn)  =  ^^(^1, 5-2, .. .  Ä-„); 
dann  wird 


dz    ,       dz    .  d 


z 


a*i  Tgr-  +  5:2  -^ h  •  •  •  4-  .Tn  ^—  =  mz, 

OXx  0X2  OXn 

/     dz  ^      dz  ^         ,        dz\^'         .       ,, 

[§  124,  Gl.  (2),  (10.)  und  14. ) 
152.)    z  =f(x,y)  wird  ein  Minimum,  wenn 

/i(^,y)  =  0,    /2(^,y)  =  0,    /ii>0,    /i,/22— /i2*>0; 
z  =y (t,  y)  wird  ein  Maximum,  wenn 

/i(^,y)  =  0,    /2(:r,y)  =  0,    /n  <  0,   fuft,-fit^>0; 

z  =f{x,  y)  wird  dagegen  ?^^e/<?r  ein  Maximum  noch  ein  Minimum, 
wenn  zwar 
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/i  ix,  y)  =  0,  Mx,y)  =  0,   aber  /u/m  — /12«  <  0. 

[§  125,  Gl.  (65.)  bis  (67.)] 

153-)     «=/.(^,y, «)  wird  ein  Minimum^  wenn 

/i(^,y,^)  =  0,  /,  (:r:,  y,  .-)  =  0,  Mx,y,z)^% 

und  wenn 

/ll/t2  /18 


^>i  =/u  >  0,  A  = 


/2i/a2 


>  0,  A  = 


/«  /22  /28 

/31  /32  /sa 


>  0; 


u  =  /  (a:,  y, «)  wird  ein  Maximum^  wenn 

/i(^,y,^)  =  o»  /2(^,y,^)  =  o,  /3(^,y,^;  =  o, 

und  wenn 

A  <0,     A>  0,    Dz  <0.  [§127,  Gl.  (3.),  (5.),  (18.)  und  (19.)] 

154.)    w  =/(^i,  a:2, . . .  rr„)  wird  ein  Minvnum,  wenn 
/i  (a;i,ar2, . . .  a:,.)  =  0,  ftixi^  ara, . . .  a;«)  =  0, . .  ./n  (^-ij^^a,  • .  •  ^n)  =  0, 

und  wenn 

Z>i  >  0,    A  >  0,    A  >  0, . . .  Z>n  >  0, 
wobei 

'/11/12  •  •  «/lo 

/21/22  •  •  ./2a 


/>«  =  : 


JaiJaS.  •  •  «/aa 

M  =/(a-i,  a:"2, . . .  a:»)  wird  ein  Maximum^  wenn  wieder 

fi(x\^X2, . .  .  z«)  =  0,  /2  (a:i,a:2, . . .  ^m)  =  0, .  .  ,fn{xljT2.  . . .  irn)=0, 

nnd  wenn 

Z>2r-i<0,    Ar>0    für    r=l,2,...|oder^^-  (§127.] 

155.)  (a  +  40  +{c  +  di)  =  (a  +  c)+(*  +  d)i.  [§  131,  Gl.  (2.)] 

156.)  (a  +  it)  —  (c  +  d%)  =  («  —  c)+ (i  —  flO»-  [§  131,  Gl.  (3.)] 

157.)  (a  +  Äf)  (c  +  di)  =  (ac—bd)  +  (ad  +  bc)i.  [§  131,  Gl.  (4.)] 

158,)  {a  +  b%){a  —  bi)^a^  +  b\  |§  131,  GL  (5.)] 

159.)    N{a  +  bi)  =  iV(a  —  bi)  =  a^  +  bK  [§  131,  Gl.  (8.)] 

160.)     |a  +  if|  =  |a  — 4f  ,  =  +  l/^S^+62".  [§  131,  Gl.  (9.)] 
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./.-.x    c  +  di      ac  +  bd   ,    oci^ — bc  -  , 

163.)   (a  +  it)-  =  [0«  — (^)  a^'H^  +  Cj)a— ***  —  +  •-•] 

[§  131,  GL  (12.  ] 
164.)  a  +  W  =  r(co8y  +  t  sin  9p), 

wobei 


r  =  4-  Va*  +  6',     cos«)  =  —  j    sincp  =  - 

r  r 


132,  GL  (5.),  (6.;  und  (7.)1 

165.)    ri(cosyi  +  tsinyi) .  7-2(003^2  +  fsmy2)  = 

nr8[cos(yt  +  y«)  +  fsm(yi  +  ^2)].  [§  132,  GL  (0.)] 

166.)    [r(cosy  +  fsiny)]**  =  r*[cos(n9>)  +  tsm(«9)]. 

[§  132,  GL  clO.)i 

167.)    COS  («y)  =  cos**9)  —  f    j  cos"-*7)  sin^y 

+  (  -  jcos^-VsinV 1 ! 

siii(wy)  =  (    jcos'*"^ysin9P  —  f    jcos""^9)sinVH • 

[§  132,  GL  (11.)  und  (12.)] 

168.)      ;  ^^^ — ,    '  '      (  =  —  |cos(«)i  —  CP2)  +  tsmfcpt  —  w^)]. 

[§  132,  GL  (la)] 

169.)   7r (cos9.+»sinr)  =r^[cos(^±^)  +  »sm(^?^i^)], 

wobei  Ä  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist.  [§  132,  GL  (1H.)| 

170.)   Ist  f(z)  =/(a:  +  yt)  =  «  +  2?«   eine    Function  der  com- 
plexen  Veränderlichen  x  +  yi\  so  wird 

du      dv      du  do 

171.)    «J'*  =  cosy  +  isiny,    e-^*  =  cosy  —  t siny. 

137.  GL  (6.)  und  (7.)] 
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172.)    COSy  ==  -— ^ j    siny  =  — ^j f§  137,  Gl.  (8.)1 

178.)  ^+y«*  :=  ^(cosy  +  tsiny).  [§  137,  Gl.  (9.)] 

174.)  6**«»  =  1,  wenn,  h  eine  ganze  Zahl  ist.  [§  187,  Gl.  (16.)1 

175.)  <?»+"*'  =  e«,  wenn  h  eine  ganze  Zahl  ist.  [§  137,  Gl.  (17.)] 
176.)                                 22"(cosy)«''  = 

2cos(2«y)  +  (^'^^  2  cos  (2«  —  2)y  +  C^^2co&(2n  —  4)^  + 

•  •  •  +  (^  ^  J  2  cos  (2y )  +  (^^^  •         [§  137,  Gl.  (20.)] 

177.)  2»«+Hcosy)*-+*  = 

(2/1  4-  l\ 
^    J2C0S(2»  — l)y + 

. . .  +  (^^'*J5^/)2C0s(3<^)  +(^'*^  ^)2C0S9>- 

[§  137,  Gl.  (21.)] 
178.)  (—  l)**22»»(siny)2'»  = 

2cos(2n9))— ^^'*^2cos(2»  — 2)y  +(^J*^2cos(2/>  — 4)^)  —  + 

. . .  +  (— 1)"-*(^^  j2cos(2f/))  +  (—  1)'*(^^'*)-    [§  1B7.  Gl.  (22,)] 
179.)  (—  1)'»22'*+*  (siny)2'»+*  = 

2sin(2«  +  1)9  —(^'^  ^  ^)2sin(2n—  l)y  +  — 

. . .  +  (^  l)'^-(^^'*J^/)2sin(3y)+(-  1)"(^'' +  ^)2sin<^. 

[§  137,  GL  (23.)] 

180.)   Aus  der  Gleichung 

e'-^v*  =  tt  +  D»    folgt    1  {u  +  vi)  =x  +  yi  +  2hni. 
Dabei  ist  A  eine  beliebige  positive,  oder  negative  ganze  Zahl  und 

x=ll{u^  +  v^),    y  =  arctg(0, 
und  zwar  ist 
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0<y<j     für     «>0,     OO, 
j<y<rr       r>      «<0,     OO, 

^<!^<-Y      "      «<0,     f?<0, 
Sti 

[§  138,  Gl.  (1.),  (3.)  und  (6. ; 
181.)    1(—  1)  =  (2Ä  +  l)m.  [§  138-  GL  (6.)} 

^^2)     ^(nz5)=  ^**^^^^8:y-  l§  139.  GL  (4)] 


Druekfehler-Verzeiehnlss. 


Seite  206,  letzte  Zeüo  lies  («a^+ar-s  —  ^2m+2r-2)  s*»^  («*2m-i-2r-3  "" " 

„  21*5,  „        „        „     umgekehrt  statt  ungekehrt, 

„  217,  Zeile  B  v.  o.  „     die  statt  pie, 

„  217,  „    4  V.  u.  „     I  tri  I    „    1(71 1 . 
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